
Â.È. ÊËßÖÊÈÍÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÅ ßÂËÅÍÈßÂ ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Òîì 3.ÂÎËÍÛ Â ÑËÓ×ÀÉÍÎ�ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ñ�ÅÄÀÕÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÀß ÇÀÄÀ×À

© Â.È. Êëÿöêèí, 2008



Êëÿöêèí Â.È. Êîãåðåíòíûå ÿâëåíèÿ â äèíàìèêå ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì.Òîì 3. Âîëíû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ìíîãîìåðíàÿ çàäà÷à.Èíñòèòóò �èçèêè àòìîñ�åðû èì. À.Ì. Îáóõîâà �ÀÍklyatskin�yandex.ruhttp://klyatskinvalery.narod.ruÍàñòîÿùèé ýëåêòðîííûé âàðèàíò ìîíîãðà�èè, ïðåäñòàâëÿåò ïåðåðàáîòêó âòîðîãîòîìà ìîíîãðà�èè [17℄, äîïîëíåííîãî íåîáõîäèìîé èí�îðìàöèåé èç ïåðâîãî òîìà. Äëÿóäîáñòâà ïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàë ðàçáèò íà òðè íåáîëüøèõ ñîâåðøåííî íåçàâèñèìûõòîìà, òàê êàê â íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå �èçè÷åñêèå ïðîáëåìû, íå ñâÿçàííûåäðóã ñ äðóãîì.Â ïåðâîì òîìå íà îñíîâå �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î äè��óçèè ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõ êàê âëàãðàíæåâîì, òàê è ýéëåðîâîì îïèñàíèè. Îñíîâíîå âíèìàíèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà îïè-ñàíèè êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèé íà îñíîâå èäåé ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè. Ýòè ÿâëåíèÿ,ïðîèñõîäÿùèå ñ âåðîÿòíîñòüþ ðàâíîé åäèíèöå, îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõðåàëèçàöèÿõ ïðîöåññà äè��óçèè ïðèìåñè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ òàêèå ÿâëåíèÿ êàê êëàñòå-ðèçàöèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ñæèìàåìûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé, èìåþùèõïîòåíöèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö â ñëó÷àéíûõíåñæèìàåìûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé, ðåçêîå îáîñòðåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëÿ ïëîòíîñòè è âîç-íèêíîâåíèå �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû èçîëèíèé ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèè â áåçäèâåð-ãåíòíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé. Âñå ýòè ÿâëåíèÿ àíàëèçèðóþòñÿ íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà,îñíîâàííîãî íà àíàëèçå îäíîòî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûõ ïëîòíîñòåé âåðî-ÿòíîñòåé.Âî âòîðîì òîìå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêèõ âîëí â ñëîè-ñòûõ ñðåäàõ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷åé è òðàäèöèîííî ïðè-âëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ýòî îáóñëîâëåíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, åå ïðî-ñòîòîé ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè äëÿ äâóõ è òðåõ èçìåðåíèé, à ñ äðóãîéñòîðîíû, åå âàæíîñòüþ äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëó÷àéíûõñðåäàõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíîìåðíàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò òî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå-íèå, ìîæíî ïðîñëåäèòü íà åå ïðèìåðå âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, ïàðàìåòðîâ ñðåäûè êðàåâûõ óñëîâèé íà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ.Â òðåòüåì òîìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ âîëíîâîãîïîëÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñëó÷àéíûõ ìíîãîìåðíûõ ñðåäàõ â ðàìêàõ ïðèáëè-æåíèÿ êâàçèîïòèêè íà îñíîâå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (â òîì ÷èñëå è çàäà÷à �îð-ìèðîâàíèÿ êàóñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ). Ýòè ïðîáëåìû îïèñûâàþòñÿ êàêîáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òàê è óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ, è êàæäàÿ èç íèõ ðàñïàäàåòñÿ íà áîëüøîå ìíîæåñòâî îòäåëüíûõ çàäà÷,ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé �èçè÷åñêèé èíòåðåñ.Äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòÿõ àêóñòèêè, ðàäèî�è-çèêè, ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, èìåþùèõäåëî ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, à òàêæå äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõêóðñîâ è àñïèðàíòîâ.
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ÏðåäèñëîâèåÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ âíèìàíèå è òåîðåòèêîâ, è ýêñïåðèìåíòàòîðîâ ïðèâëåêàåò âîï-ðîñ î ñâÿçè äèíàìèêè óñðåäíåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ çàäà÷èñ ïîâåäåíèåì ðåøåíèÿ â îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ. Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî äëÿ ãåî�è-çè÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ àòìîñ�åðîé è îêåàíîì, ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, îòñóòñòâó-åò ñîîòâåòñòâóþùèé àíñàìáëü óñðåäíåíèÿ è ýêñïåðèìåíòàòîðû, êàê ïðàâèëî, èìåþòäåëî ñ îòäåëüíûìè ðåàëèçàöèÿìè.�åøåíèå äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ýòèõ êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäûïðàêòè÷åñêè áåçíàäåæíî èç-çà èõ ÷ðåçâû÷àéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Â òî æåâðåìÿ èññëåäîâàòåëåé èíòåðåñóþò îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïðîòåêàþùèõ ÿâëåíèé, áåçîòâëå÷åíèÿ íà ÷àñòíîñòè. Ïîýòîìó î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíîé îêàçàëàñü èäåÿ èñïîëüçî-âàòü õîðîøî ðàçâèòûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, ò. å.âìåñòî îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèåñðåäíèå ïî âñåìó àíñàìáëþ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íàïðèìåð,ïðàêòè÷åñêè âñå çàäà÷è �èçèêè àòìîñ�åðû è îêåàíà â òîé èëè èíîé ñòåïåíè îñíîâû-âàþòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå.Ââåäåíèå ñëó÷àéíîñòè â ïàðàìåòðàõ ñðåäû ïîðîæäàåò ñòîõàñòè÷íîñòü â ñàìèõ�èçè÷åñêèõ ïîëÿõ. Èíäèâèäóàëüíûå ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð ñêàëÿðíûõ äâóìåðíûõïîëåé ρ(R, t), R = {x, y}, íàïîìèíàþò ñëîæíûé ãîðíûé ëàíäøà�ò ñî ñëó÷àéíî ðàñ-ïðåäåëåííûìè ïèêàìè, ïðîâàëàìè, õðåáòàìè è ïåðåâàëàìè. Íà ðèñ. 0.1 ïðèâåäåíûïðèìåðû ðåàëèçàöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ðàçíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.Îáû÷íî èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (ò. å. âû÷èñëåíèÿ ñðåä-íèõ òèïà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ � 〈ρ(R, t)〉, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè � 〈ρ(R, t)ρ(R′, t′)〉 è ò. ï., ãäå ÷åðåç 〈. . .〉 îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ) ñãëàæèâàþò êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè îòäåëü-íûõ ðåàëèçàöèé, è çà÷àñòóþ ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå òîëüêîíå èìåþò íè÷åãî îáùåãî ñ ïîâåäåíèåì îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé, íî äàæå, íà ïåðâûéâçãëÿä, èì ïðîòèâîðå÷àò.Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå óêàçàííîãî òèïà îáû÷íî õàðàêòåðèçóþò¾ãëîáàëüíûå¿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûå ìàñøòàáû îáëàñòè, ãäå îñóùåñòâëÿþòñÿñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû, è íè÷åãî íå ãîâîðÿò î äåòàëÿõ ðàçâèòèÿ ïðîöåññîâ âíóò-ðè åå. Òàê, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàçáåãàíèå ëó÷åé â ñðåäíåì ïðèðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ, è â òîæå âðåìÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöàïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå êàóñòèê íà êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ.Òàêèå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà,áóäåì íàçûâàòü êîãåðåíòíûìè ïðîöåññàìè è ÿâëåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [14,15,17,20℄).Ïîäîáíóþ ¾ñòàòèñòè÷åñêóþ êîãåðåíòíîñòü¿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêóþ îðãà-íèçàöèþ ñëîæíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, è âûäåëåíèå åå ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷è-âûõ õàðàêòåðèñòèê àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ êîãåðåíòíîñòè êàê ñàìîîðãàíèçàöèè ìíî-ãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ èç õàîòè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé èõ ýëåìåíòîâ(ñì., íàïðèìåð, [71℄). Ïîëó÷èòü æå îòâåò íà âîïðîñ î òîì, ïðîèñõîäèò ëè òàêîå ÿâ-ëåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Îäíàêî äëÿ ðÿäàçàäà÷ â ðàìêàõ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòüïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî ñ ïîìîùüþ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èëè èç àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Ïîëíàÿ ñòàòèñòèêà (íàïðèìåð, ïîëíàÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-òî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñ-òâåííî-âðåìåíí�ûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé), áåçóñëîâíî, ñîäåðæèò âñþ èí�îðìàöèþ î äèíà-ìè÷åñêîé ñèñòåìå. Îäíàêî íà ïðàêòèêå óäàåòñÿ èññëåäîâàòü ëèøü íåêîòîðûå ïðîñòåé-
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�èñ. 0.1. �åàëèçàöèè ãàóññîâà ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì (a) è ëîãíîðìàëüíîãî (á ) ïîëåéè èõ òîïîãðà�è÷åñêèå ëèíèè óðîâíÿ. Æèðíûìè êðèâûìè íà íèæíèõ ðèñóíêàõ îáîçíà÷åíûëèíèè óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì 0 (a) è 1 (á )øèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ îäíîâðåìåíí�ûìèè îäíîòî÷å÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê,çíàÿ òàêîãî ðîäà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è îñîáåííîñòè ñèñòåìû, ïîëó÷èòüîñíîâíûå êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îòäåëüíûõ åå ðåà-ëèçàöèé?Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàþò ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè. Íà âàæíîñòüèñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ áûëî óêàçàíî åùå â êíèãå [77℄, ãäå ýòîò òåðìèí, ïî-âèäèìîìó, è áûë âïåðâûå ââåäåí. Ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè ïîçâîëÿþò ïå-ðåîñìûñëèòü ¾�èëîñî�èþ¿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõñèñòåì, ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíî è äëÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, ïëàíèðóþùèõ ñòàòèñòè÷å-ñêóþ îáðàáîòêó ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà. Âñå ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî îáñóæäà-þòñÿ â êíèãå.Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñðåäå ñî ñëó÷àéíûìè êðóïíîìàñøòàáíûìè (ïî ñðàâ-íåíèþ ñ äëèíîé âîëíû) íåîäíîðîäíîñòÿìè èç-çà ý��åêòà ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿâïåðåä �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ áûñòðî íàðàñòàþò ñ ðàññòîÿíèåì. Íà÷èíàÿ ñ íåêî-òîðîãî ðàññòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåïðèãîäíûìè ðàñ÷åòû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé â òîé èëèèíîé åå �îðìå (îáëàñòü ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé). Ñèëüíûå �ëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòèìîãóò âîçíèêàòü ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ðàäèîâîëí ÷åðåç èîíîñ�åðó, ñîëíå÷íóþ êîðî-
Ïðåäèñëîâèå 7íó èëè ìåæçâåçäíóþ ñðåäó, ïðè ïðîñâå÷èâàíèè àòìîñ�åðû ïëàíåò âî âðåìÿ ïîêðûòèÿèìè åñòåñòâåííûõ èëè èñêóññòâåííûõ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ è â ðÿäå äðóãèõ ñëó÷àåâ.Îáùåå ñîñòîÿíèå òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõïðèâåäåíî â ìîíîãðà�èÿõ è îáçîðíûõ ðàáîòàõ [12, 17, 28, 30, 46, 55, 56, 58, 66℄. Íèæå,ñëåäóÿ [22,32,56℄, ìû ðàññìîòðèì îïèñàíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëó÷àé-íî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ â ðàìêàõ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè íà îñíî-âå ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû è îáñóäèìóñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè òàêîãî ïîäõîäà.Ïðè ýòîì öåëåñîîáðàçíî ðàçáèòü ðàññìàòðèâàåìûé ìàòåðèàë íà òðè ÷àñòè (ãëà-âû). Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíèå âåäåòñÿ íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâèñõîäíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïè-ñûâàþùåãî ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè-áëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à â òðåòüåé ãëàâåèçó÷àþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, âûïèñàííî-ãî â ÿâíîì âèäå (â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà).Â Ïðèëîæåíèè îáñóæäàåòñÿ îñíîâíûå èäåè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïîçâîëÿþ-ùåãî îïèñûâàòü êîãåðåíòíûå ý��åêòû â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è, â÷àñòíîñòè, â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ.



�ë à â à 1ÌÅÒÎÄ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõñëåäñòâèÿ1.1.1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è�àñïðîñòðàíåíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ÷àñòîòîé ωâ ñòàöèîíàðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà (ñì., íàï-ðèìåð, [30℄)rot E(r) = ikH(r), rotH(r) = −ikε(r)E(r), div (ε(r)E(r)) = 0, (1.1)ãäå E(r), H(r) � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, ε(r) � äèýëåê-òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, âîëíîâîå ÷èñëî k = ω/c = 2π/λ (λ � äëèíà âîëíû,à c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàå-ìîñòü µ = 1, ïðîâîäèìîñòü ñðåäû σ = 0 è âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü âñåõ ïîëåé èìååòâèä e−iωt.Óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå çàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ E(r) [
∆ + k2ε(r)

]
E(r) = −∇(E(r)∇ ln ε(r)). (1.2)Ìàãíèòíîå ïîëå H(r) ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

H(r) =
1

ik
rotE(r). (1.3)Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñðåäå ñî ñëàáûìè�ëóêòóàöèÿìè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïîëîæèì

ε(r) = 1 + ε1(r),ãäå ε1(r) � �ëóêòóèðóþùàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (〈ε1(r)〉 = 0).Ìàëîñòü �ëóêòóàöèé ε1(r) îçíà÷àåò, ÷òî 〈|ε1(r)|〉 ≪ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.2)ìîæíî çàïèñàòü â óïðîùåííîé �îðìå

[
∆ + k2

]
E(r) = −k2ε1(r)E(r) − ∇(E(r)∇ε1(r)). (1.4)Â ðàáîòàõ [23, 31℄ íà îñíîâå òåîðèè âîçìóùåíèé ïðîâîäèëàñü îöåíêà äåïîëÿðèçà-öèè ñâåòîâîé âîëíû â óñëîâèÿõ ðåàëüíîé àòìîñ�åðû íà äëèíàõ ïîðÿäêà 1 êì è áûëîïîêàçàíî, ÷òî îíà êðàéíå ìàëà, òàê ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â ïðà-âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.4). Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïåðåéòè �àêòè÷åñêè ê ñêàëÿðíîìóóðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà
[
∆ + k2

]
U(r) = −k2ε1(r)U(r). (1.5)Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.5) ñëåäóåò ñ�îðìóëèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ è óñòàíîâèòü èñòî÷íèêèçëó÷åíèÿ. 8

1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõ ñëåäñòâèÿ 91.1.2. Óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà (êðàåâàÿ çàäà÷à) è ïàðàáîëè÷åñêîåóðàâíåíèå êâàçèîïòèêè (âîëíû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðå-äàõ)Ïóñòü ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû çàíèìàåò ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà L0 < x < L è â òî÷-êå ñ êîîðäèíàòàìè (x0,R0), ãäå ÷åðåç R îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-äèêóëÿðíîé îñè x, íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê. Òîãäà âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñëîÿ
G(x,R;x0,R0) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ �óíêöèè �ðèíà:

{
∂2

∂x2
+ ∆R + k2[1 + ε(x,R)

]
}
G(x,R;x0,R0) = δ(x − x0)δ(R − R0), (1.6)ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî, ∆R = ∂2/∂R2, à ε1(r) = ε(x,R) � îòêëîíåíèå ïîêàçàòåëÿïðåëîìëåíèÿ (èëè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè) îò åäèíèöû.Ïóñòü âíå ñëîÿ ε(x,R) = 0. Òîãäà âíå ñëîÿ âîëíîâîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì�åëüìãîëüöà {

∂2

∂x2
+ ∆R + k2

}
G(x,R;x0,R0) = 0,è íà ãðàíèöàõ ñëîÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèéG è ∂G/∂x.Êðîìå òîãî, äëÿ óðàâíåíèÿ (1.6) òàêæå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè

x→ ±∞.Âîëíîâîå ïîëå âíå ñëîÿ ñðåäû ìîæíî, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâèòü â âèäå

G(x,R;x0,R0) =






∫
dq T1(q) exp

[
−i
√
k2 − q2(x− L0) + iqR

]
, x ≤ L0;

∫
dq T2(q) exp

[
i
√
k2 − q2(x− L) + iqR

]
, x ≥ L.Ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.6) íà ãðàíèöå x = L0 èìååò âèä

(
∂

∂x
+ i
√
k2 + ∆R

)
G(x,R;x0,R0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0. (1.7)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì êðàåâîå óñëîâèå íà ãðàíèöå x = L â âèäå

(
∂

∂x
− i
√
k2 + ∆R

)
G(x,R;x0,R0)

∣∣∣∣
x=L

= 0. (1.8)Îïåðàòîð √
k2 + ∆R, �èãóðèðóþùèé â (1.7), (1.8), äëÿ áåçãðàíè÷íîãî ïî R ïðî-ñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Åãî æå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ÿäðî êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà äëÿñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.Çàìå÷àíèå 1.1. Ôóíêöèÿ �ðèíà îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà è åå ñâîéñòâî �àêòîðè-çàöèèÏðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì �óíêöèþ �ðèíà äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà

d2

dx2
g(x, x0) + k2g(x, x0) = δ(x− x0). (1.9)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ ïðè x→ ±∞ èìååò âèä

g(x, x0) = g(x− x0) =
1

2ik
eik|x−x0|. (1.10)



10 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÏîÿâëåíèå ìîäóëÿ |x − x0| â ïðàâîé ÷àñòè (1.10) îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî óðàâíåíèå (1.9) �óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x. Îäíàêî, åñëè ìû çà�èêñèðóåì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åêíàáëþäåíèÿ è ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà, òî �óíêöèÿ �ðèíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó(äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x0 > x)

∂

∂x0
g(x− x0) = ikg(x− x0),êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè äîïîëíèòü åãî íà÷àëüíûìóñëîâèåì

g(x− x0)|x0=x = g(0) =
1

2ik
.Òàêèì îáðàçîì, ïðè �èêñèðîâàííîì ðàñïîëîæåíèè èñòî÷íèêà îòíîñèòåëüíî òî÷êè íà-áëþäåíèÿ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè �ðèíà ïîíèæàåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿîáùèì äëÿ âîëíîâûõ çàäà÷ (ñâîéñòâî �àêòîðèçàöèè âîëíîâûõ óðàâíåíèé) è ñîîòâåòñòâóåòòîìó �àêòó, ÷òî â îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå âîëíà, èçëó÷àåìàÿ, íàïðèìåð, â íàïðàâëåíèè

x < x0 (èëè x > x0), ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ.Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ �ðèíà óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

{
∂2

∂x2
+ M̂2(η)

}
g(x− x0,η − η0) = δ(x− x0)g(η − η0), (1.11)ãäå îïåðàòîð M̂(η) äåéñòâóåò íà âðåìåíí�óþ è äðóãèå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå, îáîçíà-÷åííûå ÷åðåç η . Òàê, äëÿ óðàâíåíèÿ (1.9) îïåðàòîð M̂2(η) åñòü ïðîñòî ÷èñëî M̂2(η) = k2.Ôóíêöèÿ �ðèíà èìååò ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ (1.10):

g(x− x0,η − η0) = ei|x−x0|M̂(η)g(0,η − η0) = ei|x−x0|M̂(−η
0
)g(0,η − η0) (1.12)è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðèìåð ïðè x < x0, îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïî-ðÿäêà ïî x (x0) âèäà

∂

∂x0
g(x− x0,η − η0) = − ∂

∂x
g(x− x0,η − η0) =

= iM̂(η)g(x− x0,η − η0) = iM̂(−η0)g(x− x0,η − η0)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

g(x− x0, η − η0)|x0=x = g(0, η − η0) ≡ g(η − η0).�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.11) íåïðåðûâíî ïî x, à åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî x òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êåðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà x = x0:

∂

∂x
g(x− x0,η − η0)

∣∣∣∣
x=x0+0

− ∂

∂x
g(x− x0,η − η0)

∣∣∣∣
x=x0−0

= δ(η − η0). (1.13)Ïîäñòàâëÿÿ (1.12) â (1.13), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
2iM̂(η)g(0,η − η0) = δ(η − η0). (1.14)Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð M̂(η) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Â ñà-ìîì äåëå, äåéñòâèå îïåðàòîðà M̂(η) íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f(η) ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå

M̂(η)f(η) =

∞∫

−∞

dξ M̂(η)δ(η − ξ)f(ξ) =

∞∫

−∞

dξM(η − ξ)f(ξ),ãäå ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
M(η − ξ) = M̂(η)δ(η − ξ). (1.15)

1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõ ñëåäñòâèÿ 11Ìîæíî ââåñòè è îáðàòíûé îïåðàòîð M̂−1(η) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÿäðîì M−1(η − ξ).Äåéñòâóÿ íà ðàâåíñòâî (1.14) îïåðàòîðîì M̂(η), ïîëó÷àåì, ñîãëàñíî (1.15), ÿäðî èíòå-ãðàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

M(η − η0) = 2iM̂2(η)g(0,η − η0), (1.16)à äåéñòâóÿ íà (1.14) îáðàòíûì îïåðàòîðîì M̂−1(η), ïîëó÷àåì ÿäðî îáðàòíîãî èíòåãðàëüíîãîîïåðàòîðà

M−1(η − η0) = M̂−1(η)δ(η − η0) = 2ig(0,η − η0). (1.17)Òàêèì îáðàçîì, ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ M̂(η) è M̂−1(η) ïðîñòî îïðåäåëÿþòñÿñàìèì �óíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì âîëíîâûõ óðàâíåíèé.Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà â âèäå
(
∂2

∂x2
+ ∆R + k2

)
g(x− x0,R − R0) = δ(x − x0)δ(R − R0), (1.18)ãäå ÷åðåç R îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè x.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.18) ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò âèä

g(r − r0) = − 1

4π|r − r0|
eik|r−r0|, r = {x,R}.Ôóíêöèÿ g(r) äîïóñêàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

g(x,R) =
1

8iπ2

∫
dq√
k2 − q2

exp
{
i
√
k2 − q2|x| + iqR

}
.Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð M̂(R) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

M̂(R) =
√
k2 + ∆R, M̂(R0) =

√
k2 + ∆R0

,è ñîîòâåòñòâóþùèå ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ, ñîãëàñíî (1.16), (1.17), âû-ðàæåíèÿìè
M(R) = 2i

(
k2 + ∆R

)
g(R) = − i

2πR2

(
1

R
− ik

)
eikR,

M−1(R) = − i

2πR
eikR.

(1.19)Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååì ñîîòâåòñòâåííî

g(r − r0) = − i

4
H

(1)
0 (k|r − r0|) (r = {x, y}),ãäå H(1)

0 (k|r|) � �óíêöèÿ �àíêåëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõîïåðàòîðîâ

M̂(y) =

[
k2 +

∂2

∂y2

]1/2

, M̂−1(y) =

[
k2 +

∂2

∂y2

]−1/2îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

M(y) =
k

2|y|H
(1)
1 (k|y|), M−1(y) =

1

2
H

(1)
0 (k|y|). (1.20)Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, îïåðàòîðû M̂, M̂−1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî ÷èñ-ëàìè. �Òàêèì îáðàçîì, ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â íåîäíîðîäíîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ êðàå-âîé çàäà÷åé (1.6)�(1.8).



12 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÂíóòðè ñëîÿ ñðåäû �óíêöèÿ G(x,R;x0,R0) íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ, à ÷òî êà-ñàåòñÿ âåëè÷èíû ∂

∂x
G(x,R;x0,R0), òî îíà èñïûòûâàåò ñêà÷îê â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿèñòî÷íèêà x = x0:

∂

∂x
G(x,R;x0,R0)

∣∣∣∣
x=x0+0

− ∂

∂x
G(x,R;x0,R0)

∣∣∣∣
x=x0−0

= δ(R − R′).Êðàåâàÿ çàäà÷à (1.6)�(1.8) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

G(x,R;x0,R0) = g0(x− x0,R − R0) −

− k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)G(x1,R1;x0,R0), (1.21)ãäå g(x,R)��óíêöèÿ �ðèíà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.21)ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå â âèäå óðàâíåíèÿ

G(x,R;x0,R0) = g0(x− x0,R − R0) −

− k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1G(x,R;x1,R1)ε(x1,R1)g0(x1 − x0,R1 − R0). (1.22)Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå

g(x,R) = − 1

4πr
eikr, r =

√
x2 + R2,è îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì

g(x,R) =

∫
dq g(q) exp

{
i
√
k2 − q2|x| + iqR

}
, g(q) =

1

8iπ2
√
k2 − q2

. (1.23)Äåéñòâèå îïåðàòîðà √
k2 + ∆R íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ F (R) ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 1.1,

√
k2 + ∆RF (R) =

∫
dR′K(R − R′)F (R′), (1.24)ÿäðî êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

K(R − R′) =
√
k2 + ∆Rδ(R − R′) = 2i(k2 + ∆R)g(0,R − R′). (1.25)Ñîîòâåòñòâóþùåå ÿäðî îáðàòíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L(R − R′) =
(
k2 + ∆R

)−1/2
δ(R − R′) = 2ig(0,R − R′). (1.26)Åñëè òî÷å÷íûé èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ x0 = L, òî âîëíîâîå ïîëåâíóòðè ñëîÿ ïðè L0 < x < L îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

{
∂2

∂x2
+ ∆R + k2

0 [1 + ε(x,R)]

}
G(x,R;L,R0) = 0,

(
∂

∂x
+ i
√
k2
0 + ∆R

)
G(x,R;L,R0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
∂

∂x
− i
√
k2
0 + ∆R

)
G(x,R;L,R0)

∣∣∣∣
x=L

= −δ(R − R′).

(1.27)
1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõ ñëåäñòâèÿ 13Êðàåâîé çàäà÷å (1.27) òåïåðü ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

G(x,R;L,R0) = g0(x− L,R − R0) −

− k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)G(x1,R1;L,R0), (1.28)ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå x0 = L â óðàâíåíèè (1.21). Ïîëàãàÿ â (1.22) x = L è ñðàâíèâàÿïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì (1.28), âèäèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

G(L,R;x0,R0) = G(x0,R0;L,R), (1.29)âûðàæàþùåå òåîðåìó âçàèìíîñòè.Çàìå÷àíèå 1.2. Ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäûÎòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1.27) îïèñûâàåò ïàäåíèå âîëíû èç ïîëóïðîñòðàíñòâà x > Líà ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Â ñàìîì äåëå, åñëè èç îáëàñòè x > L íà ñëîé ñðåäû ïàäàåòâîëíà u0(x − L,R) (â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x), òî îíà ñîçäàåò íà ãðàíèöå x = Lðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ f(R0) òàêîå, ÷òî
f(R0) = 2i

√
k2
0 + ∆Ru0(0,R0). (1.30)Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîå ïîëå U(x,R) âíóòðè ñëîÿ ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.27) ñ ïî-ìîùüþ ðàâåíñòâà

U(x,R) =

∫
dR0G(x,R;L,R0)f(R0) (1.31)è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà

{
∂2

∂x2
+ ∆R + k2

[
1 + ε(x,R)

]}
U(x,R) = 0 (1.32)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(
∂

∂x
+ i
√
k2 + ∆R

)
U(x,R)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
∂

∂x
− i
√
k2 + ∆R

)
U(x,R)

∣∣∣∣
x=L

= −2i
√
k2 + ∆Ru0(L,R).

(1.33)Ýòîé êðàåâîé çàäà÷å ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

U(x,R) = u0(x,R) − k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)U(x1,R1). (1.34)

�Ïîëå U(x,R) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(x,R) = u1(x,R) + u2(x,R),

∂

∂x
U(x,R) = −ik

√
k2 + ∆R {u1(x,R) + u2(x,R)} ,

(1.35)



14 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿãäå âìåñòî îäíîé �óíêöèè U(x,R) ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå äâå: u1(x,R) è u2(x,R),îïèñûâàþùèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî â îòðèöàòåëüíîì è ïîëî-æèòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ îñè x è ñâÿçàííûå ñ ïîëåì U(x,R) ðàâåíñòâàìè, âûòåêàþ-ùèìè èç (1.35):

u1(x,R) =
i

2
√
k2 + ∆R

(
∂

∂x
− i
√
k2 + ∆R

)
U(x,R),

u2(x,R) = − i

2
√
k2 + ∆R

(
∂

∂x
+ i
√
k2 + ∆R

)
U(x,R).

(1.36)Äè��åðåíöèðóÿ (1.36) ïî x è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (1.32), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâ-íåíèé äëÿ �óíêöèé u1(x,R) è u2(x,R) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, âûòåêàþùèìè èç (1.33),âèäà

(
∂

∂x
+ i
√
k2 + ∆R

)
u1(x,R) = − ik2

2
√
k2 + ∆R

{ε(x,R)U(x,R)} ,
(
∂

∂x
− i
√
k2 + ∆R

)
u2(x,R) =

ik2

2
√
k2 + ∆R

{ε(x,R)U(x,R)} ,

u1(L,R) = u0(L,R), u2(L0,R) = 0.

(1.37)Ôóíêöèÿ u2(x,R) îïèñûâàåò âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â íàïðàâëåíèè, îáðàò-íîì íàïðàâëåíèþ ïàäàþùåé âîëíû, ò. å. îáðàòíîðàññåÿííîå ïîëå.Åñëè ïðåíåáðå÷ü ý��åêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ ðàññåÿíèåì íàçàä, ò. å. ïîëîæèòü
u2(x,R) = 0, òî ïîëó÷àåì îáîáùåííîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

(
∂

∂x
+ i
√
k2 + ∆R

)
U(x,R) = − ik2

2
√
k2 + ∆R

{ε(x,R)U(x,R)} ,

U(L,R) = u0(L,R),

(1.38)äîïóñêàþùåå ðàññåÿíèå íà ïðîèçâîëüíûå óãëû (íå ïðåâûøàþùèå, îäíàêî, π/2).Äëÿ ðàññåÿíèÿ íà ìàëûå óãëû (∆R ≪ k2), ïðåäñòàâëÿÿ ïîëå U(x,R) â âèäå
U(x,R) = e−ik(x−L)u(x,R)è ðàññìàòðèâàÿ ïàäåíèå âîëíû èç ïîëóïðîñòðàíñòâà x < 0 íà íåîäíîðîäíóþ ñðåäó(ò. å. ìåíÿÿ L − x íà x), èç (1.38) ïîëó÷àåì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàçèîïòè-êè, ñïðàâåäëèâîå äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäå ñ êðóïíîìàñøòàáíûìèòðåõìåðíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ïðè ðàññåÿíèè âîëíû íà ìàëûå óãëû:

∂

∂x
u(x,R) =

i

2k
∆Ru(x,R) +

ik

2
ε(x,R)u(x,R), u(0,R) = u0(R), (1.39)êîòîðîå íàøëî óñïåøíîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â àò-ìîñ�åðå Çåìëè è îêåàíå.Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñîì âûâîäà è îáîñíîâàíèÿ êàê ïàðàáîëè÷åñêîãî, òàê è îáîá-ùåííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèé ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò.Êðàåâûå çàäà÷è, ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ ìîæíîïåðå�îðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïàðà-ìåòðó � ãåîìåòðè÷åñêîé ãðàíèöå L (ñì., íàïðèìåð, [13, 14, 17℄).

1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõ ñëåäñòâèÿ 15Çàìå÷àíèå 1.3. Âûâîä óðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿÏîëó÷èì óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.27). Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíå-íèå (1.28) ïî ïàðàìåòðó L. Ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ∂

∂L
G(x,R;L,R0):

∂

∂L
G(x,R;L,R0) =

∂

∂L
g0(x− L,R − R0) −

− k2
0

∫
dR1 g0(x − L,R − R1)ε(L,R1)HL(R1; R0) −

− k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)

∂

∂L
G(x1,R1;L,R0). (1.40)Â óðàâíåíèè (1.40) ÷åðåç �óíêöèþ HL(R; R0) îáîçíà÷åíà �óíêöèÿ

HL(R; R0) = G(L,R;L,R0), (1.41)îïèñûâàþùàÿ âîëíîâîå ïîëå â ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà x0 = L.Â ñèëó �àêòîðèçàöèè �óíêöèè �ðèíà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå, îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
∂

∂L
g0(x− L,R) = i

√
k2
0 + ∆Rg0(x− L,R),è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.40) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂L
G(x,R;L,R0) = Â(L,R0)g(x− L,R − R0) −

− k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)

∂

∂L
G(x1,R1;L,R0), (1.42)ãäå äåéñòâèå îïåðàòîðà Â(L,R0) ïî ïåðåìåííîé R0 íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f(R0) îïèñû-âàåòñÿ �îðìóëîé

Â(L,R0)f(R0) = i
√
k2
0 + ∆R0

f(R0) − k2
0

∫
dR1 ε(L,R1)HL(R1; R0)f(R1).Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (1.42) è (1.28), âèäèì, ÷òî îíè èìåþò îäè-íàêîâóþ ñòðóêòóðó, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðåøåíèÿ ñâÿçàíû èíòåãðàëüíûì ðàâåíñòâîì

[
∂

∂L
− i
√
k2
0 + ∆R0

]
G(x,R;L,R0) = −k2

0

∫
dR1G(x,R;L,R1)ε(L,R1)HL(R1; R0),(1.43)êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ, åñëè åãî äîïîëíèòü ¾íà÷àëüíûì¿ óñëî-âèåì (óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïåðåõîäà ïî L)

G(x,R;x,R0) = Hx(R; R0).Óðàâíåíèå (1.43) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

G(x,R;L,R0) = g(x,R;L,R0) − k2
0

L∫

x

dx1

∫
dR1G(x,R;L,R1)ε(x1,R1)g(x1,R1;L,R0),ãäå �óíêöèÿ

g(x,R;L,R0) = exp

(
i
√
k2
0 + ∆R0

(L− x)

)
Hx(R; R0). (1.44)



16 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÅñëè æå íà ñëîé ñðåäû ïàäàåò âîëíà u0(x,R) (â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x), òî îíàñîçäàåò íà ãðàíèöå x = L ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ f(R0) (1.30), è â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîåïîëå U(x,R) (1.31) áóäåò îïèñûâàòüñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

U(x,R) = u0(x,R) − k2
0

L∫

x

dx1

∫
dR1 g(x,R;x1,R1)ε(x1,R1)U(x1,R1). (1.45)Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå óðàâíåíèÿ (1.45) ïðè çàäàííîé �óíêöèè g(x,R;x1,R1) îò óðàâíå-íèÿ (1.34) ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîëíîâîå ïîëå U(x,R) â òî÷êå (x,R) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì

ε(x1,R1) â îáëàñòè x 6 x1 6 L, ò. å. îíî ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðè÷èííûì. Ôóíêöèîíàëüíàÿ æåçàâèñèìîñòü ïîëÿ U(x,R) îò ε(x1,R1) ïðè L0 6 x1 6 x îñóùåñòâëÿåòñÿ íåÿâíûì îáðàçîì÷åðåç �óíêöèþ g(x,R;L,R0).Äëÿ �óíêöèè HL(R; R0) èìååì

∂

∂L
HL(R; R0) =

∂

∂L
G(x,R;L,R0)

∣∣∣∣
x=L

+
∂

∂x
G(x,R;L,R0)

∣∣∣∣
x=L

. (1.46)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.46) îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.43) ïðè x = L, à âòîðîå ñëàãàåìîåèç êðàåâîãî óñëîâèÿ â (1.27). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàìêíóòîå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå

[
∂

∂L
− i
√
k2
0 + ∆R − i

√
k2
0 + ∆R0

]
HL(R; R0) =

= −δ(R − R0) − k2
0

∫
dR1HL(R; R1)ε(L,R1)HL(R1; R0) (1.47)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, âûòåêàþùèì èç (1.27):

HL0
(R; R0) = g0(0,R − R0). (1.48)Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1.27) ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.43)è (1.47). Ýòè óðàâíåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è. Ñó-ùåñòâåííîå îòëè÷èå èõ îò (1.27) â òîì, ÷òî äëÿ íèõ ñòàâèòñÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèïî ïàðàìåòðó L.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî �óíêöèÿ HL(R; R0), îïèñûâàþùàÿ âîëíî-âîå ïîëå â ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñóììó ïàäàþùåãî è îòðàæåííîãî íàçàäïîëåé, óäîâëåòâîðÿåò çàìêíóòîìó íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (1.47). Óðàâíåíèå æå (1.43) ÿâëÿ-åòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì.Çíàÿ ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.47) è (1.43), íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà íàïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷èâ îáëàñòÿõ x > L (îòðàæåííàÿ âîëíà) èx < L0 (ïðîõîäÿùàÿ âîëíà). Ïðè ýòîì �óíêöèÿ

G(L0,R;L,R0) òàêæå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.43) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
G(L0,R;L0,R0) = g(0,R − R0).Îáðàòíîðàññåÿííîå ïîëå â ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ â îáùåé ïîñòàíîâêå ïðàêòè÷åñêè íåèçó÷åíî. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ðàáîòû [36�44℄. Êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòûý��åêòîâ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäàõ, îáñóæäà-þòñÿ â îáçîðíûõ ðàáîòàõ [24,45, 59℄.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è çàäà÷ó î ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ âíóò-ðè íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ñëîé ñðåäû çàíèìàåò, êàê è ðàíåå, ÷àñòü ïðî-ñòðàíñòâà L0 < x < L. Òîãäà ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà (�óíêöèÿ �ðèíà) óäîâëåòâîðÿåòèíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (1.21) (êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà x0, R0):

G(x,R;x0,R0;L) = g0(x− x0,R − R0) −

− k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)G(x1,R1;x0,R0;L), (1.49)

1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõ ñëåäñòâèÿ 17ãäå ìû âêëþ÷èëè ïàðàìåòð ïîãðóæåíèÿ L â êà÷åñòâå àðãóìåíòà �óíêöèè G, ò. å.
G(x,R;x0,R0) ≡ G(x,R;x0,R0;L).Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (1.49) ïî ïàðàìåòðó L. Ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåäëÿ �óíêöèè ∂

∂L
G(x,R;x0,R0;L):

∂

∂L
G(x,R;x0,R0;L) = −k2

0

∫
dR1 g0(x− L,R − R1)ε(L,R1)G(L,R1;x0,R0;L) −

− k2
0

L∫

L0

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)

∂

∂L
G(x1,R1;x0,R0;L). (1.50)Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü (1.50) ñ óðàâíåíèåì (1.49), âèäèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂

∂L
G(x,R;x0,R0;L) = −k2

0

∫
dR1G(x,R;L,R1)G(x0,R0;L,R1)ε(L,R1), (1.51)êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè

G(x,R;x0,R0;L), åñëè äîïîëíèòü åãî íà÷àëüíûì óñëîâèåì
G(x,R;x0,R0;L)|L=max{x,x0}

=

{
G(x,R;x0,R0) (x0 ≥ x) ,

G(x0,R;x,R0) (x ≥ x0) ,

(1.52)îòðàæàþùèì óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó L. Ïðè âûâîäå (1.51) ìû âîñ-ïîëüçîâàëèñü òàêæå ðàâåíñòâîì (1.29) (òåîðåìà âçàèìíîñòè).Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (1.52), (1.43) è (1.47) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíå-íèé ïîãðóæåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä L0 → −∞, L→ ∞ ñîîòâåòñòâóåòðåøåíèþ çàäà÷è äëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà âíóòðè íåîäíîðîäíîé ñðåäû, çàíèìàþùåé âñå ïðî-ñòðàíñòâî.Óðàâíåíèå (1.51) ñ óñëîâèåì (1.52) èíòåãðèðóåòñÿ è ìû âèäèì, ÷òî ïîëå òî÷å÷íîãî èñ-òî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñëîå ñðåäû, ïðîñòûì îáðàçîì (÷åðåç êâàäðàòóðó) ñâÿçàíî ñ ïîëåìâ çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé (ò. e. â ñëó÷àå, êîãäà èñòî÷íèê ëåæèò íà ãðàíèöå ñðåäû).�Çàìå÷àíèå 1.4. Ïåðåõîä ê ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ êâàçèîïòèêè â óðàâíåíèÿõìåòîäà ïîãðóæåíèÿÏðîñëåäèì òåïåðü çà ïåðåõîäîì ê ïðèáëèæåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Óðàâíå-íèå (1.47) îïèñûâàåò îòðàæåííîå íàçàä ïîëå. Ý��åêò îòðàæåíèÿ íàçàä ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîíåëèíåéíûì è îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â (1.47). Åñëè ïðåíåáðå÷ü ýòèì ÷ëåíîì, òî ðå-øåíèå îñòàâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ èìååò âèä

HL(R; R0) = g0(0,R − R0),÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ â ïëîñêîñòè x = L òîëüêî ïàäàþùåé âîëíû. Â ýòîì ñëó÷àå �óíê-öèÿ g(x,R;L,R0) (1.44) ïåðåõîäèò â îáû÷íóþ �óíêöèþ �ðèíà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå,ò. å.

g(x,R;L,R0) ≡ g0(x − L,R − R0),è óðàâíåíèå (1.45) ïðèíèìàåò âèä ïðè÷èííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

U(x,R) = u0(x,R) − k2
0

L∫

x

dx1

∫
dR1 g0(x− x1,R − R1)ε(x1,R1)U(x1,R1), (1.53)îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû â ïðèáëèæåíèè, äîïóñêàþùåì ðàññåÿíèå âîëíû, âîîá-ùå ãîâîðÿ íà íå ìàëûå óãëû (íå ïðåâûøàþùèå, îäíàêî, π/2).



18 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÓðàâíåíèå (1.53) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ. Äè��åðåíöèðóÿ åãîïî x, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.25), êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

g0(0,R − R0) =
1

2i
√
k2
0 + ∆R

δ(R − R0),è ñâîéñòâî �àêòîðèçàöèè ïàäàþùåãî ïîëÿ u0(x,R),

∂

∂x
u0(x,R) = −i

√
k2
0 + ∆Ru0(x,R),ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂x
+ i
√
k2
0 + ∆R

)
U(x,R) = −i k2

0

2
√
k2
0 + ∆R

{ε(x,R)U(x,R)} ,

U(L,R) = u0(R).Ìàëîóãëîâîìó ïðèáëèæåíèþ (ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ) ñîîòâåòñòâóåò �ðåíåëåâñêîå ðàç-ëîæåíèå �óíêöèè �ðèíà g0(x,R), ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèþ ∆R ≪ k2
0 . ��àññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39). Óðàâ-íåíèå (1.39), êàê çàäà÷à ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, îáëàäàåò ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêîéïðè÷èííîñòè ïî ïàðàìåòðó x. Â ñàìîì äåëå, ïåðåïèøåì åãî â âèäå èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ:

u(x,R) = u0(R) +
i

2k

x∫

0

dξ∆Ru(ξ,R) +
ik

2

x∫

0

dξ ε(ξ,R)u(ξ,R). (1.54)Ôóíêöèÿ u(x,R) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì ïîëÿ ε(x,R), ò. å.

u(x,R) = u
[
x,R; ε

(
x̃, R̃

)]
.Ïðîâàðüèðóåì òåïåðü óðàâíåíèå (1.54) ïî �óíêöèè ε(x′,R′). Òîãäà äëÿ âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé δu(x,R)

δε(x′,R′)

ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

δu(x,R)

δε(x′,R′)
=
ik

2
θ(x− x′)θ(x′)δ(R − R′)u(x′,R) +

+
ik

2

x∫

0

dξ ε(ξ,R)
δu(ξ,R)

δε(x′,R′)
+

i

2k

x∫

0

dξ∆R

δu(ξ,R)

δε(x′,R′)
. (1.55)Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

δu(x,R)

δε(x′,R′)
= 0, åñëè x < x′ èëè x′ < 0, (1.56)÷òî è ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãîñâîéñòâà óðàâíåíèå (1.55) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (ïðè 0 < x′ < x)

δu(x,R)

δε(x′,R′)
=
ik

2
δ(R − R′)u(x′,R) +

+
ik

2

x∫

x′

dξ ε(ξ,R)
δu(ξ,R)

δε(x′,R′)
+

i

2k

x∫

x′

dξ∆R

δu(ξ,R)

δε(x′,R′)
, (1.57)

1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõ ñëåäñòâèÿ 19è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

δu(x,R)

δε(x− 0,R′)
=
ik

2
δ(R − R′)u(x,R). (1.58)Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà δu(x,R)/δε(x′,R′) ïðè 0 ≤ x′ < x ìîæåò áûòü âû-ðàæåíà ÷åðåç �óíêöèþ �ðèíà óðàâíåíèÿ (1.39), ñâÿçûâàþùóþ u(x,R) ñ u(x′,R′)ïðè 0 ≤ x′ < x:

u(x,R) =

∫
dR′G

(
x,R;x′,R′

)
u(x′,R′), (1.59)è, â ÷àñòíîñòè,

u(x,R) =

∫
dR′G

(
x,R; 0,R′

)
u0(R

′),ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ
δu(x,R)

δε(x′,R′)
=
ik

2
G
(
x,R;x′,R′

)
u(x′,R′).Ôóíêöèÿ �ðèíà G (x,R;x′,R′) óäîâëåòâîðÿåò ïðè ýòîì èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

G
(
x,R;x′,R′

)
= g

(
x,R;x′,R′

)
+

+
ik

2

x∫

x′

dx′′
∫
dR′′ g

(
x,R;x′′,R′′

)
ε(x′′,R′′)G

(
x′′,R′′;x′,R′

)
, (1.60)ãäå �óíêöèÿ

g
(
x,R;x′,R′

)
= exp

(
i(x− x′)

2k
∆R

)
δ
(
R − R′

)
=

k

2πi(x− x′)
exp

(
ik (R − R′)

2

2(x− x′)

)(1.61)ïðè x > x′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.39) â îòñóòñòâèåíåîäíîðîäíîñòåé. Ïðè x→ x′ �îðìóëà (1.60) ïåðåõîäèò â �îðìóëó

G
(
x,R;x′,R′

)∣∣∣
x→x′

= g
(
x,R;x′,R′

)∣∣∣
x→x′

= δ
(
R − R′

)
.Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà G (x,R;x′,R′) îïèñûâàåò ïîëå ñ�åðè÷åñêîé âîëíû, ðàñ-ïðîñòðàíÿþùåéñÿ èç òî÷êè (x′,R′).Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.60) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå â âèäå�óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ:

δG (x,R;x′,R′)

δε(ξ,R1)
= i

k

2
G (x,R; ξ,R1)G

(
ξ,R1;x

′,R′
) (1.62)ñ �óíêöèîíàëüíûì ¾íà÷àëüíûì¿ óñëîâèåì

G
(
x,R;x′,R′

)∣∣∣
ε=0

= g
(
x,R;x′,R′

)
.Ôóíêöèÿ �ðèíà G (x,R;x′,R′), ïîìèìî óðàâíåíèÿ (1.60), óäîâëåòâîðÿåò òàêæåóðàâíåíèþ

G
(
x,R;x′,R′

)
= g

(
x,R;x′,R′

)
+

+
ik

2

x∫

x′

dx′′
∫
dR′′G

(
x,R;x′′,R′′

)
ε(x′′,R′′)g

(
x′′,R′′;x′,R′

)
. (1.63)



20 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÂ ýòîì ëåãêî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ñðàâíèâàÿ èòåðàöèîííûå ðÿäû ïî ε(x,R) äëÿ óðàâíå-íèé (1.60) è (1.63).Âûïîëíèì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå â óðàâíåíèè (1.63) è ïåðåñòàâèì òî÷êè (x,R)è (x′,R′) (èìåÿ â âèäó, ÷òî ïî-ïðåæíåìó x > x′). Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

g∗
(
x′,R′;x,R

)
= g

(
x,R;x′,R′

)
,ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

G∗
(
x′,R′;x,R

)
= g

(
x,R;x′,R′

)
+

+
ik

2

x∫

x′

dx′′
∫
dR′′ g

(
x,R;x′′,R′′

)
ε(x′′,R′′)G∗

(
x′,R′;x′′,R′′

)
,ñðàâíåíèå êîòîðîãî ñ óðàâíåíèåì (1.60) äàåò ðàâåíñòâî

G
(
x,R;x′,R′

)
= G∗

(
x′,R′;x,R

)
(x > x′), (1.64)âûðàæàþùåå òåîðåìó âçàèìíîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (â ïðèáëèæåíèè ïàðà-áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ). Ïðè ýòîì �óíêöèÿ G∗ (x,R;x′,R′) îïèñûâàåò ñ�åðè÷åñêóþâîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî îñè x, èñòî÷íèê êîòî-ðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå (x′,R′).Óðàâíåíèÿ (1.60), (1.63) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (

∂

∂x
− i

2k
∆R

)
G
(
x,R;x′,R′

)
=
ik

2
ε(x,R)G

(
x,R;x′,R′

)
,

(
∂

∂x′
+

i

2k
∆R′

)
G
(
x,R;x′,R′

)
= − ik

2
ε(x′,R′)G

(
x,R;x′,R′

)

(1.65)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

G
(
x,R;x′,R′

)∣∣∣
x←→x′

= δ
(
R − R′

)
.Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, �óíêöèÿ �ðèíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè

∫
dRG

(
x,R;x′,R′

)
G∗
(
x,R;x′′,R′′

)
= δ

(
R′ − R′′

)
,

∫
dR′G

(
x1,R1;x

′,R′
)
G∗
(
x2,R2;x

′,R′
)

= δ (R1 − R2) .
(1.66)Ñëåäñòâèåì ýòèõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∫
dR u1 (x,R) u∗2 (x,R) =

∫
dR u0

1 (R) u0∗
2 (R) , (1.67)ãäå u1 (x,R) è u2 (x,R) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.39) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u0

1 (R),
u0

2 (R). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà u0
1 (R) = u0

2 (R) = u0 (R), �îðìóëà (1.67) âûðàæàåòñîõðàíåíèå ìîùíîñòè:

∫
dR I(x,R) =

∫
dR I0(R) = const

(
I(x,R) = |u(x,R)|2

)
. (1.68)Åñëè ââåñòè àìïëèòóäó è �àçó âîëíîâîãî ïîëÿ â óðàâíåíèè (1.39) ïî �îðìóëå

u(x,R) = A(x,R)eiS(x,R),

1.1. Èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåêîòîðûå èõ ñëåäñòâèÿ 21òî óðàâíåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ I(x,R) = u(x,R)u∗(x,R) ìîæíîçàïèñàòü â âèäå

∂

∂x
I(x,R) +

1

k
∇R {∇RS(x,R)I(x,R)} = 0, I(0,R) = I0(R). (1.69)Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïàäàþùåãî âîëíîâîãî ïó÷êà ñî-õðàíÿåòñÿ ìîùíîñòü âîëíû â ïëîñêîñòè x = const:
E0 =

∫
I(x,R) dR =

∫
I0(R) dR.Óðàâíåíèå (1.69) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèå ïåðåíîñà êîíñåðâàòèâíîé ïðè-ìåñè â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñêîðîñòåé. Îäíàêî òîëüêî â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîéîïòèêè, êîãäà �àçà âîëíû, åå ïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò p(x,R) =

1

k
∇RS(x,R), à òàê-æå ìàòðèöà åå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, õàðàêòåðèçóþùàÿ êðèâèçíó �àçîâîãî �ðîíòà

S(x,R) = const, uij(x,R) =
1

k

∂2

∂Ri∂Rj
S(x,R) îïèñûâàþòñÿ çàìêíóòûìè óðàâíåíèÿ-ìè [17, 56℄

∂

∂x
S(x,R) +

k

2
p2(x,R) =

k

2
ε(x,R),

(
∂

∂x
+ p(x,R)∇R

)
p(x,R) =

1

2
∇Rε(x,R),

(
∂

∂x
+ p(x,R)∇R

)
uij(x,R) + uik(x,R)ukj(x,R) =

1

2

∂2

∂Ri∂Rj
ε(x,R),

(1.70)

ýòó ïðèìåñü ìîæíî ñ÷èòàòü ïàññèâíîé. Â îáùåì æå ñëó÷àå, ïðè ó÷åòå äè�ðàêöèîííûõý��åêòîâ, îíà ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé.�åàëèçàöèè ïîëÿ èíòåíñèâíîñòè èìåþò êëàñòåðíûé õàðàêòåð, êîòîðûé ïðîÿâëÿåò-ñÿ â âèäå êàóñòè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Òàê, íà îáîðîòå îáëîæêè � �îðçàöå � êíèãè [28℄ïðèâåäåíà �îòîãðà�èÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿâ òóðáóëåíòíîé àòìîñ�åðå (ëàáîðàòîðíûé ýêñïåðèìåíò). Ôðàãìåíò ýòîé �îòîãðà�èèâîñïðîèçâåäåí íà ðèñ. 1.1 (ñì. òàêæå [9,51,52℄, ãäå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êàê ëàáîðà-òîðíûõ èññëåäîâàíèé, òàê è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ). Íà ðèñóíêå âèäíî âîçíèê-íîâåíèå êàóñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ.

�èñ. 1.1. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ëàçåðíîãî ïó÷êà â òóðáóëåíòíîé ñðåäå
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�èñ. 1.2. Êàóñòèêè â áàññåéíåÍà ðèñ. 1.2 ïðèâåäåíà �îòîãðà�èÿ áàññåéíà òàêæå ñ ÷åòêî âûðàæåííîé êàóñòè-÷åñêîé ñòðóêòóðîé âîëíîâîãî ïîëÿ íà åãî äíå. Ïîäîáíûå ñòðóêòóðû âîçíèêàþò ïðèïðåëîìëåíèè è îòðàæåíèè ñâåòà âçâîëíîâàííîé âîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, ÷òî ñîîòâåò-ñòâóåò ðàññåÿíèþ íà òàê íàçûâàåìîì �àçîâîì ýêðàíå. Áîëåå ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþî ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ýòîãî ÿâëåíèÿ ñì. â ðàçäåëå 3.4. íà ñ. 76.Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü ïîäðîáíåå íà ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (1.70) äëÿïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå äëÿ �àçû âîë-íû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì �àìèëüòîíà�ßêîáè, à óðàâíåíèå äëÿ ïîïåðå÷íîãî ãðàäèåíòà�àçû âîëíû (1.70) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê(ñì., íàïðèìåð, [33℄). Óðàâíåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ (ëó÷åé) èìåþò âèä
d

dx
R(x) = p(x),

d

dx
p(x) =

1

2
∇Rε(x,R), (1.71)à èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ è ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �àçû âîëíû âäîëüõàðàêòåðèñòèê áóäóò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè

d

dx
I(x) = −I(x)uii(x),

d

dx
uij(x) + uik(x)ukj(x) =

1

2

∂2

∂Ri∂Rj
ε(x,R).

(1.72)Óðàâíåíèÿ (1.71) ñîîòâåòñòâóþò �àìèëüòîíîâîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.Óðàâíåíèÿ (1.71), (1.72) ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå (R = y)è ïðèíèìàþò âèä

d

dx
y(x) = p(x),

d

dx
p(x) =

1

2

∂

∂y
ε(x, y),

d

dx
I(x) = −I(x)u(x), d

dx
u(x) + u2(x) =

1

2

∂2

∂y2
ε(x, y).

(1.73)
1.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû 23Óðàâíåíèå (1.73) äëÿ âåëè÷èíû u(x) èìååò ñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð. Î÷åâèäíî, ÷òîâ ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è (1.73) èìååò âçðûâíîé õàðàêòåð, ò. å.íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè �óíêöèÿ u(x) îáðàòèòñÿ â −∞, à èíòåíñèâíîñòü � â ∞. Ýòîñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àéíîé �îêóñèðîâêå âîëíîâîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå,ò. å. âîçíèêíîâåíèþ êàóñòèê, è ñîîòâåòñòâóåò âîçíèêíîâåíèþ íåîäíîçíà÷íîñòåé (è ðàç-ðûâîâ) â êâàçèëèíåéíîì óðàâíåíèè (1.70) äëÿ ïîïåðå÷íîãî ãðàäèåíòà �àçû âîëíîâîãîïîëÿ.1.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèéïàðàìåòðîâ ñðåäû�àññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîñëó÷àéíîå ïîëå ε(x,R) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì ïîëåì ñ ïàðà-ìåòðàìè

〈ε(x,R)〉 = 0, Bε(x− x′,R − R′) =
〈
ε(x,R)ε(x′,R′)

〉
.Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïîëå u(x,R)�óíêöèîíàëüíî çàâèñèò ëèøü îò ïðåäøåñòâóþ-ùèõ çíà÷åíèé ε(x,R). Îäíàêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó u(x,R)è ïîñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ε(x1,R) (x1 > x), òàê êàê çíà÷åíèÿ ε(x′,R′) ïðè x′ < xêîððåëèðîâàííû ñî çíà÷åíèÿìè ε(ξ,R) ïðè ξ > x. ßñíî, ÷òî êîððåëÿöèÿ ïîëÿ u(x,R)ñ ïîñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè ε(x′,R′) çàìåòíà ïðè x′ − x ∼ l‖, ãäå l‖ � ïðîäîëü-íûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ ε(x,R). Â òî æå âðåìÿ õàðàêòåðíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèèïîëÿ u(x,R) ïî ïðîäîëüíîìó íàïðàâëåíèþ èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà x (ñì., íàïðè-ìåð, [28, 30℄). Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñóùåñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð l‖/x,êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëîæèòü l‖/x→ 0. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïîëåé

u(ξi,R) ïðè ξi < x áóäóò íå òîëüêî �óíêöèîíàëüíî, íî è ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûîò çíà÷åíèé ε(ηj ,R) ïðè ηj > x, ò. å. ïðè ξi < x; ηj > x èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈
∏

i,j

u(ξi,Ri)ε(ηj ,Rj)

〉
=

〈
∏

i

u(ξi,Ri)

〉〈
∏

j

ε(ηj ,Rj)

〉
. (1.74)Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (1.74), ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåí-òîâ ïîëÿ u(x,R). Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå âûâîäà óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ

〈u(x,R)〉. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì èñõîäíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.39) â âèäå èí-òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u(x,R) = u0(R) exp



i
k

2

x∫

0

dξ ε(ξ,R)



+

i

2k

x∫

0

dξ exp




i
k

2

x∫

ξ

dη ε(η,R)





∆Ru(ξ,R).(1.75)Ïðè óñðåäíåíèè óðàâíåíèÿ (1.75) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(ξ,R)ó÷òåì ðàâåíñòâî (1.74). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàìêíóòîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

〈u(x,R)〉 = u0(R)

〈
exp



i
k

2

x∫

0

dξ ε(ξ,R)





〉
+

+
i

2k

x∫

0

dξ

〈
exp




i
k

2

x∫

ξ

dη ε(η,R)





〉
∆R 〈u(ξ,R)〉 . (1.76)



24 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÄëÿ ïåðåõîäà îò èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê äè��åðåíöèàëüíîìó çàìåòèì, ÷òî äëÿäåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈
exp




i
k

2

x∫

0

dξ ε(ξ,R)






〉
=

〈
exp





i
k

2

ξ∫

0

dη ε(η,R)






〉〈
exp





i
k

2

x∫

ξ

dη ε(η,R)






〉
,ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé òî÷êè 0 6 ξ 6 x. Ïîýòîìó, åñëè ìû ââåäåì �óíêöèþ

Φ(x,R) =

〈
exp




i
k

2

x∫

0

dη ε(η,R)






〉
,ñâÿçàííóþ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì �óíêöèîíàëîì ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R), òî óðàâíå-íèå (1.76) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈u(x,R)〉 = u0(R)Φ(x,R) +
i

2k

x∫

0

dξ
Φ(x,R)

Φ(ξ,R)
∆R 〈u(ξ,R)〉 , (1.77)îòêóäà óæå ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ 〈u(x,R)〉:

∂

∂x
〈u(x,R)〉 =

i

2k
∆R 〈u(x,R)〉 + 〈u(x,R)〉 ∂

∂x
ln Φ(x,R), u(0,R) = u0(R),Äëÿ ãàóññîâîãî ïîëÿ ε(x,R) ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé

Bε(x,R) = 〈ε(x1,R1) ε(x2,R2)〉 , ãäå {x = x1 − x2, R = R1 − R2}�óíêöèÿ

Φ(x,R) =

〈
exp



i
k

2

x∫

0

dη ε(η,R)





〉
= exp



−k

2

8

x∫

0

dη

x∫

0

dη1Bε(η − η1, 0)



 =

= exp




−k
2

4

x∫

0

dη

η∫

0

dη1Bε(η1, 0)




 (1.78)è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ

∂

∂x
ln Φ(x,R) = −k

2

4

x∫

0

dη Bε(η, 0).Äëÿ ãàóññîâîãî äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïîëÿ ε(x,R) ïðèáëèæåíèå (1.74) ñîîòâåò-ñòâóåò àïïðîêñèìàöèè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ε(x,R) äåëüòà-�óíêöèåé â ïðî-äîëüíîì íàïðàâëåíèè, ò. å. çàìåíå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè íà ¾ý��åêòèâíóþ¿:
Bε(x,R) = Be�

ε (x,R) = δ(x)A(R), A(R) =

∞∫

−∞

dxBε(x,R), (1.79)è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ
∂

∂x
ln Φ(x,R) = −k

2

8
A(0).

1.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû 25Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê çàìêíóòîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ
∂

∂x
〈u(x,R)〉 =

i

2k
∆R 〈u(x,R)〉 − k2

8
A(0) 〈u(x,R)〉 , 〈u(0,R)〉 = u0(R). (1.80)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü è çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ�óíêöèé âîëíîâîãî ïîëÿ:

Mmn(x,R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R
′
n) =

〈
m∏

p=1

n∏

q=1

u (x,Rp)u
∗
(
x,R′q

)〉
, (1.81)êîòîðûå äëÿ m = n îáû÷íî íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè êîãåðåíòíîñòè ïîðÿäêà 2n.Äè��åðåíöèðóÿ �óíêöèþ (1.81) ïî x è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (1.39), à òàêæå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ê íåìó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂

∂x
Mmn(x,R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R

′
n) =

=
i

2k




m∑

p=1

∆Rp −
n∑

q=1

∆R′
q



Mmn(x,R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R
′
n) +

+ i
k

2

〈


m∑

p=1

ε(x,Rp) −
n∑

q=1

ε(x,R′q)






m∏

p=1

n∏

q=1

u (x,Rp)u
∗ (x,Rq)



〉
. (1.82)Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (1.82) â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òèïà óðàâíåíèÿ (1.75),âûïîëíÿÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãîïîëÿ ε(x,R), ïîëó÷àåì äëÿ ãàóññîâà äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïîëÿ ε(x,R) çàìêíóòîåóðàâíåíèå:

∂

∂x
Mmn(x,R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R

′
n) =

=
i

2k




m∑

p=1

∆Rp −
n∑

q=1

∆R′
q


Mmn(x,R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R

′
n) −

− k2

8
Q(R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R

′
n)Mmn(x,R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R

′
n), (1.83)ãäå

Q(R1, . . . ,Rm;R′1, . . . ,R
′
n) =

=
m∑

i=1

m∑

j=1

A (Ri − Rj) − 2
m∑

i=1

n∑

j=1

A
(
Ri − R′j

)
+

n∑

i=1

n∑

j=1

A
(
R′i − R′j

)
. (1.84)Óðàâíåíèå (1.83), (1.84) ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî óñðåäíÿÿóðàâíåíèå (1.82). Äëÿ ðàñùåïëåíèÿ êîððåëÿöèè â ïðàâîé ÷àñòè (1.82) âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (Á.19) íà ñ. 99, êîòîðàÿ â äàííîé çàäà÷å èìååò âèä

〈ε(x,R)u (x,Rp)〉 =

x∫

0

dx′
∫
dR′Bε(x− x′,R − R′)

〈
δu (x,Rp)

δε(x′,R′)

〉
,

〈
ε(x,R)u∗

(
x,R′q

)〉
=

x∫

0

dx′
∫
dR′Bε(x− x′,R − R′)

〈
δu∗

(
x,R′q

)

δε(x′,R′)

〉
.

(1.85)



26 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÏðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâñðåäû, îïèñûâàåìûõ ý��åêòèâíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé (1.79), ýòè ðàâåíñòâàóïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò âèä

〈ε(x,R)u (x,Rp)〉 =
1

2

∫
dR′A(R−R′)

〈
δu (x,Rp)

δε(x− 0,R′)

〉
,

〈
ε(x,R)u∗

(
x,R′q

)〉
=

1

2

∫
dR′A(R−R′)

〈
δu∗

(
x,R′q

)

δε(x − 0,R′)

〉
.

(1.86)Ó÷èòûâàÿ òåïåðü ðàâåíñòâî (1.58) è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîìó ê íåìó, ìû è ïðèõîäèìê çàìêíóòîìó óðàâíåíèþ äëÿ ìîìåíòíîé �óíêöèè âîëíîâîãî ïîëÿ (1.83), (1.84).Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü è óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà ñëó-÷àéíîãî ïîëÿ u(x,R), êîòîðîå áóäåò ëèíåéíûì óðàâíåíèåì â âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîä-íûõ (ñì.,íàïðèìåð, [14, 17, 32℄).Âûïèøåì óðàâíåíèÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Γ2(x,R,R
′) =

〈
γ2(x,R,R

′)
〉
, γ2(x,R,R

′) = u(x,R)u∗(x,R′),è �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Γ4(x,R1,R2,R
′
1R
′
2) =

〈
u(x,R1)u (x,R2)u

∗(x,R′1)u
∗(x,R′2)

〉
,âûòåêàþùèå èç (1.83) è (1.84) ïðè m = n = 1 è m = n = 2:

∂

∂x
Γ2(x,R,R

′) =
i

2k
(∆R − ∆R′) Γ2(x,R,R

′) − k2

4
D(R − R1)Γ2(x,R,R

′),

Γ2(0,R,R
′) = u0(R)u∗0(R

′), (1.87)
∂

∂x
Γ4(x,R1,R2,R

′
1,R

′
2) =

i

2k

(
∆R1 + ∆R2 − ∆R′

1
− ∆R′

2

)
Γ4(x,R1,R2,R

′
1,R

′
2) −

− k2

8
Q(R1,R2,R

′
1,R

′
2)Γ4(x,R1,R2,R

′
1,R

′
2),

Γ4(0,R1,R2,R
′
1,R

′
2) = u0(R1)u0 (R2)u

∗
0(R

′
1)u
∗
0(R

′
2), (1.88)ãäå ââåäåíû íîâûå �óíêöèè

D(R) = A(0) −A(R),

Q(R1,R2,R
′
1,R

′
2) = D(R1 − R′1) +D(R2 − R′2) +D(R1 − R′2) +

+D(R2 − R′1) −D(R2 − R1) −D(R′2 − R′1),ñâÿçàííûå ñî ñòðóêòóðíîé �óíêöèåé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R).Óðàâíåíèå (1.87) äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ
R → R +

1

2
ρ, R′ → R′ − 1

2
ρ

1.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû 27ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂x
− i

k
∇R∇ρ

)
Γ2(x,R,ρ) = −k

2

4
D(ρ)Γ2(x,R,ρ),

Γ2(0,R,ρ) = u0

(
R +

1

2
ρ

)
u∗0

(
R′ − 1

2
ρ

)
.

(1.89)

Çàìå÷àíèå 1.5. Ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿÎòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.89) ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîìó ìàëîóãëîâîìó ïðèáëè-æåíèþ äëÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ââåñòè�óíêöèþ

J(x,R, q) =
1

(2π)
2

∫
dρ Γ2(x,R,ρ)e−iqρ,òî äëÿ íåå ïîëó÷àåì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(
∂

∂x
+

1

k
q∇R

)
J(x,R, q) = −γJ(x,R, q) +

∫
dq′ f(q − q′)J(x,R, q′),

J(0,R, q) =
1

(2π)
2

∫
dρ Γ2(0,R,ρ)e−iqρ.

(1.90)Â ýòîì óðàâíåíèè
γ =

1

4
k2A(0) =

∫
dq f(q) (1.91)� êîý��èöèåíò ýêñòèíöèè, f(q) =

1

2
πk2Φε(0, q) � èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, à

Φε(q1, q) =
1

(2π)
3

∞∫

−∞

dx

∫
dRBε(x,R)e−iq1x−iqR (1.92)� òðåõìåðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ε(x,R). Îòìåòèì òàê-æå, ÷òî ââåäåííàÿ �óíêöèÿ J(x,R, q) ñâÿçàíà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì �óíêöèè Âèãíåðà, îïðå-äåëÿåìîé ðàâåíñòâîì

W (x,R, q) =
1

(2π)2

∫
dρ γ2(x,R,ρ)e−iqρ,ãäå

γ2(x,R,ρ) = u

(
x,R +

1

2
ρ

)
u∗
(
x,R − 1

2
ρ

)
. �Óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ (1.80) è (1.89) ëåãêî ðåøàþòñÿäëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè D(ρ) è ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ðåçóëüòàòåäëÿ ñðåäíåãî âîëíîâîãî ïîëÿ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈u(x,R)〉 = u0(x,R)e−γx/2, (1.93)ãäå u0(x,R) � ðåøåíèå çàäà÷è â îòñóòñòâèå �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû:

u0(x,R) =

∫
dR′g(x,R − R′)u0(R

′),



28 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ�óíêöèÿ g(x,R) � �óíêöèÿ �ðèíà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (1.61), à âåëè÷èíà

γ =
k2

4
A(0) � êîý��èöèåíò ýêñòèíöèè. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòèâòîðîãî ïîðÿäêà èìååì

Γ2(x,R,ρ) =

∫
dq γ0

(
q,ρ − q

x

k

)
exp




iqR − k2

4

x∫

0

dξ D

(
ρ − q

ξ

k

)

 , (1.94)ãäå

γ0 (q,ρ) =
1

(2π)2

∫
dR γ0(R,ρ)e−iqR.Äàëüíåéøèé àíàëèç çàäà÷è çàâèñèò îò âèäà íà÷àëüíûõ óñëîâèé ê óðàâíåíèþ (1.39)è õàðàêòåðà �ëóêòóàöèé ïîëÿ ε(x,R). Â ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ îáû÷íî ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òðåõ òèïîâ:

• ïëîñêàÿ ïàäàþùàÿ âîëíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ u0(R) = u0;

• ñ�åðè÷åñêàÿ ðàñõîäÿùàÿ âîëíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ u0(R) = δ(R);

• ïàäàþùèé âîëíîâîé ïó÷îê.Äëÿ ïàäàþùåãî âîëíîâîãî ïó÷êà ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ â íà÷àëüíîì ñå÷åíèè èìååòâèä

u0(R) = u0 exp

{
−R2

2a2
+ i

kR2

2F

}
, (1.95)ãäå a � ý��åêòèâíàÿ øèðèíà ïó÷êà, F � ðàññòîÿíèå äî öåíòðà èçëó÷åíèÿ (åñëè

F = ∞, òî â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïó÷îê êîëëèìèðîâàííûé, åñëè æå F < 0, òîâ ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïó÷îê ñ�îêóñèðîâàí íà ðàññòîÿíèè x = |F |).Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû, êîãäà

u0(R) = u0 = const, γ0(R,ρ) = |u0|2, γ0 (q,ρ) = |u0|2δ(q),âûðàæåíèÿ (1.93) è (1.94) ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò âèä
〈u(x,R)〉 = u0e

−γx/2, Γ2(x,R,ρ) = |u0|2e−k2xD(ρ)/4, (1.96)íå çàâèñÿùèé îò ý��åêòà äè�ðàêöèè ïëîñêîé âîëíû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå.Â ýòîì ñëó÷àå D (ρ) = D (ρ). Ïðè ýòîì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ñòàòèñòè÷åñêèé ìàñøòàá ρ
og, îïðåäåëÿå-ìûé èç óñëîâèÿ

1

4
k2xD (ρ
og) = 1, (1.97)íàçûâàåìûé ðàäèóñîì êîãåðåíòíîñòè ïîëÿ u(x,R). �àäèóñ êîãåðåíòíîñòè çàâèñèò îòäëèíû âîëíû, äèñòàíöèè, ïðîéäåííîé âîëíîé, è ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû.Äëÿ âîëíîâîãî ïó÷êà (1.95) �óíêöèÿ

γ0(q,ρ) =
|u0|2a2

4π
exp

{
−1

4

[
ρ2

a2
+

(
kρ

F
− q

)2

a2

]}
,

1.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû 29è, íàïðèìåð, äëÿ òóðáóëåíòíîé àòìîñ�åðû, äëÿ êîòîðîé ñòðóêòóðíàÿ �óíêöèÿ D(R)îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Êîëìîãîðîâà�Îáóõîâà (ñì., íàïðèìåð, [14, 17, 28, 30, 56℄):
D(R) = NC2

εR
5/3 (Rmin ≪ R≪ Rmax),ãäå ÷èñëåííàÿ ïîñòîÿííàÿ N = 1,46, à C2

ε � ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà �ëóêòóà-öèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, çàâèñÿùàÿ îò âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû, äëÿñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè â ïó÷êå
〈I(x,R)〉 = Γ2(x,R, 0)ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈I(x,R)〉 =
2|u0|2k2a4

x2g2(x)

∞∫

0

dt J0

(
2kaRt

xg(x)

)
exp

{
−t2 − 3πN

32
C2

εk
2x

(
2a

g(x)

)5/3

t5/3

}
,ãäå

g(x) =

√

1 + k2a4

(
1

x
+

1

F

)2

,à J0(t) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Ýòà �îðìóëà íåîäíîêðàòíî ïðîâåðÿëàñü ýêñïåðèìåíòàëü-íî äëÿ óñëîâèé òóðáóëåíòíîé àòìîñ�åðû, è áûëî ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ýòîé òåîðåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ.Óðàâíåíèå (1.88) äëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà óæå íåëüçÿ ðå-øèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, è äëÿ åå àíàëèçà òðåáóþòñÿ ëèáî ÷èñëåííûå, ëèáî ïðèáëè-æåííûå ìåòîäû. Ýòà �óíêöèÿ îïèñûâàåò �ëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè è, â ÷àñòíîñòè,äëÿ ñîâïàäàþùèõ ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò � åå äèñïåðñèþ.Äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû ïîñëå ââåäåíèÿ íîâûõ ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò

R̃1 = R′1 − R1 = R2 − R′2, R̃2 = R′2 − R1 = R2 − R′1,óðàâíåíèå (1.88) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä (òèëüäó íå ïèøåì)

∂

∂x
Γ4(x,R1,R2) =

i

k

∂2

∂R1∂R2
Γ4(x,R1,R2) −

k2

4
F (R1,R2)Γ4(x,R1,R2), (1.98)ãäå

F (R1,R2) = 2D(R1) + 2D(R2) −D(R1 + R2) −D(R1 − R2).Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ïðèâåäåíà â ï. 3.3.2. íà ñ. 72.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èññëåäîâàòü è çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõïó÷êîâ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ïðè íàëè÷èè ñðåäíåé ñòðàòè�èêàöèè ïîëÿ

ε(x,R), ò. å. ðàññìàòðèâàÿ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå

∂

∂x
u(x,R) =

i

2k
∆Ru(x,R) +

ik

2
[ε0(R) + ε(x,R)] u(x,R). (1.99)Òàê, äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà (1.95) â ïàðàáîëè÷åñêîì âîëíîâîäå, êîãäà

ε0(R) = −α2R2,



30 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿäëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå [14, 17, 56℄

Γ2(x,R,ρ) =
e−iαRρ tg(αx)

cos2(αx)

∫
dq γ0

(
q,

1

cos(αx)
ρ − q

αk
tg(αx)

)
×

× exp




i
1

cos(αx)
qR − k2

4

x∫

0

dξ D

(
cos(αξ)

cos(αx)
ρ − 1

αk

sin [α (x− ξ)]

cos(αx)
q

)

 . (1.100)Ïðè α = 0 ýòà �îðìóëà ïåðåõîäèò, åñòåñòâåííî, â �îðìóëó (1.94). Ïîëàãàÿ òåïåðüâ (1.100) ρ = 0, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè:

〈I(x,R)〉 =
1

cos2(αx)

∫
dq γ0

(
q,− q

αk
tg(αx)

)
×

× exp




i
1

cos(αx)
qR − k2

4

x∫

0

dξ D

(
1

αk

sin (αξ)

cos(αx)
q

)

 , (1.101)à ïîëàãàÿ â (1.101) R = 0, ïîëó÷àåì èçìåíåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè âäîëü îñèâîëíîâîäà:

〈I(x, 0)〉 =
1

cos2(αx)

∫
dq γ0

(
q,− q

αk
tg(αx)

)
exp




−k
2

4

x∫

0

dξ D

(
1

αk

sin (αξ)

cos(αx)
q

)

 .(1.102)Çàìå÷àíèå 1.6. Ëîêàëèçàöèÿ âîëí â ñòîõàñòè÷åñêîì ïàðàáîëè÷åñêîì âîëíîâîäå�àññìîòðèì òåïåðü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ïó÷êà

u0(R) = u0 exp

{
−R2

2a2

}
, (1.103)ãäå ïàðàìåòð a îïèñûâàåò øèðèíó ïó÷êà, â ñëó÷àéíîì ïàðàáîëè÷åñêîì âîëíîâîäå [14, 17, 56℄.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå ε(x,R) èìååò òåïåðü ñòðóêòóðó

ε(x,R) = −
[
α2 − z(x)

]
R2, (1.104)ãäå ïàðàìåòð α � äåòåðìèíèðîâàííûé, à �óíêöèþ z(x) áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé.Â îòñóòñòâèå �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû âîëíîâîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂

∂x
u0(x,R) =

i

2k

[
∆R − α2k2R2

]
u0(x,R). (1.105)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.105) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u0(x,R) = f(x,R)ũ(x,R), (1.106)ãäå �óíêöèè

f(x,R) =
1

cos(αx)
exp

{
−iαk

2

2
R2 tg(αx)

}
,

ũ(x,R) =

∫
dq u0(q) exp

{
−i q2

2kα
tg(αx) + i

qR

cos(αx)

}
,

u0(R) =

∫
dq u0(q)eiqR, u0(q) =

1

(2π)
2

∫
dR u0(R)e−iqR.

(1.107)
1.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû 31Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x,R) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêîé âîëíû, è âîëíîâîåïîëå â ýòîì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ ïåðèîäîì L = 2π/α. Ïðè ýòîìâ òî÷êàõ xn = (2n+ 1)π/2α �óíêöèÿ f(x,R) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò�îêóñèðîâêå ïëîñêîé âîëíû. Âîëíîâîå æå ïîëå u0(x,R) â îáùåì ñëó÷àå â áåñêîíå÷íîñòü íåîáðàùàåòñÿ.Äëÿ âîëíîâîãî ïó÷êà (1.103) âîëíîâîå ïîëå èìååò ñòðóêòóðó

u0(x,R) =
u0

cos(αx)

(
1 +

i

a2kα
tg(αx)

) ×

× exp





iαk tg(αx) +

1

a2 cos2(αx)

(
1 +

i

a2kα
tg(αx)

)





, (1.108)à èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä

I0(x,R) = |u0(x,R)|2 =
|u0|2
g2

α(x)
exp

{
− R2

g2
α(x)

}
, (1.109)ãäå

g2
α(x) = cos2(αx) +

1

k2α2a4
sin2(αx).Åñëè âîëíîâîé ïó÷îê (1.103) ñîãëàñîâàí ñ íåîäíîðîäíûì âîëíîâîäîì, ò. å.

kαa2 = 1, (1.110)òî âîëíîâîå ïîëå u0(x,R) ïðèíèìàåò âèä
u0(x,R) = u0 exp

{
−R2

2a2
− iαx

}
,è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî àìïëèòóäà íå ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñîá-ñòâåííîé ìîäîé çàäà÷è.Ïðè íàëè÷èè �ëóêòóàöèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.39) ñ �óíê-öèåé ε(x,R) âèäà (1.104) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x,R) = u0 exp

{
−R2

2a2
A(x) +B(x)

}
,ãäå êîìïëåêñíûå �óíêöèè A(x) è B(x) îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

d

dx
A(x) = − i

ka2

[
A2(x) − α2k2a4

]
− ika2z(x), A(0) = 1,

d

dx
B(x) = − i

ka2
A(x), B(0) = 0.

(1.111)Ñëåäîâàòåëüíî,

B(x) = − i

ka2

x∫

0

dξ A(ξ)è èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

I(x,R) = exp




−R2

2a2
[A(x) +A∗(x)] − i

ka2

x∫

0

dξ
[
A(ξ) −A∗(ξ)

]



 . (1.112)



32 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÌíèìóþ ÷àñòü �óíêöèè A(x) â (1.112) ìîæíî èñêëþ÷èòü, èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (1.111),à èìåííî

− i

ka2
[A(x) −A∗(x)] =

d

dx
ln [A(x) +A∗(x)] .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ (ñ÷èòàåì,äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî |u0|2 = 1):

I(x,R) = I(x, 0) exp

{
−R2

a2
I(x, 0)

}
, (1.113)ãäå

I(x, 0) =
1

2

[
A(x) +A∗(x)

] (1.114)� èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà â íåîäíîðîäíîì âîëíîâîäå íà åãî îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-êàìè ðåøåíèÿ åäèíñòâåííîãî óðàâíåíèÿ (1.111) � óðàâíåíèÿ �èêêàòè äëÿ �óíêöèè A(x).Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ A(x) â âèäå

A(x) = kαa2 1 + ψ(x)e−2iαx

1 − ψ(x)e−2iαx
.Òîãäà �óíêöèÿ ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ, âûòåêàþùåìó èç (1.111):

d

dx
ψ(x) = − i

2αk

(
eiαx − ψ(x)e−iαx

)2
z(x), ψ(0) =

1 − kαa2

1 + kαa2
.Ââåäåì òåïåðü àìïëèòóäó è �àçó äëÿ �óíêöèè ψ(x) ïî �îðìóëå

ψ(x) =

√
w(x) − 1

w(x) + 1
ei{φ(x)−2αx}, w ≥ 1.Òîãäà äëÿ �óíêöèé w(x) è φ(x) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

d

dx
w(x) = − 1

αk
z(x)

√
w2(x) − 1 sin (φ(x) − 2αx) , w(0) =

1

2αka2

(
1 + k2α2a4

)
;

d

dx
φ(x) =

1

αk
z(x)

(
1 − w√

w2(x) − 1
cos (φ(x) − 2αx)

)
, φ(0) = 0.

(1.115)Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ íà îñè âîëíîâîäà (1.113)ïðèíèìàåò âèä

I(x, 0) =
αka2

w(x) +
√
w2(x) − 1 cos (φ(x) − 2αx)

. (1.116)Êàê è ðàíåå, áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíóþ �óíêöèþ z(x) ãàóññîâîé äåëüòà-êîððåëèðîâàííîé�óíêöèåé ñ ïàðàìåòðàìè

〈z(x)〉 = 0; 〈z(x)z(x′)〉 = 2σ2l0 δ(x− x′).Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî äèñïåðñèÿ �ëóêòóàöèé z(x) äîñòàòî÷íî ìàëà (σ2 ≪ 1). Òîãäà ñòà-òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè �óíêöèé w(x) è φ(x) ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ íà ìàñøòàáå ïîðÿäêà
1/α è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èíòåíñèâíîñòè âîëíû (1.116) ìîæíîèñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè-ñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè �óíêöèé w(x) è φ(x) è ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåéäëÿ �àçû φ(x). Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé �óíêöèè w(x),

P (x,w) = 〈δ (w(x) − w)〉 ,

1.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû 33ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà

∂

∂x
P (x,w) = D

∂

∂w

(
w2 − 1

) ∂

∂w
P (x,w), P (0, w) = δ (w(0) − w) (1.117)ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè D =

σ2l0
2α2k2

.Â ðàìêàõ óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé âû÷èñëèì ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè íà îñè âîëíîâîäà
〈In(x, 0)〉. Óñðåäíåíèå ïðîâåäåì â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå óñðåäíÿåì ïî áûñòðûì îñöèë-ëÿöèÿì �àçû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈(
I

αka2

)n〉

φ

= Pn−1(w). (1.118)Çäåñü ÷åðåç Pn(w) îáîçíà÷åí ïîëèíîì Ëåæàíäðà ïîðÿäêà n. Íà âòîðîì ýòàïå óñðåäíèì (1.118)ïî ðàñïðåäåëåíèþ w (1.117). Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå (1.117) íà Pn−1(w) è ïðîèíòåãðè-ðóåì ïî âñåì w ≥ 1. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
d

dw

(
w2 − 1

) d

dw
Pn−1(w) = n(n− 1)Pn−1(w),ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂

∂x
〈Pn−1(w)〉 = Dn(n− 1) 〈Pn−1(w)〉 ,ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä
〈Pn(w)〉 = Pn−1(w0)e

Dn(n−1)x,è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈(
I

αka2

)n〉
= Pn−1(w0)e

Dn(n−1)x. (1.119)Äëÿ ñîãëàñîâàííîãî ñ âîëíîâîäîì âîëíîâîãî ïó÷êà (1.110) w0 = 1 è �îðìóëà (1.119)ïåðåõîäèò â
〈In(x, 0)〉 = eDn(n−1)x. (1.120)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà I(x, 0) ðàñïðåäåëåíà ñîãëàñíî ëîãíîðìàëüíîìó çàêîíó. Ñðåäíååçíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè íà îñè âîëíîâîäà ñîõðàíÿåòñÿ, à âñå âûñøèå ìîìåíòû ýêñïîíåíöèàëü-íî ðàñòóò ñ ïðîõîäèìîé âîëíîé äèñòàíöèåé. Îäíàêî ïðè ýòîì, êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèèïðîöåññà I(x, 0) (ñì. ïðèëîæåíèå Â.1.1) ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò âãëóáü ñðåäû:

I∗(x, 0) = e−Dx,è â êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèÿõ èçëó÷åíèå äîëæíî óõîäèòü ñ îñè âîëíîâîäà â ïîïåðå÷íîì íà-ïðàâëåíèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâîéñòâó äèíàìè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè â x-íàïðàâëåíèè. Òèïè÷-íîé ðåàëèçàöèåé èíòåíñèâíîñòè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè áóäåò, ñîãëàñíî �îðìóëå (1.113),âûðàæåíèå

I∗(x,R) = I∗(x, 0) exp

{
−R2

a2
I∗(x, 0)

}
.Òàêèì îáðàçîì, â ñòîõàñòè÷åñêîì öèëèíäðè÷åñêîì âîëíîâîäå, â êîòîðîì

ε(x,R) = −αR2 + z(x)R2,â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ (1.102), ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì �ëóêòóàöèÿìïîëÿ ε(x,R), çàòóõàþùèì ñ ðîñòîì ïðîõîäèìîé âîëíîé äèñòàíöèè x, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòüñîõðàíÿåòñÿ, à åå âûñøèå ìîìåíòû ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò ñ ðîñòîì äèñòàíöèè x. Ñðàâíåíèåýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ (1.102) ïîêàçûâàåò, ÷òî óïîìÿíóòûå öèëèíäðè÷åñêèå �ëóêòóàöèè ïîëÿ

ε(x,R) ñóùåñòâåííî áîëüøå âëèÿþò íà ïðîõîæäåíèå âîëíîâîãî ïó÷êà, ÷åì îäíîðîäíûå è èçî-òðîïíûå �ëóêòóàöèè. �



34 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ1.3. Ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè è äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèåäëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ1.3.1. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèéÎñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðî-âàííûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ε(x,R). Ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõïðèáëèæåíèé, óòî÷íÿþùàÿ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòå-ðèñòèê âîëíû îò ïîëÿ ε(x,R). �àññìîòðåííîå âûøå ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðî-âàííûõ �ëóêòóàöèé ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â ýòîé òåîðèè; ñëåäóþùèå ïðèáëèæå-íèÿ ó÷èòûâàþò êîíå÷íîñòü ïðîäîëüíîãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ïîëÿ ε(x,R) è ïðèâîäÿòê ñèñòåìå çàìêíóòûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ âîëíîâîãîïîëÿ.Óêàçàííûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âíà÷àëå âûïèñûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ çàöåïëÿþùàÿñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êàêîé-ëèáî ìîìåíòíîé �óíêöèè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ãàóññîâîì ðàñ-ïðåäåëåíèè äëÿ ε(x,R) è �îðìóëà Ôóðóòöó�Íîâèêîâà, îäíàêî ïðåäïîëîæåíèå î äåëü-òà-êîððåëèðîâàííîñòè ε(x,R) íå èñïîëüçóåòñÿ. Â êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé âõîäèòêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ Bε(x,R). Åñëè èñïîëüçîâàòü óñëîâèå äåëüòà-êîððåëèðîâàí-íîñòè (1.79) íà ñ. 24 â ïåðâîì èç ýòèõ óðàâíåíèé, òî ìû ïðèõîäèì ê îïèñàííîìó âûøåïðèáëèæåíèþ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ε(x,R), à îñòàëüíûå óðàâíå-íèÿ ñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ íåíóæíûìè. Åñëè æå â ïåðâûõ (n− 1) óðàâíåíèÿõ îñòàâèòüòî÷íîå çíà÷åíèå Bε(x,R), à â n-ì óðàâíåíèè èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ (1.79), òîìû ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå èç n óðàâíåíèé äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ìîìåíòíîé�óíêöèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ.Óñðåäíèì óðàâíåíèå (1.39) íà ñ. 14 ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ è äëÿ íàõîæäå-íèÿ êîððåëÿöèè èñïîëüçóåì �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (1.85) íà ñ. 25. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ â âèäå

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉 = i

k

2

x∫

0

dx′
∫
dR′Bε(x− x′,R − R′)

〈
δu (x,R)

δε(x′,R′)

〉
. (1.121)Óðàâíåíèå (1.121) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, òàê êàê ñîäåðæèò íîâóþ íåèçâåñòíóþ�óíêöèþ 〈δu (x,R) /δε(x′,R′)〉. ×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ íåå, ïðîâàðüèðóåìóðàâíåíèå (1.39) ïî ïîëþ ε(x′,R′) ïðè x′ < x è óñðåäíèì. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ íà-÷àëüíûì óñëîâèåì

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉
= i

k

2

〈
ε(x,R)

δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉
,

〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉

x=x′+0

= i
k

2
δ(R − R′)

〈
u(x′,R)

〉
.

(1.122)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû 〈ε(x,R)
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉 ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ôóðóòöó�
1.3. Ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè 35Íîâèêîâà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉
=

= i
k

2

x∫

0

dx′′
∫
dR′′Bε(x− x′′,R − R′′)

〈
δ2u (x,R)

δε(x′,R′)δε(x′′,R′′)

〉
,

〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉

x=x′+0

= i
k

2
δ
(
R − R′

) 〈
u(x′,R)

〉
. (1.123)Óðàâíåíèå (1.123) ñíîâà îêàçûâàåòñÿ íåçàìêíóòûì, òàê êàê ñîäåðæèò âòîðóþ âàðèà-öèîííóþ ïðîèçâîäíóþ îò ïîëÿ u(x,R). Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿâòîðîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (1.121), (1.123)è ò. ä. îáðàçóþò çàöåïëÿþùóþñÿ áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ ê ïîÿâëÿþùèìñÿ íîâûì óðàâíåíèÿì ñîäåðæàò �óíêöèè, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿïðåäûäóùåãî øàãà. Çàìêíóòîå óðàâíåíèå â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ�ëóêòóàöèé ïîëÿ ε(x,R), êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå â óðàâíå-íèÿõ (1.121) êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ε(x,R) íà ý��åêòèâíóþ, òàê êàê â ýòîìñëó÷àå âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèÿõ x = x′ âûðàæàåòñÿ÷åðåç 〈u(x,R)〉.Çàìåíó êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè íà ý��åêòèâíóþ ìîæíî ïðîèçâåñòè íå â ïåðâîìóðàâíåíèè öåïî÷êè (1.127), à â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ. Åñëè ýòî ñäåëàòü, íàïðèìåð,â óðàâíåíèè (1.123), òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉
= −ik

2

4
A(0)

〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉
,

〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉

x=x′+0

= i
k

2
δ
(
R − R′

) 〈
u(x′,R)

〉
.

(1.124)Óðàâíåíèÿ (1.121) è (1.123) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âòîðîãî ïðèáëè-æåíèÿ.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñëåäóþùèõïðèáëèæåíèé, à òàêæå è ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äðóãèõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé ïîëÿ

u(x,R).�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.124) èìååò âèä

〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉
= i

k

2
exp

(
−k

2

8
A(0)(x − x′)

)
g
(
x− x′,R − R′

) 〈
u(x′,R)

〉
, (1.125)ãäå g (x,R)��óíêöèÿ �ðèíà ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà (1.61) íà ñ. 19. Ïîäñòàâëÿÿ (1.125)â óðàâíåíèå (1.121), ïîëó÷àåì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉 = −k

2

4

x∫

0

dx′
∫
dR′ exp

(
−k

2

8
A(0)(x − x′)

)
×

×Bε(x− x′,R − R′)g
(
x− x′,R − R′

) 〈
u(x′,R′)

〉
. (1.126)Óðàâíåíèå (1.126) ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî x è ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîR. Ìû, îäíàêî, íå áóäåì ýòîãî äåëàòü, à âûÿñíèì ëèøü, ïðè êàêèõ



36 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿóñëîâèÿõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.126) ïåðåõîäèò â ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùå-ãî ïðèáëèæåíèþ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R).Ôóíêöèÿ �ðèíà g (x− x′,R − R′) â (1.126) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ðàçìàçàííóþ¿äåëüòà-�óíêöèþ íà ìàñøòàáå a =
√

(x− x′)/l‖ ïî ïåðåìåííîé (R − R′). Â ñâîþ î÷å-ðåäü âåëè÷èíà (x−x′) îãðàíè÷èâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ïðîäîëüíîãî ìàñøòàáà íåîä-íîðîäíîñòåé l‖ çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ Bε(x−x′,R−R′), îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî a ∼
√
l‖/k.Åñëè ìàñøòàá a ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ l⊥ � ìàñøòàáîì �óíêöèè Bε(x− x′,R − R′) ïîïåðåìåííîé (R−R′), ò. å. l‖ ≪ kl2⊥, òî �óíêöèþ �ðèíà ìîæíî çàìåíèòü íà δ-�óíêöèþ.Èòàê, åñëè l‖ ≪ kl2⊥, òî óðàâíåíèå (1.126) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉 = −k

2

4

x∫

0

dx′ exp

(
−k

2

8
A(0)x′

)
Bε(x

′, 0)
〈
u(x− x′,R)

〉
.(1.127)Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

k2

8
A(0)l‖ ≪ 1,ò. å. îñëàáëåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà l‖ ìàëî, òî ìîæíî ïîëîæèòü

〈u(x− x′,R)〉 ≈ 〈u(x,R)〉. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉 = −k

2

4

x∫

0

dx′Bε(x
′, 0) 〈u(x,R)〉 .Åñëè, íàêîíåö, x ≫ l‖, òî âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî óñòðåìèòü ê áåñêî-íå÷íîñòè, è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (1.80).Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ε(x,R)äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ 〈u(x,R)〉 ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

l‖ ≪ kl2⊥, σ2
εk

2l2‖ ≪ 1, x≫ l‖ (A(0) ∼ σ2
ε l‖). (1.128)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü è èññëåäîâàòü óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïðèáëè-æåíèÿ äëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè Γ2(x,R,ρ). Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿäåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ε(x,R) äëÿ �óíêöèè Γ2(x,R,ρ) èìåþòâèä (íàïðèìåð, äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû)

ρ≪ x, kx|∇A(ρ)| ≪ 1. (1.129)Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî óñëîâèÿ (1.128) è (1.129) ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òàêêàê íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû. Â ÷àñòíîñòè, ìîæåò îêà-çàòüñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (1.129) âûïîëíÿþòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå σ2
εk

2l2‖ ≪ 1 íà-ðóøàåòñÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèÿ (1.129) íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ òîëüêî íàëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè �ëóêòóàöèé ε(x,R) è ïîýòîìó ìîãóò áûòü çàïèñàíû è äëÿòóðáóëåíòíîé ñðåäû, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíà γ = k2A(0)/4 (ñì. âûðàæåíèå (1.91) íàñ. 27) îïðåäåëÿåòñÿ íàèáîëåå êðóïíîìàñøòàáíûìè �ëóêòóàöèÿìè ïîëÿ ε(x,R).
1.3. Ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè 371.3.2. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ�àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíåíèå äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñòà-òèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39). Îòìåòèì, ÷òî ýòîïðèáëèæåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áëèçêî ïî ¾ñâîåìó äóõó¿ ê ëîêàëüíîìóìåòîäó ×åðíîâà [35℄, îíî áîëåå �èçè÷íî, ÷åì �îðìàëüíîå ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîð-ðåëèðîâàííîãî ïîëÿ ε(x,R), ó÷èòûâàåò êîíå÷íîñòü ïðîäîëüíîãî ðàäèóñà êîððåëÿöèèïîëÿ ε(x,R) è îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñðåäå ñ âûòÿíóòûìè âäîëü íàïðàâ-ëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåîäíîðîäíîñòÿìè [4, 29℄.Êàê è ðàíåå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîëå ε(x,R) � îäíîðîäíîå ãàóññîâî ñëó÷àé-íîå ïîëå ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé Bε(x,R).�àññìîòðèì ñïåðâà óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ. Óñðåäíèì óðàâíåíèå (1.39) íàñ. 14 ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ ε(x,R). Òîãäà, ñ ó÷åòîì �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (1.85) íà ñ. 25, ïîëó÷àåì òî÷íîå óðàâíåíèå (1.121).Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïèñûâàåòñÿ äåòåðìè-íèðîâàííûì óðàâíåíèåì

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
δu(x,R)

δε(x′,R′)
= 0 (1.130)ñî ñòîõàñòè÷åñêèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

δu(x,R)

δε(x′,R′)

∣∣∣∣
x=x′+0

= i
k

2
δ(R − R′)u(x′,R), (1.131)è, ñëåäîâàòåëüíî,

δu(x,R)

δε(x′,R′)
= i

k

2
exp

(
i(x− x′)

2k
∆R

) [
δ(R − R′)u(x′,R)

]
, (1.132)Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè (1.132), íà äåëüòà-�óíêöèþ, êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå, îïðåäåëÿåò �óíêöèþ �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.39)â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ �ëóêòóàöèé ε(x,R) (ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â ñâîáîäíîì ïðî-ñòðàíñòâå).Â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ è âîëíîâîå ïîëå u(x′,R) ñâÿçàíî ñ ïîëåì

u(x′,R) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

u(x′,R) = exp

(
− i(x− x′)

2k
∆R

)
u(x,R),êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.39) ïðè îòñóòñòâèè �ëóêòóàöèé. Ñëå-äîâàòåëüíî,

〈
δu(x,R)

δε(x′,R′)

〉
= i

k

2
exp

(
i(x− x′)

2k
∆R

) [
δ(R − R′) exp

(
− i(x− x′)

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉

]
.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü (1.121), ïîëó÷àåì çàìêíóòîå îïåðàòîðíîåóðàâíåíèå

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉 =

= −k
2

4

x∫

0

dx′
∫
dR′Bε(x

′,R−R′) exp

(
ix′

2k
∆R

) [
δ(R − R′) exp

(
− ix

′

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉

](1.133)



38 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 〈u(0,R)〉 = u0(R).Ââåäåì òåïåðü äâóìåðíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü íåîäíîðîäíîñòåé è �óðüå-îáðàçâîëíîâîãî ïîëÿ u(x,R) ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì:

Bε(x,R) =

∫
dq Φ(2)

ε (x,q)eiqR, Φ(2)
ε (x,q) =

1

(2π)2

∫
dRBε(x,R)e−iqR,

u(x,R) =

∫
dq ũ(x,q)eiqR, ũ(x,q) =

1

(2π)2

∫
dR u(x,R)e−iqR.Òîãäà äëÿ �óíêöèè ũ(x,q) âìåñòî (1.133) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂x
+
iq2

2k

)
〈ũ(x,q)〉 = −k

2

2
D(x,q) 〈ũ(x,q)〉 , 〈ũ(0,q)〉 = ũ0(q),ãäå

ũ0(q) =
1

(2π)2

∫
dRu0(R)e−iqRè

D(x,q) =

x∫

0

dξ

∫
dq′ Φ(2)

ε (ξ,q′) exp

{
− iξ

2k

(
q′2 − 2q′q

)}
.Ñëåäîâàòåëüíî

〈u(x,R)〉 =
1

(2π)2

∫
dq

∫
dR′ u0(R

′) exp



iq(R − R′) − i

q2x

2
− k2

2

x∫

0

dx′D(x′,q)



 .(1.134)Ïðè ðàññòîÿíèÿõ, ïðîõîäèìûõ âîëíîé x≫ l‖, ãäå l‖ � ïðîäîëüíûé ðàäèóñ êîððå-ëÿöèè ïîëÿ ε(x,R), âûðàæåíèå (1.134) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

〈u(x,R)〉 =
1

(2π)2

∫
dq

∫
dR′ u0(R

′) exp

{
iq(R − R′) − i

q2x

2
− k2

2
xD(q)

}
, (1.135)ãäå

D(q) =

∞∫

0

dξ

∫
dq′ Φ(2)

ε (ξ,q′) exp

{
− iξ

2k

(
q′2 − 2q′q

)}
. (1.136)Åñëè òåïåðü ââåñòè òðåõìåðíóþ ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ ïîëÿ ε(x,R)� Φε(q1,q) (1.92), òî âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà D(q) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåòâèä

D(q) = π

∫
dq′ Φε

(
1

2k

(
q′2 − 2q′q

)
,q′
)
. (1.137)Îòìåòèì, ÷òî äåëüòà-êîððåëèðîâàííîìó ïðèáëèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò êîý��èöèåíò

D(q) âèäà

D(q) = π

∫
dq′ Φε

(
0,q′

)
.Äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû u0(R) = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (1.135)ïîëó÷àåì íå çàâèñÿùåå îò R âûðàæåíèå

〈u(x,R)〉 = exp

(
−1

2
k2xD(0)

)
,

D(0) = π

∫
dq′ Φε

(
q′2

2k
,q′
)
,

(1.138)
1.3. Ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè 39óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè êîòîðîãî, î÷åâèäíî, áóäåò

k2

2
D(0)l‖ ≪ 1.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûâåñòè è óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé ïîëÿ

u(x,R) áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. �àññìîòðèì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè
γ2(x,R,ρ) = u

(
x,R +

1

2
ρ

)
u∗
(
x,R − 1

2
ρ

)
,âûòåêàþùåå èç èñõîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39):

(
∂

∂x
− i

k
∇R∇ρ

)
γ2(x,R,ρ) = i

k

2

[
ε

(
x,R +

1

2
ρ

)
− ε

(
x,R − 1

2
ρ

)]
γ2(x,R,ρ),

γ2(0,R,ρ) = u0

(
R +

1

2
ρ

)
u∗0

(
R′ − 1

2
ρ

)
. (1.139)Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (1.139) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ ε(x,R) è èñïîëüçóÿ�îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (1.85) íà ñ. 25 äëÿ ðàñùåïëåíèÿ êîððåëÿöèè, ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

(
∂

∂x
− i

k
∇R∇ρ

)
Γ2(x,R,ρ) =

= i
k

2

x∫

0

dx1

∫
dR1

[
Bε

(
x− x1,R − R1 +

1

2
ρ

)
−Bε

(
x− x1,R − R1 −

1

2
ρ

)]
×

×
〈

δ

δε(x1,R1)
γ2(x,R,ρ)

〉
. (1.140)Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (1.140),â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè èìååì âûðàæåíèå

〈
δ

δε(x1,R1)
γ2(x,R,ρ)

〉
=

= i
k

2
exp

(
i

k
(x− x1)∇R∇ρ

){[
δ

(
R − R1 +

1

2
ρ

)
− δ

(
R − R1 −

1

2
ρ

)]
×

× exp

(
− i

k
(x− x1)∇R∇ρ

)
Γ2(x,R,ρ)

}
, (1.141)ïîäñòàâëÿÿ êîòîðîå â (1.140), ïîëó÷àåì çàìêíóòîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

(
∂

∂x
− i

k
∇R∇ρ

)
Γ2(x,R,ρ) =

= −k
2

4

x∫

0

dx1

∫
dR1

[
Bε

(
x1,R − R1 +

1

2
ρ

)
−Bε

(
x1,R − R1 −

1

2
ρ

)]
×

× exp

(
i

k
x1∇R∇ρ

) [
δ

(
R − R1 +

1

2
ρ

)
− δ

(
R − R1 −

1

2
ρ

)]
×

× exp

(
− i

k
x1∇R∇ρ

)
Γ2(x− x1,R,ρ). (1.142)



40 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÄàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü êàê è ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ. Âû-ðàçèì êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ïîëÿ ε(x,R) ÷åðåç åå ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïîïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

(
∂

∂x
− i

k
∇R∇ρ

)
Γ2(x,R,ρ) =

=
k2

4

x∫

0

dx1

∫
dR1

∫
dqΦ(2)

ε (x1,q) eiq(R−R1)
[
exp

(
i

2
qρ

)
− exp

(
− i

2
qρ

)]
×

× exp

(
i

k
x1∇R∇ρ

)[
δ

(
R − R1 +

1

2
ρ

)
− δ

(
R − R1 −

1

2
ρ

)]
×

× exp

(
− i

k
x1∇R∇ρ

)
Γ2(x− x1,R,ρ). (1.143)Äàëåå, ââåäåì �óðüå-îáðàç �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè ïî ïåðåìåííîé R:

Γ2(x,R,ρ) =

∫
dqΓ̃2(x,q,ρ)eiqR, Γ̃2(x,q,ρ) =

1

(2π)2

∫
dRΓ2(x,R,ρ)e−iqR.Òîãäà äëÿ �óíêöèè Γ̃2(x,q,ρ) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂x
+

1

k
q∇ρ

)
Γ̃2(x,q,ρ) = −k

2

4

x∫

0

dx1

∫
dq1Φ

(2)
ε (x1,q1) ×

×
{

cos

[
x1

2k
q1(q1 − q)

]
− cos

[
q1ρ − x1

2k
q1(q1 − q)

]}
Γ̃2(x,q1,ρ) (1.144)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Γ̃2(0,q,ρ) = γ̃2(0,q,ρ),êîòîðîå, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ óæå èíòåãðî-äè��åðåí-öèàëüíûì óðàâíåíèåì.Äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèå (1.144) ïåðåõîäèò â äè�-�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(
∂

∂x
+

1

k
q∇ρ

)
Γ̃2(x,q,ρ) = −k

2

4

x∫

0

dx1

∫
dq1 Φ(2)

ε (x1,q1) {1 − cos [q1ρ]} Γ̃2(x,q1,ρ),ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ (1.89) íà ñ. 27.Îòìåòèì, ÷òî êàê ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïî x ïîëÿ ε(x,R), òàêè äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå íå ïðèìåíèìû â ñëó÷àå ε(x,R) = ε(R) èëè ñëîèñòûõñðåä ε(x,R) = ε(z). Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëå ε(x,R) èìååò �îðìàëüíî áåñêîíå÷íûé ðàäèóñêîððåëÿöèè ïî x-îñè.

1.4. Àìïëèòóäíî-�àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ 411.4. Àìïëèòóäíî-�àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ(ìåòîä ïëàâíûõ âîçìóùåíèé)�àññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå àìïëèòóäíî-�àçîâûõ �ëóêòóàöèé âîë-íû.Ââåäåì àìïëèòóäó è �àçó âîëíîâîãî ïîëÿ, à òàêæå êîìïëåêñíóþ �àçó âîëíû ïî�îðìóëå

u(x,R) = A(x,R)eiS(x,R) = eφ(x,R),ãäå

φ(x,R) = χ(x,R) + iS(x,R),

χ(x,R) = lnA(x,R) � óðîâåíü àìïëèòóäû âîëíû, a S(x,R) � �ëóêòóàöèè �àçûâîëíû îòíîñèòåëüíî �àçû ïàäàþùåé âîëíû kx. Èñõîäÿ èç ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(1.39) íà ñ. 14, ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ êîìïëåêñíîé �àçû íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òàêíàçûâàåìîãî ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèé �ûòîâà (ÌÏÂ):
∂

∂x
φ(x,R) =

i

2k
∆Rφ(x,R) +

i

2k
[∇Rφ(x,R)]2 + i

k

2
ε(x,R). (1.145)Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû, êîòîðûé è áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàëü-íåéøåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u0(R) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

φ(0,R) = 0.�àçäåëÿÿ â óðàâíåíèè (1.145) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì

∂

∂x
χ(x,R) +

1

2k
∆RS(x,R) +

1

k
[∇Rχ(x,R)] [∇RS(x,R)] = 0, (1.146)

∂

∂x
S(x,R) − 1

2k
∆Rχ(x,R) − 1

2k
[∇Rχ(x,R)]2 +

1

2k
[∇RS(x,R)]2 =

k

2
ε(x,R).(1.147)Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (1.146) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíû

I(x,R) = e2χ(x,R) â âèäå
∂

∂x
I(x,R) +

1

k
∇R [I(x,R)∇RS(x,R)] = 0. (1.148)Åñëè �óíêöèÿ ε(x,R) äîñòàòî÷íî ìàëà, òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.146) è (1.147)ìîæíî ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûå ðÿäû ïî ïîëþ ε(x,R). Ïðè ýòîì òàê íàçûâàåìîìóïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ÌÏÂ �ûòîâà ñîîòâåòñòâóþò ãàóññîâû ïîëÿ χ(x,R), S(x,R),ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíå-íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èòåðàöèîííûõ ðÿäîâ. Òàê, âòîðûå ìîìåíòû (â òîì ÷èñëå è äèñ-ïåðñèè) ýòèõ ïîëåé îïðåäåëÿþòñÿ èç ëèíåàðèçèðîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.146)è (1.147), ò. å. ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂

∂x
χ0(x,R) = − 1

2k
∆RS0(x,R),

∂

∂x
S0(x,R) =

1

2k
∆Rχ0(x,R) +

k

2
ε(x,R),

(1.149)à ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç íåïîñðåäñòâåííîãî óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé (1.146)è (1.147). Òàêîå àìïëèòóäíî��àçîâîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîä-íîé ñðåäå âïåðâûå áûëî èñïîëüçîâàíî áîëåå 50 ëåò íàçàä â ðàáîòå À.Ì. Îáóõîâà [26℄



42 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(ñì., òàêæå, [27℄, â êîòîðîé îí âïåðâûå ó÷åë äè�ðàêöèîííûå ý��åêòû ïðè ðàñïðî-ñòðàíåíèè âîëí â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. �àíåå àíàëîãè÷íûåèññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (àêóñòèêè). Ìåòî-äèêà, ïðåäëîæåííàÿ â ýòîé ðàáîòå, íå ïîòåðÿëà ñâîåé àêòóàëüíîñòè è â íàñòîÿùåå âðå-ìÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõïðèëîæåíèé. Îäíàêî, êàê áûëî ïîçäíåå îáíàðóæåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòàõ [7,8℄,�ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ áûñòðî íàðàñòàþò ñ ðàññòîÿíèåì èç-çà ý��åêòà ìíîãî-êðàòíîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàññòîÿíèÿ, ñòàíîâÿòñÿ íåïðèãîä-íûìè ðàñ÷åòû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé â òîé èëè èíîé åå �îðìå (îáëàñòü ñèëüíûõ�ëóêòóàöèé).Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.149) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ôóðüå ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå. Ââîäÿ �óðüå-îáðàçû âñåõ ïîëåé, à òàêæå�óðüå-îáðàç ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) ïî �îðìóëàì

χ0(x,R) =

∫
dq χ0

q(x)eiqR, χ0
q(x) =

1

(2π)2

∫
dRχ0(x,R)e−iqR;

S0(x,R) =

∫
dq S0

q(x)eiqR, S0
q(x) =

1

(2π)2

∫
dRS0(x,R)e−iqR;

ε(x,R) =

∫
dq εq(x)eiqR, εq(x) =

1

(2π)2

∫
dR ε(x,R)e−iqR,

(1.150)

ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.149) â âèäå

χ0
q(x) =

k

2

x∫

0

dξ εq(ξ) sin
q2

2k
(x− ξ), S0

q(x) =
k

2

x∫

0

dξ εq(ξ) cos
q2

2k
(x− ξ). (1.151)Ïðè âû÷èñëåíèè êîíêðåòíûõ èíòåãðàëîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíûì ïîëåì ε(x,R),êîððåëÿöèîííàÿ è ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèè êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè (1.79)íà ñ. 24 è (1.92) íà ñ. 27, ëåãêî ïîëó÷èòü è êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîãîãàóññîâà ïîëÿ εq(x).Â ñàìîì äåëå, äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R)ñâÿçü ìåæäó êîððåëÿöèîííîé è ñïåêòðàëüíîé �óíêöèÿìè èìååò âèä

Bε(x1 − x2,R1 − R2) = 2πδ(x1 − x2)

∫
dq Φε(0,q)eiq(R1−R2). (1.152)Óìíîæàÿ òåïåðü ðàâåíñòâî (1.152) íà (2π)−4 exp (−i (q1R1 + q2R2)) è èíòåãðèðóÿ ïî

R1 è R2, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (1.150) è ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî
〈
εq1

(x1)εq2
(x2)

〉
= 2πδ(x1 − x2)δ(q1 + q2)Φε(0,q1). (1.153)Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîëå ε(x,R) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî â êîíå÷íîì ñëîå (0, ∆x),à ïðè x > ∆x ïîëå ε(x,R) = 0, òî âìåñòî �îðìóëû (1.153) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈
εq1

(x1)εq2
(x2)

〉
= 2πδ(x1 − x2)θ(∆x− x)δ(q1 + q2)Φε(0,q1). (1.154)Åñëè ðàññìîòðåòü �ëóêòóàöèè ïîëÿ ε(x,R), âûçûâàåìûå òóðáóëåíòíûìè ïóëüñà-öèÿìè òåìïåðàòóðû â àòìîñ�åðå Çåìëè, òî â çíà÷èòåëüíîì èíòåðâàëå âîëíîâûõ ÷èñåëòðåõìåðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èìååò âèä

Φε(q) = AC2
ε q
−11/3 (qmin ≪ q ≪ qmax), (1.155)

1.4. Àìïëèòóäíî-�àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ 43ãäå A = 0,033 � ÷èñëåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, C2
ε � ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà �ëóêòóà-öèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, çàâèñÿùàÿ îò âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Â ðÿ-äå ñëó÷àåâ èíòåãðàëû, îïèñûâàþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àìïëèòóäíî-�àçîâûõ �ëóêòóàöèé âîëíîâîãî ïîëÿ è ñîäåðæàùèå ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþâèäà (1.155), ðàñõîäÿòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñïåêòðàëü-íàÿ �óíêöèÿ âèäà

Φε(q) = Φε(q) = AC2
ε q
−11/3 exp

(
−q2/κ2

m

)
, (1.156)ãäå κm � âîëíîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèêðîìàñøòàáó òóðáóëåíòíîñòè.Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà àìïëèòóäíûõ �ëóêòóàöèé â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëè-æåíèè äëÿ ñðåäû, çàíèìàþùåé êîíå÷íóþ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà ∆x, îïèñûâàþòñÿ äèñ-ïåðñèåé óðîâíÿ àìïëèòóäû, ò. å. ïàðàìåòðîì

σ2
0(x) =

〈
χ2

0(x,R)
〉
,äëÿ êîòîðîãî, ñîãëàñíî �îðìóëàì (1.151) è (1.153), èìååì

σ2
0(x) =

∫ ∫
dq1dq2

〈
χ0

q1
(x)χ0

q2
(x)
〉

exp (i(q1 + q2)R) =

=
π2k2∆x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 − k

q2∆x

[
sin

q2x

k
− sin

q2(x− ∆x)

k

]}
. (1.157)×òîáû íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå óðîâíÿ àìïëèòóäû, âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíå-íèåì (1.148). Äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû, óñðåäíÿÿ ýòî óðàâíåíèå ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ïîëÿ ε(x,R), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

〈I(x,R)〉 = 1,êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈I(x,R)〉 = 〈exp (2χ0(x,R))〉 = exp
(
2 〈χ0(x,R)〉 + 2σ2

0(x)
)

= 1.Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÌÏÂ

〈χ0(x,R)〉 = −σ2
0(x).Óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÌÏÂ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, óñëîâèå

σ2
0(x) ≪ 1.×òî êàñàåòñÿ äèñïåðñèè èíòåíñèâíîñòè âîëíû, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ìåð-öàíèÿ, òî äëÿ íåå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèÿ ÌÏÂ èìååì

β2
0(x) =

〈
I2(x,R)

〉
− 1 =

〈
e4χ0(x,R)

〉
− 1 ≈ 4σ2

0(x). (1.158)Cëåäîâàòåëüíî, îäíîòî÷å÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîëÿ χ(x,R) â ýòîìïðèáëèæåíèè èìååò âèä

P (x, χ) =

√
2

πβ0(x)
exp

{
− 2

β0(x)

(
χ+

1

4
β0(x)

)2
}
.



44 �ëàâà 1. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿÒàêèì îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè-íîðìàëü-íûì ñëó÷àéíûì ïîëåì, è åãî îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ âû-ðàæåíèåì

P (x, I) =
1

I
√

2πβ0(x)
exp

{
− 1

2β0(x)
ln2
(
Ieβ0(x)/2

)}
. (1.159)Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ïðåäåëüíûõ àñèìïòî-òè÷åñêèõ ñëó÷àÿ.Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ ∆x ≪ x è íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì�àçîâûì ýêðàíîì. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíà ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ òîíêîãî ñëîÿ �ëóêòóè-ðóþùåé ñðåäû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ äàëåå â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå. Â òîíêîì ñëîå ñðå-äû èìåþòñÿ òîëüêî �àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ïðèðàñïðîñòðàíåíèè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå òðàíñ�îðìèðóþòñÿ â àìïëèòóäíûå �ëóê-òóàöèè â ñèëó íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé (1.146), (1.147).Âòîðîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîé ñðåäå, ò. å. óñëîâèþ ∆x = x.�àññìîòðèì ýòè ñëó÷àè ïîäðîáíåå äëÿ ñëàáûõ �ëóêòóàöèé âîëíîâîãî ïîëÿ.1.4.1. Ñëó÷àéíûé �àçîâûé ýêðàí (∆x ≪ x)Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ óðîâíÿ àìïëèòóäû îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì, âûòåêàþ-ùèì èç (1.157):

σ2
0(x) =

π2k2∆x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 − cos

q2x

k

}
. (1.160)Åñëè �ëóêòóàöèè ïîëÿ ε(x,R) âûçâàíû òóðáóëåíòíûìè ïóëüñàöèÿìè ñðåäû, òî�óíêöèÿ Φε(q) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (1.155) è èíòåãðàë (1.157) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

σ2
0(x) = 0,144C2

ε k
7/6x5/6∆x, (1.161)è, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ ìåðöàíèÿ

β2
0(x) = 0,563C2

ε k
7/6x5/6∆x. (1.162)×òî êàñàåòñÿ �àçîâûõ �ëóêòóàöèé, òî íåïîñðåäñòâåííûé �èçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåä-ñòàâëÿåò âåëè÷èíà, îïèñûâàþùàÿ óãîë ïðèõîäà âîëíû â òî÷êó (x,R):

α(x,R) =
1

k
∇RS(x,R).Äëÿ åå äèñïåðñèè, àíàëîãè÷íî âûâîäó �îðìóëû (1.160), ïîëó÷àåì �îðìóëó

〈
α2(x,R)

〉
=
π2∆x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 + cos

q2x

k

}
.1.4.2. Ñëó÷àé íåïðåðûâíîé ñðåäû (∆x = x)Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ óðîâíÿ àìïëèòóäû îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

σ2
0(x) =

π2k2x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 − k

q2x
sin

q2x

k

}
, (1.163)

1.4. Àìïëèòóäíî-�àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ 45à ïàðàìåòðû σ2
0(x) è β2

0(x) äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé ñðåäû îïèñûâàþòñÿ âûðàæå-íèÿìè

σ2
0(x) = 0,077C2

ε k
7/6x11/6, β2

0(x) = 0,307C2
ε k

7/6x11/6. (1.164)Äèñïåðñèÿ óãëà ïðèõîäà âîëíû â òî÷êó (x,R) â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé
〈
α2(x,R)

〉
=
π2x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 +

k

q2x
sin

q2x

k

}
. (1.165)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èññëåäîâàòü è äèñïåðñèþ ãðàäèåíòà óðîâíÿ àìïëè-òóäû. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ Φε(q) îïèñûâàåòñÿ�îðìóëîé (1.155). Ïðè óñëîâèè ÷òî òàê íàçûâàåìûé âîëíîâîé ïàðàìåòð (ñì., íàïðè-ìåð, [28℄) D(x) = κ2

mx/k ≫ 1, äëÿ äèñïåðñèè ãðàäèåíòà óðîâíÿ àìïëèòóäû

q = ∇Rχ(x,R),
σ2

q(x) =
〈
[∇Rχ(x,R)]2

〉
,ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òóðáóëåíòíîé ñðåäû, çàíèìàþùåé âñå ïðîñòðàíñòâî:

σ2
q(x) =

k2π2x

2

∞∫

0

dq q3Φε(q)

{
1 − k

q2x
sin

q2x

k

}
=

1.476

L2
f (x)

D1/6(x)β0(x), (1.166)ãäå ââåäåí åñòåñòâåííûé ìàñøòàá äëèíû â ïëîñêîñòè x = const, íå çàâèñÿùèé îòïàðàìåòðîâ ñðåäû, � ðàçìåð ïåðâîé çîíû Ôðåíåëÿ Lf (x) =
√
x/k, îïðåäåëÿþùèéðàçìåð ïåðåõîäíîé îáëàñòè ñâåò�òåíü ïðè äè�ðàêöèè íà êðàþ íåïðîçðà÷íîãî ýêðàíà(ñì., íàïðèìåð, [28℄).Óñëîâèåì ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÌÏÂ äëÿ àìïëèòóäíûõ �ëóêòóà-öèé â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

σ2
0(x) ≪ 1.Îáëàñòü �ëóêòóàöèé àìïëèòóäû, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî, íàçûâà-åòñÿ îáëàñòüþ ñëàáûõ �ëóêòóàöèé. Â îáëàñòè, ãäå σ2

0(x) ≥ 1 (íàçûâàåìîé îáëà-ñòüþ ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé), íåîáõîäèìî èçó÷àòü ïîëíóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâ-íåíèé (1.146), (1.147).Íà ðèñ. 1.3 ïðèâåäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè óðîâíÿ àìïëè-òóäû β(x) = 2σχ(x) îò ïàðàìåòðà β0(x) = 2σ0(x) ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà â òóð-áóëåíòíîé àòìîñ�åðå [10℄. �åøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ÌÏÂ,ïîêàçàíî íà ýòîì ðèñóíêå øòðèõîâîé ïðÿìîé. Îáëàñòü ñëàáûõ �ëóêòóàöèé èíòåí-ñèâíîñòè, êàê âèäíî èç ðèñóíêà, îãðàíè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà β0(x) ≤ 1.Èç ýòîãî ðèñóíêà òàêæå âèäíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β0(x) = 2σ0(x)âåëè÷èíà β(x) = 2σχ(x) âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.Íà ðèñ. 1.4 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ óðîâíÿ àìïëèòóäû. Èçýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â îáëàñòè ñëàáûõ è î÷åíü ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé ðàñïðåäå-ëåíèå âåðîÿòíîñòåé áëèçêî ê ãàóññîâó, îòêëîíåíèÿ îò êîòîðîãî íàáëþäàþòñÿ òîëüêîâ îáëàñòè σ2
0(x) ∼ 1.×òî êàñàåòñÿ �ëóêòóàöèé óãëà ïðèõîäà âîëíû â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, ñâÿçàííûõñ �ëóêòóàöèÿìè âåëè÷èíû α(x,R) = k−1

∇RS(x,R), òî îíè õîðîøî îïèñûâàþòñÿïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ÌÏÂ äàæå äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà σ0(x).Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) äëÿóðàâíåíèÿ (1.39) ïðàêòè÷åñêè íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà àìïëèòóäíûå �ëóê-òóàöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ïîëÿ u(x,R), ïîëó÷åííûå âûøå,
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ements
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�èñ. 1.3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ äèñ-ïåðñèè óðîâíÿ àìïëèòóäû â çàâèñèìîñòèîò ïàðàìåòðà σ0 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîò-âåòñòâóåò ðàñ÷åòó ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþÌÏÂ) �èñ. 1.4. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿèíòåíñèâíîñòè ñâåòà â òóðáóëåíòíîé ñðåäå.Ëèíèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò σ2
0 < 1; 2 � σ2

0 =
1 ÷ 4; 3 � σ2

0 > 4; 4 � σ2
0 ≥ 25ñïðàâåäëèâû è â îáëàñòè ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé àìïëèòóäû. Àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðîâåäåí â ðàç-äåëå 3.3. íà ñòð. 67.

�ë à â à 2�ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÀß ÎÏÒÈÊÀ Â ÑËÓ×ÀÉÍÎ-ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ Ñ�ÅÄÅ2.1. Äè��óçèÿ ëó÷åé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå(ëàãðàíæåâî îïèñàíèå)Â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå (ëó÷è) îïè-ñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1.71) íà ñ. 22:
d

dx
R(x) = p(x),

d

dx
p(x) =

1

2
∇Rε(x,R). (2.1)Ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ è ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �àçûâîëíû âäîëü ýòèõ ëó÷åé îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.72) íà ñ. 22:

d

dx
I(x) = −I(x)uii(x),

d

dx
uij(x) + uik(x)ukj(x) =

1

2

∂2

∂Ri∂Rj
ε(x,R).

(2.2)Óðàâíåíèÿ (2.1) è (2.2) ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû âîëíîâî-ãî ïîëÿ â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè, è ïðè ýòîìóðàâíåíèÿ (2.1) ñîâïàäàþò ïî âíåøíåìó âèäó ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå ñëó-÷àéíûõ âíåøíèõ ñèë â îòñóòñòâèå òðåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìåóðàâíåíèé.Äëÿ îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ãàóññîâà ïîëÿ ε(x,R), äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïîîñè x ñ ïàðàìåòðàìè

〈ε(x,R)〉 = 0, Bε(x− x′,R − R′) = A(R − R′)δ(x − x′)îäíîòî÷å÷íàÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

P (x,R,p) = 〈δ(R(x) − R)δ(p(x) − p)〉îïèñûâàåòñÿ, î÷åâèäíî, óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

(
∂

∂x
+ p

∂

∂R

)
P (x,R,p) = D∆RP (x,R,p), (2.3)ãäå êîý��èöèåíò äè��óçèè

D = −1

8
∆RA(R)|R=0 = π2

∞∫

0

dκκ3Φε(0, κ),47



48 �ëàâà 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåà �óíêöèÿ

Φε(q,κ) =
1

(2π)3

∞∫

−∞

dx

∫
dRBε(x,R)e−i(qx+κR),

A(R) = 2π

∫
dκ Φε(0,κ)eiκR,� òðåõìåðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R). Îòìåòèì, ÷òî äëÿîäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñëó÷àéíîé ñðåäû

Φε(0,κ) = Φε(0, κ).Óðàâíåíèå (2.3) ëåãêî ðåøàåòñÿ, è åãî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó óñëî-âèþ P (0;R,p) = δ(R)δ(p), ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåò-ðàìè

〈Rj(x)Rk(x)〉 =
2

3
Dδjkx

3, 〈Rj(x)pk(x)〉 = Dδjkx
2,

〈pj(x)pk(x)〉 = 2Dδjkx.

(2.4)Íà îñíîâå óðàâíåíèé (2.1) ëåãêî ïîëó÷èòü è ïðîäîëüíóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþñìåùåíèé ëó÷à. Óìíîæèì (2.1) íà R(x′), ãäå x′ < x, è óñðåäíèì ïî àíñàìáëþ ðåàëè-çàöèé ïîëÿ ε(x,R). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

d

dx

〈
R(x)R(x′)

〉
=
〈
p(x)R(x′)

〉
,

d

dx

〈
p(x)R(x′)

〉
=

1

2

〈
R(x′)∇Rε(x,R)

〉
,

(2.5)ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè x = x′:

〈
R(x)R(x′)

〉
x=x′ =

〈
R2(x′)

〉
,
〈
p(x)R(x′)

〉
x=x′ =

〈
p(x′)R(x′)

〉
. (2.6)Òàê êàê äëÿ ìîäåëè äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ ïî x íåîäíîðîäíîñòåé âåëè÷èíàR(x′)íå êîððåëèðîâàíà ñ ¾ïîñëåäóþùèìè¿ çíà÷åíèÿìè ∇Rε(x,R), ò. å.

〈
R(x′)∇Rε(x,R)

〉
= 0 ïðè x′ < x,òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈
p(x)R(x′)

〉
=
〈
p(x′)R(x′)

〉
= 2D(x′)2.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.5) è ðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì

〈
R(x)R(x′)

〉
= 2D(x′)2

(
x− 1

3
x′
)
.�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ñîâìåñòíîé äè��óçèè äâóõ ëó÷åé, êîòîðàÿ îïèñûâà-åòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

d

dx
Rν(x) = pν(x),

d

dx
pν(x) =

1

2
∇Rνε(x,Rν), (2.7)

2.1. Äè��óçèÿ ëó÷åé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå (ëàãðàíæåâî îïèñàíèå) 49ãäå èíäåêñîì ν = 1, 2 îáîçíà÷åíû íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëó÷åé. Äëÿ ñîâìåñòíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

P (x,R1,p1,R2,p2) = 〈δ(R1(x) − R1)δ(p1(x) − p1)δ(R2(x) − R2)δ(p2(x) − p2)〉ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà
(
∂

∂x
+ p1

∂

∂R1
+ p2

∂

∂R2

)
P (x,R1,p1,R2,p) = L̂

(
∂

∂p1

,
∂

∂p2

)
P (x,R1,p1,R2,p),(2.8)ãäå îïåðàòîð

L̂

(
∂

∂p1

,
∂

∂p2

)
=
π

4

∫
dκΦε(0, κ)

[(
κ
∂

∂p1

)2

+

(
κ
∂

∂p2

)2

+

+ 2 cos [κ(R1 − R2)]

(
κ
∂

∂p1

)(
κ
∂

∂p1

)]
.Äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé îòíîñèòåëüíîé äè��óçèè äâóõ ëó÷åé, ò. å. äëÿ �óíê-öèè

P (x,R,p) = 〈δ(R1(x) − R2(x) − R)δ(p1(x) − p2(x) − p)〉 ,ïîëó÷èì óðàâíåíèå, óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.3) íà
δ(R1(x) − R2(x) − R)δ(p1(x) − p2(x) − p)è èíòåãðèðóÿ ïî R1,R2,p1 è p2. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàí-êà: (

∂

∂x
+ p

∂

∂R

)
P (x,R,p) = Dαβ(R)

∂2

∂pα∂pβ
P (x,R,p). (2.9)Çäåñü ÷åðåç ìàòðèöó Dαβ(R) îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà

Dαβ(R) = 2π

∫
dκ [1 − cos (κR)] κακβΦε(0, κ).Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç l0 êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R), òî ïðèóñëîâèè R≫ l0 èìååì

Dαβ(R) = 2Dδαβ ,ò. å. îòíîñèòåëüíàÿ äè��óçèÿ äâóõ ëó÷åé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ óäâîåííûì êîý��èöèåí-òîì äè��óçèè ïî îòíîøåíèþ ê äè��óçèè îòäåëüíîãî ëó÷à, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè-ñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè êàæäîãî ëó÷à. Â ýòîì ñëó÷àå ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿò-íîñòåé äëÿ îòíîñèòåëüíîé äè��óçèè ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé.Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.9) íå äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. ßñíîëèøü, ÷òî ïðè ïåðåìåííîì êîý��èöèåíòå äè��óçèè ðåøåíèå åãî íå ÿâëÿåòñÿ ãàóññî-âûì ðàñïðåäåëåíèåì.Àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé R ≪ l0 äîïóñêàåò äîñòàòî÷íî ïîëíûé àíàëèç. Â ýòîìñëó÷àå �óíêöèþ {1 − cos (κR)} ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà, è äè��óçèîííàÿìàòðèöà ïðèíèìàåò âèä

Dαβ(R) = πRiRj

∫
dκ κiκjκακβΦε(0, κ).



50 �ëàâà 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåßñíî, ÷òî â ñòàòèñòè÷åñêè èçîòðîïíîì ñëó÷àå

∫
dκ κiκjκακβΦε(0, κ) = B (δijδαβ + δiαδjβ + δiβδjα) .Ñâåðòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî ïàðàì èíäåêñîâ i, j è α, β, íàéäåì, ÷òî

B =
π

4

∞∫

0

dκκ5Φε(0, κ),è, ñëåäîâàòåëüíî,

Dαβ(R) = πB
(
R2δaβ + 2RαRβ

)
. (2.10)Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà B îïðåäåëÿåò â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè àì-ïëèòóäíûå �ëóêòóàöèè. Ýòî íå ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàííûì, èáî àìïëèòóäíûå �ëóêòóà-öèè ñâÿçàíû ñ èçìåíåíèÿìè ñå÷åíèÿ ëó÷åâîé òðóáêè, ò. å. ñ îòíîñèòåëüíûìè ñìåùåíè-ÿìè ëó÷åé.Êîý��èöèåíòû äè��óçèèDαβ(R) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â �îðìå (2.10) ëèøü â òîìñëó÷àå, êîãäà ñðåäíèé êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëó÷àìè ìàë ïî ñðàâíåíèþ 
 l20. Èçóðàâíåíèÿ (2.9) ñ êîý��èöèåíòàìè (2.10), ò. å. èç óðàâíåíèÿ

(
∂

∂x
+ p

∂

∂R

)
P (x,R,p) = πB

(
R2δaβ + 2RαRβ

) ∂2

∂pα∂pβ
P (x,R,p),ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé:

d

dx

〈
p2(x)

〉
= 8πB

〈
R2(x)

〉
,

d

dx

〈
R2(x)

〉
= 2 〈R(x)p(x)〉 ,

d

dx
〈R(x)p(x)〉 =

〈
p2(x)

〉
,

(2.11)êîòîðûå ëåãêî ðåøèòü. Èç ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîéèíòåðâàë çíà÷åíèé x, íà êîòîðîì αx≫ 1
(
α = (16πB)1/3

), íî âñå åùå R2
0e

αx ≪ l20 (îíâñåãäà ñóùåñòâóåò äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé R0 � íà÷àëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæ-äó ëó÷àìè), òî â ýòîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âåëè÷èí 〈R2(x)
〉,

〈R(x)p(x)〉 è 〈p2(x)
〉. Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëî ýòîé îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà,îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì αx ∼ 1, ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì îáëàñòè ñèëüíûõ �ëóêòóàöèéèíòåíñèâíîñòè, òàê êàê αx ∼ σ

2/3
I =

〈
[ln (I/I0)]

2
〉1/3.Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Óðàâ-íåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ äè��óçèè ëó÷åé áûëî ïîëó÷åíî â ìàëîóãëîâîì ïðèáëè-æåíèè. Îòñþäà, ñîãëàñíî (2.4), âûòåêàåò óñëîâèå

〈
p2(x)

〉
≪ 1, èëè Dx≪ 1. (2.12)×òî êàñàåòñÿ ïîïðàâîê, ñâÿçàííûõ ñ êîíå÷íîñòüþ ïðîäîëüíîãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè,òî, î÷åâèäíî, ÷òî òðåáîâàíèå èõ ìàëîñòè ïðèâîäèò ê óñëîâèþ x ≫ l0 è ê òîìó æåóñëîâèþ (2.12).

2.2. Âîçíèêíîâåíèå êàóñòèê â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå 512.2. Âîçíèêíîâåíèå êàóñòèê â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîéñðåäåÊàê ìû âèäåëè âûøå, â ðàìêàõ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè, ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå îòíîñèòåëüíóþ äè��óçèþ ëó÷åé, ýêñïî-íåíöèàëüíî ðàñòóò ñ ðîñòîì äèñòàíöèè, ïðîõîäèìîé ýòèìè ëó÷àìè, ò. å., èìååò ìåñòîñòàòèñòè÷åñêîå ðàçáåãàíèå ëó÷åé. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé åäè-íèöå, â ñðåäå íà êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ îáðàçóþòñÿ êàóñòèêè [57, 60, 76, 78℄. È çàäà÷àîïèñàíèÿ ñòàòèñòèêè âîçíèêíîâåíèÿ êàóñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû áëèçêà ê çàäà÷å î ñòà-òèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ÿâëåíèÿ ïåðåáðîñà. Îíà ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþ ñòàòèñòè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèâèçíû �àçîâîãî ïîëÿ è èíòåíñèâíîñòè âîëíû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå, îïèñûâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (2.2).Â äâóìåðíîì ñëó÷àå çàäà÷à óïðîùàåòñÿ è êðèâèçíà �àçîâîé ïîâåðõíîñòè â ïëîñ-êîñòè (x, y) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
d

dx
u(x) = −u2(x) + f(x), u(0) = u0, (2.13)ãäå f(x) =

1

2

∂2

∂y2
ε(x, y(x)), à ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå ëó÷à y(x) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîéóðàâíåíèé (2.1).Äëÿ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ãàóññîâûõ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ

ε(x, y) ñ ïàðàìåòðàìè
〈ε(x, y)〉 = 0,

〈
ε(x, y)ε(x′, y′)

〉
= δ(x− x′)A(y − y′)îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé êðèâèçíû ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ñìåùå-íèÿ ëó÷à è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

∂

∂x
P (u, x) =

∂

∂u
u2P (u, x) +

D

2

∂2

∂u2
P (u, x), P (u, 0) = δ(u − u0), (2.14)ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè

D =
1

4

∂4

∂y4
A(0) = π

∞∫

0

κ4dκΦε(0, κ),ãäå Φε(0, κ) � äâóìåðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x, y).Óðàâíåíèÿ (2.13) è (2.14) ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðèëîæåíèè �.3.1. (ñì. ñ. 111). Â ýòîìïðèëîæåíèè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì è îáðà-ùàåòñÿ â −∞ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè x(u0), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëî-âèåì u0, ÷òî îçíà÷àåò �îêóñèðîâêó âîëíû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ñðåäíååçíà÷åíèå 〈x(u0)〉 â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

〈x(u0)〉 =
2

D

u0∫

−∞

dξ

∞∫

ξ

dη exp

{
2

3D

(
ξ3 − η3

)}
, (2.15)è, ñëåäîâàòåëüíî,

D1/3 〈x(∞)〉 ≈ 6,27, D1/3 〈x(0)〉 =
2

3
D1/3 〈x(∞)〉 ≈ 4,18.



52 �ëàâà 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåÂåëè÷èíà 〈x(0)〉 îïèñûâàåò ñðåäíåå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåéâîëíû âîçíèêàåò �îêóñ, à âåëè÷èíà 〈x(∞)〉 îïèñûâàåò ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâó-ìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè �îêóñàìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ óðîâíÿ àìïëèòóäû â ïåð-âîì ïðèáëèæåíèè ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèé σ2(x) ∼= Dx3, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òîñëó÷àéíàÿ �îêóñèðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ â îáëàñòè ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíî-ñòè, ãäå σ2(x) ≥ 1.Äàëüíåéøèé àíàëèç óðàâíåíèÿ (2.14) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò êðàåâûõ óñëîâèé ïîïåðåìåííîé u. Òàê, åñëè ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ u(x) ðàçðûâíîé è îïðåäåëåííîé äëÿâñåõ çíà÷åíèé x òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå îáðàùåíèå â −∞ â òî÷êå x→ x0−0 íåìåäëåííîñîïðîâîæäàåòñÿ çíà÷åíèåì ∞ â òî÷êå x→ x0+0, òî êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ(2.14) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

J(x, u)|u→∞ = J(x, u)|u→−∞,ãäå ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé

J(x, u) = u2P (x, u) +
D

2

∂

∂u
P (x, u).Ýòîò ñëó÷àé òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðèëîæåíèè �.3.1. íà ñ. 113, è óðàâíåíèå (2.14)èìååò ¾ñòàöèîíàðíóþ¿, íå çàâèñÿùóþ îò x, ïðåäåëüíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, ñî-îòâåòñòâóþùóþ ïîñòîÿíñòâó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé:

P (u) = J

u∫

−∞

dξ exp

{
2

3D

(
ξ3 − u3

)}
, (2.16)ãäå

J =
1

〈x(∞)〉 .Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ u èç (2.14) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà
P (u) ≈ 1

〈x(∞)〉 u2
,÷òî îçíà÷àåò �îðìèðîâàíèå ñòàöèîíàðíîé ñòàòèñòèêè ïîâåäåíèåì �óíêöèè u(x) â îêðåñò-íîñòè åå ðàçðûâîâ:

u(x) =
1

x− xk
.Èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè ðàçðûâîâ èìååò ñòðóêòóðó, âûòåêàþ-ùóþ èç (2.2):

I(x) =
xk

|x− xk|
.Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èíû z(x) = I2(x) äëÿäîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé x è z îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

P (x, z) =
∞∑

k=0

〈
δ

(
x2

k

(x− xk)2
− z

)〉
=

1

z2

∞∑

k=0

〈
δ

(
(x− xk)

2

x2
k

− 1

z

)〉
=

=
x

z
√
z

∞∑

k=0

〈δ(x− xk)〉 =
x

z
√
z

1

2π

∞∫

−∞

dk e−ikx Φ0(k)

1 + Φ(k)
,

2.2. Âîçíèêíîâåíèå êàóñòèê â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå 53ãäå Φ0(k) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðîì âïåðâûå âîçíèêàþòêàóñòèêè, à Φ(k) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìèêàóñòèêàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x ≫ 〈x(∞)〉 ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéäëÿ âåëè÷èíû z èìååò âèä

P (x, z) =
x

〈x(∞)〉 z√z ,è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé èíòåí-ñèâíîñòè âîëíû I èìååò âèä

P (x, I) =
2x

〈x(∞)〉 I2
,çàâèñÿùèé îò ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåííîãî âîëíîé, è çàòóõàþùèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

I ñòåïåííûì îáðàçîì.Äðóãîé òèï êðàåâûõ óñëîâèé âîçíèêàåò, êîãäà êðèâàÿ u(x) îáðûâàåòñÿ ïðè äîñòè-æåíèè −∞ â òî÷êå x = x0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì
J(x, u) → 0 ïðè u→ ±∞,è âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ �îêóñà íà ðàññòîÿíèè x îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

P (x > x0) = 1 −
∞∫

−∞

duP (x, u).Ñëåäîâàòåëüíî, åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ ïîòîêà âåðîÿòíîñòåéñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà [60, 76, 78℄
p(x) =

∂

∂x
P (x > x0) = − ∂

∂x

∞∫

−∞

duP (x, u) = lim
u→−∞

J(x, u).×òîáû ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü p(x) îò ìàëîãî ïàðàìåòðà (D → 0),âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé àíàëèçà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ìàëûìïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.14) â âèäå

P (x, u) = C(D) exp

{
− 1

D
A(x, u) −B(x, u)

}
. (2.17)Ïîäñòàâëÿÿ (2.17) â óðàâíåíèå (2.14) è âûäåëÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà D0 è D−1, ïîëó÷àåìóðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ �óíêöèé A(x, u) è B(x, u). Ïîñòîÿííàÿ C(D)îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðè x→ 0 ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, íàïðèìåð, äëÿ ïëîñ-êîé ïàäàþùåé âîëíû, äîëæíà èìåòü âèä

P (x, u) =
1√

2πDx
exp

{
− u2

2Dx

}
.Ýòî äàåò îöåíêó C(D) ∼= 1/

√
D. Ïîäñòàâëÿÿ (2.17) â âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðî-ÿòíîñòåé îáðàçîâàíèÿ �îêóñà, ïîëó÷àåì

p(x) = lim
u→−∞

P (x, u)

[
u2 − 1

2

∂

∂u
A(x, u)

]
. (2.18)Îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå P (x, u) â âèäå (2.17) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåìåäëåííîñòðóêòóðíóþ çàâèñèìîñòü p(x) îò x èç ðàçìåðíûõ ñîîáðàæåíèé [57℄. Â ñàìîì äåëå,âåëè÷èíû u, D è P (x, u) èìåþò ðàçìåðíîñòè

[u] = x−1, [D] = x−3, [P (x, u)] = x



54 �ëàâà 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåñîîòâåòñòâåííî, è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿ èç (2.17) è (2.18) ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü

p(x) = C1D
−1/2x−5/2 exp

(
− C2

Dx3

)
,è îñòàþùàÿñÿ çàäà÷à ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ïîñòîÿííûõ C1 è C2. Ýòè ïîñòîÿííûåáûëè âû÷èñëåíû â ðàáîòå [60℄ è îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà èìååò âèä

p(x) = 3α2 (2πD)−1/2 x−5/2 exp

(
− α4

6Dx3

)
, (2.19)ãäå ïàðàìåòð α = 2,85.Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè âûðàæåíèÿ (2.19) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Dx3 ≪ 1. Îäíàêî,êàê áûëî ïîêàçàíî â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [60℄ ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âû-ðàæåíèå (2.19) òàêæå äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è ïðè

Dx3 ∼ 1.Îáñóäèì òåïåðü òðåõìåðíóþ çàäà÷ó. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ êðè-âèçíó �àçîâîãî �ðîíòà:

uij(x) =
1

k

∂2

∂Ri∂Rj
S(x,R),óäîâëåòâîðÿåò ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

d

dx
u(x) + u2(x) = F (x,R(x)) , (2.20)ãäå ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ

Fij (x,R(x)) =
1

2

∂2

∂Ri∂Rj
ε(x,R), i, j = 1, 2.Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà uij(x) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ ïî-ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà:

DT (x)u(x)D(x) = Λ(x), (2.21)ãäå ìàòðèöû Λ(x) è D(x) (DT (x) � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà) èìåþò ñòðóêòóðó
Λ(x) =

∥∥∥∥∥
λ1(x) 0

0 λ2(x)

∥∥∥∥∥ , D(x) =

∥∥∥∥∥
cos θ(x) − sin θ(x)

sin θ(x) cos θ(x)

∥∥∥∥∥ ,à âåëè÷èíû λ1(x), λ2(x), ÿâëÿþùèåñÿ �óíêöèÿìè ïàðàìåòðà x, îïèñûâàþò ãëàâíûåêðèâèçíû �àçîâîãî �ðîíòà S(x,R) = const.Äè��åðåíöèðóÿ (2.21) ïî x è èñïîëüçóÿ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.20), ïîëó÷àåìñòîõàñòè÷åñêîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ Λ(x) âèäà
d

dx
Λ(x) = −Λ2(x) +

dDT (x)

dx
D(x)Λ(x) + Λ(x)DT (x)

dD(x)

dx
+DT (x)F (x)D(x), (2.22)êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå òðåõ óðàâíåíèé äëÿ åå êîìïîíåíò:

d

dx
λ1(x) = −λ2

1(x) + F11(x) cos2 θ(x) + F22(x) sin2 θ(x) + F12(x) sin 2θ(x),

d

dx
λ2(x) = −λ2

2(x) + F22(x) cos2 θ(x) + F11(x) sin2 θ(x) − F12(x) sin 2θ(x),

d

dx
θ(x) =

1

2

F22(x) − F11(x)

λ1(x) − λ2(x)
sin 2θ(x) +

F12(x)

λ1(x) − λ2(x)
cos 2θ(x). (2.23)

2.2. Âîçíèêíîâåíèå êàóñòèê â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå 55Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòåé âåëè÷èí λ1(x), λ2(x) âèäà [57℄
∂

∂x
P (x, λ1, λ2) =

(
∂

∂λ1

[
λ2

1 −
2D

λ1 − λ2

]
+

∂

∂λ2

[
λ2

2 −
2D

λ1 − λ2

])
P (x, λ1, λ2) +

+D

(
3
∂2

∂λ2
1

+
∂2

∂λ1∂λ2
+ 3

∂2

∂λ2
2

)
P (x, λ1, λ2), (2.24)

P (0;λ1, λ2) = δ(λ1)δ(λ2),ãäå

D =
1

64
∆2

RA(R)
∣∣∣
R=0

=
π2

16

∞∫

0

dκκ5Φε(0, κ).Îòìåòèì, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñòîõà-ñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà:
d

dx
λ1(x) = −λ2

1 +
2D

λ1 − λ2
+ F (x) + F̃ (x),

d

dx
λ2(x) = −λ2

2 −
2D

λ1 − λ2
+ F (x) − F̃ (x),

(2.25)ñî ñëó÷àéíûìè äåëüòà-êîððåëèðîâàííûìè �óíêöèÿìè F (x) è F̃ (x), è, ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé x, à èìåííî Dx3 ≪ 1, ïîëó÷àåì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿò-íîñòåé äëÿ λ1(x), λ2(x) âèäà
P (x, λ1, λ2) =

|λ1 − λ2|
32
√

2π (Dx)3
exp

{
− 1

32Dx

(
3λ2

1 − 2λ1λ2 + 3λ2
2

)}
. (2.26)Åñòåñòâåííî, âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ êàóñòèê â ýòîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà(Dx3 ≪ 1) íè÷òîæíî ìàëà. Åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì, àíà-ëîãè÷íûì ðàâåíñòâó äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ [76℄:

p(x) = −
∞∫

−∞

dλ1

∞∫

−∞

dλ2∇λJ(x,λ), λ = (λ1, λ2), (2.27)ãäå âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåííûé èç óðàâíåíèÿ (2.24), èìååòñòðóêòóðó

J(x,λ) =




λ2
1 −

2D

λ1 − λ2
+ 3D

∂

∂λ1
+
D

2

∂

∂λ2

λ2
2 +

2D

λ1 − λ2
+ 3D

∂

∂λ2
+
D

2

∂

∂λ1



P (x, λ1, λ2).�àâåíñòâî (2.27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà:

p(x) =

∮

C

dsJ(x,λ)n, (2.28)



56 �ëàâà 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåâ ïðåäåëå, êîãäà äèàìåòð êîíòóðà C → ∞, ãäå âåêòîð n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëèê ãðàíèöå êîíòóðà C.Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (2.24), íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó D, ïðåä-ñòàâëÿÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.24) â âèäå

P (x, λ1, λ2) = D−3/2 exp

{
− 1

D
A(x, λ1, λ2) −B(x, λ1, λ2)

}
.Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ P (x, λ1, λ2) äîëæíà èìåòü ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó íà êîí-òóðå C, â êîòîðîé �óíêöèÿ A(x, λ1, λ2) èìååò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ýòî äàåò äî-ïîëíèòåëüíûé �àêòîð D1/2 ïðè Dx3 → 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿðàçìåðíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé îáðàçîâàíèÿ êàóñòèê âû-ðàæåíèå [57℄

p(x) =
α

Dx4
exp

{
− β

Dx3

}
,ãäå α è β � ÷èñëåííûå ïîñòîÿííûå. Ýòîò çàêîí ñ α = 2,74 è β = 0,66 áûë ïîëó÷åíâ ðàáîòå [76℄.2.3. Àìïëèòóäíî-�àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ(ýéëåðîâî îïèñàíèå)Åñëè ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (k → ∞), ðàññìîòðåíèåàìïëèòóäíî-�àçîâûõ �ëóêòóàöèé â ýéëåðîâîì îïèñàíèè ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ îáû÷íî ýéêîíàëîì:

Θ(x,R) =
1

k
S(x,R),è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó k → ∞. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.146) äëÿ âåëè÷èíû χ(x,R)íà ñ. 41 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ (1.148), íå ìåíÿåòñÿ, ò. å.ñîõðàíÿåò âèä

∂

∂x
I(x,R) + ∇R [I(x,R)∇RΘ(x,R)] = 0, (2.29)à óðàâíåíèå (1.147) äëÿ �àçû âîëíîâîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè:

∂

∂x
Θ(x,R) +

1

2
[∇RΘ(x,R)]2 =

1

2
ε(x,R). (2.30)Ïðè ýòîì äëÿ ïîïåðå÷íîãî ãðàäèåíòà �àçû âîëíû ìû ïîëó÷àåì çàìêíóòîå êâàçèëè-íåéíîå óðàâíåíèå

{
∂

∂x
+
∂Θ(x,R)

∂R
∇R

}
∇RΘ(x,R) =

1

2
∇Rε(x,R). (2.31)Óðàâíåíèÿ (2.29)�(2.31) ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ àíàëèçà àìïëèòóä-íî-�àçîâûõ �ëóêòóàöèé â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, è ïðè ýòîì óðàâíå-íèå äëÿ �àçû âîëíû íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåìâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äëÿíåãî ÿâëÿþòñÿ ëó÷è, ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðûõ áûëî ðàññìîòðåíî ðàíåå. Çäåñüæå ìû ðàññìîòðèì òå ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåïîñðåäñòâåííîãî ðàñ-ñìîòðåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (2.29)�(2.31), ò. å. ýéëåðîâîãî îïèñàíèÿ.

2.3. Àìïëèòóäíî-�àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ (ýéëåðîâî îïèñàíèå) 57Èç óðàâíåíèé äëÿ èíòåíñèâíîñòè è �àçû âîëíû (2.29), (2.30) ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ó÷åòîìïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè âñåõ ïîëåé â ïëîñêîñòè x = const âûðàæåíèå
∂

∂x
〈I(x,R)Θ(x,R)〉 =

〈
I(x,R) [∇RΘ(x,R)]2

〉
+

1

2
〈ε(x,R)I(x,R)〉 .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè èìååò ìåñòî ñîîòíîøå-íèå

1

k2
∇R1∇R2Γ2(x,R1,R2)

∣∣∣∣
R1=R2=R

=
〈
I(x,R) [∇RΘ(x,R)]2

〉
. (2.32)Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.32) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîð-ðåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ êîãåðåíòíîñòè Γ2(x,R1,R2)îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (1.96) íà ñ. 28 äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû (u0 = 1),a 〈ε(x,R)I(x,R)〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

〈
I(x,R) [∇RΘ(x,R)]2

〉
= −1

4
∆RA(0)x = γ(x),

〈I(x,R)Θ(x,R)〉 = − 1

16
∆RA(0)x,

(2.33)ãäå
γ(x) = π2x

∞∫

0

dq q3Φε(q) =
〈
[∇RΘ0(x,R)]2

〉� äèñïåðñèÿ óãëà ïðèõîäà âîëíû â òî÷êó íàáëþäåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÌÏÂâ ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè.Â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè è ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãîñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå çàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè

G(x,R; Θ,p) = 〈I(x,R)δ (Θ(x,R) − Θ) δ (∇RΘ(x,R) − p)〉 ,îïèñûâàþùåé êîððåëÿöèè èíòåíñèâíîñòè ñ �àçîé è ãðàäèåíòîì �àçû âîëíû. Äè��å-ðåíöèðóÿ ýòó �óíêöèþ ïî x, èñïîëüçóÿ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (2.29)�(2.31) è ðàñ-ùåïëÿÿ êîððåëÿöèè ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (1.86), ñ. 26, ïîñëå íåñ-ëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂x
+ p∇R +

1

2
p2 ∂

∂Θ

)
G(x,R; Θ,p) =

=
1

4

(
A(0)

∂2

∂Θ2
− 1

2
∆RA(0)

∂2

∂p2

)
G(x,R; Θ,p). (2.34)Äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû, â ñèëó ñòàòèñòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè âñåõ ïîëåé â ïëîñ-êîñòè x = const, ∇RG(x,R; Θ,p) = 0, ò. å. �óíêöèÿ G(x,R; Θ,p) = G(x,Θ,p) íåçàâèñèò îò R è óðàâíåíèå (2.34) óïðîùàåòñÿ:

(
∂

∂x
+

1

2
p2 ∂

∂Θ

)
G(x,R; Θ,p) =

1

4

(
A(0)

∂2

∂Θ2
− 1

2
∆RA(0)

∂2

∂p2

)
G(x,R; Θ,p). (2.35)Ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî äëÿ âåëè÷èí

〈I(x,R)Θm(x,R) |∇RΘ(x,R)|n〉



58 �ëàâà 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåèç íåãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà çàìêíóòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèéïåðâîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèå êîòîðîé íå âûçûâàåò îñîáûõ çàòðóäíåíèé. Ïîëó÷åííûå âû-øå âûðàæåíèÿ (2.33) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåøåíèé òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (2.34) ïî Θ, ò. å. èñêëþ÷èòü �àçóâîëíû èç ðàññìîòðåíèÿ, òî ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

(
∂

∂x
+ p∇R

)
G(x,R;p) = −1

8
∆RA(0)

∂2

∂p2
G(x,R;p), (2.36)êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, îïèñûâàþùèì äè��ó-çèþ îòäåëüíîãî ëó÷à. Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ëàãðàíæå-âûõ êîîðäèíàò ê ýéëåðîâûì êîîðäèíàòàì j(x) = 1/I(x).Çàìå÷àíèå 2.1. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà è ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè�àíåå ìû ââåëè �óíêöèþ Âèãíåðà, îïðåäåëåííóþ â âèäå èíòåãðàëà:

W (x,R, q) =
1

(2π)
2

∫
dρ u

(
x,R +

1

2
ρ

)
u∗
(
x,R − 1

2
ρ

)
e−iqρ,ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îò �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòî-ðîãî ïîðÿäêà. Ââîäÿ â ýòó �îðìóëó àìïëèòóäó è �àçó âîëíîâîãî ïîëÿ è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

k → ∞ (â ýòîì ïðåäåëå ñëåäóåò ðàçëîæèòü âñå �óíêöèè ïî ρ), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

W (x,R,p) =
1

(2π)2

∫
dρA

(
x,R +

1

2
ρ

)
A

(
x,R − 1

2
ρ

)
×

× exp

{
i

[
S

(
x,R +

1

2
ρ

)
− S

(
x,R − 1

2
ρ

)
− prho

]}
=

=
1

(2π)
2

∫
dρ I (x,R) exp

(
i

[
ρ
∂

∂R
S (x,R) − pρ

])
= I (x,R) δ

(
∂

∂R
S (x,R) − p

)
.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â ãåîìåòðîîïòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèèñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé G(x,R; p), ò. å. åñëè ìû òåïåðü îïðåäåëèì �óíêöèþ F (x,R; ρ) êàêïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò �óíêöèè G(x,R; p):

F (x,R; ρ) =

∫
dpG(x,R; p)eipρ,òî äëÿ íåå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.36) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂x
− i

∂2

∂R∂ρ

)
G(x,R; ρ) =

1

8
∆RA(0)ρ2G(x,R; ρ),êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà (1.89), åñëèâ ýòîì óðàâíåíèè ðàçëîæèòü �óíêöèè D(ρ) â ðÿä Òåéëîðà ïî àðãóìåíòó ρ [1, 56, 70℄. �Åñëè æå èñêàòü óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

P (x,R; I,Θ,p) = 〈δ (I(x,R) − I) δ (Θ(x,R) − Θ) δ (∇RΘ(x,R) − p)〉 ,ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè (x,R), òî ïîëó÷èòü åãî â çà-ìêíóòîì âèäå íå óäàåòñÿ. Îäíàêî óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ìîæíî çà-ìêíóòü, åñëè åå ïåðåìåííûå äîïîëíèòü ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, õàðàêòåðèçóþùåéêðèâèçíó �àçîâîãî �ðîíòà:
uij(x,R) =

∂2

∂Ri∂Rj
Θ(x,R),

2.3. Àìïëèòóäíî-�àçîâûå �ëóêòóàöèè âîëíîâîãî ïîëÿ (ýéëåðîâî îïèñàíèå) 59êîìïîíåíòû êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

{
∂

∂x
+ (∇RΘ(x,R)) ∇R

}
uij(x,R)+uil(x,R)ulj(x,R) =

1

2

∂2

∂Ri∂Rj
ε(x,R). (2.37)Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èìåííî �ëóêòóàöèè êðèâèçíû �àçîâîãî �ðîíòà ïîðîæäàþò�ëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè âîëíû â ãåîìåòðîîïòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.Ââåäåì òåïåðü èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

W (x,R; I,Θ,p, uij) =

= δ (I(x,R) − I) δ (Θ(x,R) − Θ) δ

(
∂Θ(x,R)

∂R
− p

)
δ

(
∂2Θ(x,R)

∂Ri∂Rj
− uij

)
,ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ êîòîðîé èìååò âèä

(
∂

∂x
+ p

∂

∂R
+

p2

2

∂

∂Θ
− uii

∂

∂I
I − ∂

∂uik
uilulk − uii

)
W (x,R; I,Θ,p, uij) =

= −1

2

(
ε(x,R)

∂

∂Θ
+
∂ε(x,R)

∂R

∂

∂p
+
∂2ε(x,R)

∂Ri∂Rk

∂

∂uik

)
W (x,R; I,Θ,p, uij). (2.38)Óñðåäíèì óðàâíåíèå (2.38) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ ε(x,R). Èñïîëüçóÿ äëÿðàñùåïëåíèÿ êîððåëÿöèé �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (1.86) íà ñ. 26, äëÿ ñîâìåñòíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âñåõ âåëè÷èí,

P (x,R; I,Θ,p, uij) = 〈W (x,R; I,Θ,p, uij)〉 ,ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
(
∂

∂x
+ p

∂

∂R
+

p2

2

∂

∂Θ
− uii

∂

∂I
I − ∂

∂uik
uilulk − uii

)
P (x,R; I,Θ,p, uij) =

=
1

4

[
A(0)

∂2

∂Θ2
+ ∆RA(0)

(
∂2

∂Θ∂uii
− 1

2

∂2

∂p2

)
−

− 1

8
∆2

RA(0)

(
2
∂2

∂u2
kl

+
∂2

∂u2
ii

)]
P (x,R; I,Θ,p, uij). (2.39)Äëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû, â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè, âåëè÷èíà

∂

∂R
P (x,R; I,Θ,p, uij) = 0 è P (x,R; I,Θ,p, uij) = P (x, I,Θ,p, uij).Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (2.39) ïî Θ è I, ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå, îïèñû-âàþùåå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ �ëóêòóàöèé �àçîâûõ ãðàäèåíòîâ:

P (x,p, uij) =

〈
δ

(
∂Θ(x,R)

∂R
− p

)
δ

(
∂2Θ(x,R)

∂Ri∂Rj
− uij

)〉
,âèäà

(
∂

∂x
− ∂

∂uik
uilulk − uii

)
P (x,p, uij) =

= −1

8

[
∆RA(0)

∂2

∂p2
+

1

4
∆2

RA(0)

(
2
∂2

∂u2
kl

+
∂2

∂u2
ii

)]
P (x,p, uij). (2.40)



60 �ëàâà 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåÀíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (2.39) ïî Θ è ïî p, ïîëó÷àåì óðàâ-íåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

P (x, I, uij) =

〈
δ (I(x,R) − I) δ

(
∂2Θ(x,R)

∂Ri∂Rj
− uij

)〉
,îïèñûâàþùåå �ëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ:

(
∂

∂x
− uii

∂

∂I
I − ∂

∂uik
uilulk − uii

)
P (x, I, uij) =

= − 1

32
∆2

RA(0)

(
2
∂2

∂u2
kl

+
∂2

∂u2
ii

)
P (x, I, uij). (2.41)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (2.41) ïî I, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-ñòåé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �àçû, îïèñûâàþùèõ êðèâèçíó �àçîâîãî �ðîíòà, âèäà

(
∂

∂x
− ∂

∂uik
uilulk − uii

)
P (x, uij) = − 1

32
∆2

RA(0)

(
2
∂2

∂u2
kl

+
∂2

∂u2
ii

)
P (x, uij). (2.42)Ñðàâíèâàÿ (2.42) ñ (2.40), âèäèì, ÷òî ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå �àçû âîë-íû ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ãðàäèåíòîâ�àçû óäîâëåòâîðÿåò ïðè ýòîì óðàâíåíèþ

∂

∂x
P (x,p) = −1

8
∆RA(0)

∂2

∂p2
P (x,p). (2.43)Èç óðàâíåíèÿ (2.43) ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå (îäíîòî÷å÷íîå) âåëè÷èíû

∇RΘ(x,R) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñ äèñïåðñèåé

〈
[∇RΘ(x,R)]2

〉
= −1

8
∆RA(0)x,÷òî ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ìàëûõ �ëóêòóàöèé àìïëèòóäû âîëíû è,ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùàåò åãî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ �ëóêòóàöèé àìïëèòóäû. Â òîæå âðåìÿ, êàê âèäíî èç (2.41), ñóùåñòâóåò ñèëüíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó �ëóê-òóàöèÿìè èíòåíñèâíîñòè è êðèâèçíîé �àçîâîãî �ðîíòà.Óðàâíåíèÿ (2.39)�(2.42) ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Òàê, óðàâ-íåíèå (2.41) ïðèíèìàåò âèä

(
∂

∂x
− u

∂

∂I
I − ∂

∂u
u2 − u

)
P (x, I, u) = − 3

32

∂2A(0)

∂y2

∂2

∂u2
P (x, I, u). (2.44)Ïîëó÷åííûå âûøå óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíû è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷å-ñêè íåèçó÷åíû.

�ë à â à 3ÊÎÍÒÈÍÓÀËÜÍÀß ÇÀÏÈÑÜ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È3.1. Îáùèå ñîîòíîøåíèÿ�àññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå õàðàêòåðèñòèê âîëíîâîãî ïîëÿ â ñðå-äå ñî ñëó÷àéíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè �óíêöèîíàëüíîéçàïèñè ðåøåíèÿ çàäà÷è [11, 21, 47, 49, 50, 56, 73�75℄.Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå áóäåì èñõî-äèòü, èç ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39) íà ñ. 14, ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â îïåðàòîðíîé �îðìå èëè â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ ìåòîäïðåäëîæåííûé Å.Ñ. Ôðàäêèíûì â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ [34, 53℄.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âìåñòî (1.39) áîëåå ñëîæíîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå ïðîèç-âîëüíóþ äåòåðìèíèðîâàííóþ âåêòîðíóþ �óíêöèþ v(x):
∂

∂x
Φ(x,R) =

i

2k
∆RΦ(x,R) + i

k

2
ε(x,R)Φ(x,R) + v(x)∇RΦ(x,R),

Φ(0,R) = u0(R).

(3.1)Òîãäà ðåøåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39) ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâî

u(x,R) = Φ(x,R)
∣∣∣
v(x)=0

. (3.2)Äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé δΦ(x,R)/δv(x− 0) ñòàíäàðòíûì ïóòåì ïîëó÷àåìâûðàæåíèå
δΦ(x,R)

δv(x− 0)
= ∇RΦ(x,R), (3.3)è óðàâíåíèå (3.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂x
Φ(x,R) =

i

2k

δ2Φ(x,R)

δv2(x− 0)
+ i

k

2
ε(x,R)Φ(x,R) + v(x)∇RΦ(x,R). (3.4)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) â âèäå

Φ(x,R) = exp





i

2k

x−0∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)




ϕ(x,R). (3.5)Îïåðàòîð, ñòîÿùèé â ýêñïîíåíòå (3.5), ïåðåñòàíîâî÷åí ñ �óíêöèåé v(x), è, ñëåäîâà-òåëüíî, äëÿ �óíêöèè ϕ(x,R) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂

∂x
ϕ(x,R) = i

k

2
ε(x,R)ϕ(x,R) + v(x)∇Rϕ(x,R), ϕ(0,R) = u0(R), (3.6)ðåøåíèå êîòîðîãî, êàê �óíêöèîíàë îò v(ξ), âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(x,R) = ϕ [x,R;v(ξ)] = u0


R +

x∫

0

dξ v(ξ)


 exp





i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)








.(3.7)61



62 �ëàâà 3. Êîíòèíóàëüíàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ çàäà÷èÑëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (3.5) è (3.2) ïîëó÷àåì îïåðàòîðíóþ çàïèñü ðåøåíèÿïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39) â âèäå

u(x,R) = exp




i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)



×

× u0



R +

x∫

0

dξ v(ξ)



 exp




i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dηv(η)








∣∣∣∣∣∣∣
v(x)=0

. (3.8)Â ñëó÷àå ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû u0(R) = u0 è �îðìóëà (3.8) óïðîùàåòñÿ:

u(x,R) = u0 exp




i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)



 exp




i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)








∣∣∣∣∣∣∣
v(x)=0

.(3.9)�àññìîòðèì òåïåðü �îðìàëüíî óðàâíåíèå (3.6) êàê ñòîõàñòè÷åñêîå, ãäå �óíêöèþ

v(x) áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü ¾ãàóññîâîé¿ ñëó÷àéíîé âåêòîðíîé �óíêöèåé ñî ñðåäíèìçíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ, è ìíèìîé ¾êîððåëÿöèîííîé¿ �óíêöèåé:

〈
vi(x)vj(x

′)
〉

=
i

k
δijδ(x− x′). (3.10)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå �îðìóëû, ñïðàâåäëèâûå äëÿ îáû÷íûõ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ, âåðíû è â ýòîì ñëó÷àå.Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (3.6) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà v(x), ìûäëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈ϕ(x,R)〉v ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíè-åì (1.39). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39) äîïóñêàåò âåðî-ÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ, à èìåííî: åãî ìîæíî �îðìàëüíî çàïèñàòü â âèäå ñðåäíåéâåëè÷èíû:

u(x,R) = 〈ϕ [x,R;v(ξ)]〉v . (3.11)Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �åéìàíîâñêîãî êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà:
u(x,R) =

∫
Dv(x)u0



R +

x∫

0

dξ v(ξ)



 ×

× exp




i
k

2

x∫

0

dξ


v2(ξ) + ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)










, (3.12)ãäå èíòåãðàëüíàÿ ìåðà

Dv(x) =

x∏
ξ=0

dv(ξ)

∫
. . .

∫ x∏

ξ=0

dv(ξ) exp




i
k

2

x∫

0

dξ v2(ξ)






.Ïðåäñòàâëåíèÿ (3.8) è (3.11) ýêâèâàëåíòíû. Â ñàìîì äåëå, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (3.6) êàê �óíêöèîíàë ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà v(ξ), ðàâåíñòâî (3.11) ìîæíî
3.1. Îáùèå ñîîòíîøåíèÿ 63ïåðåïèñàòü â âèäå öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

u(x,R) = 〈ϕ [x,R;v(ξ) + y(ξ)]〉v
∣∣∣
y=0

=

〈
exp





x∫

0

dξ v(ξ)
δ

δy(ξ)





〉

v

ϕ [x,R;y(ξ)]

∣∣∣∣∣∣
y=0

=

= exp





i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δy2(ξ)




ϕ [x,R;y(ξ)]

∣∣∣∣∣∣
y=0

,è, ñëåäîâàòåëüíî, â îïåðàòîðíîì âèäå (3.8).Èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíóþ àíàëîãèþ, âûðàæåíèå (3.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëååóäîáíîì âèäå. Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå
u(x,R) = 〈ϕ [x,R;v(ξ)]〉v =

=

∫
dqũ0(q)eiqR

〈
exp





iq

x∫

0

dξ v(ξ) + i
k

2

x∫

0

dξε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)









〉

v

,ãäå
ũ0(q) =

1

(2π)2

∫
dR u0(R)e−iqR.Äàëåå ìîæíî âûíåñòè ýêñïîíåíòó èç ïîä çíàêà ñðåäíåãî (ñì. �îðìóëó (Á.20) íà ñ. 99â ïðèëîæåíèè). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

u(x,R) =

∫
dq ũ0(q) exp

(
i

(
qR − q2

2k
x

))
ψ(x,R,q), (3.13)ãäå �óíêöèÿ

ψ(x,R,q) =

〈
exp





i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη

[
v(η) − q

k

]








〉

v

. (3.14)Ýòó �óíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â îïåðàòîðíîé �îðìå:

ψ(x,R,q) = exp





i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)




 exp





i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη

[
v(η) − q

k

]







v=0

.(3.15)Ïðåäñòàâëåíèÿ (3.14), (3.15) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
ψ(x,R,q) = i

k

2
ε(x,R)ψ(x,R,q) − q

k
∇Rψ(x,R,q),

ψ(0,R,q) = 1,

(3.16)êîòîðîå, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü èñõîäÿ èç ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39)íà ñ. 14.Âûðàæåíèÿ (3.13)�(3.15) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèå çàäà÷è ïî ïëîñêèì âîë-íàì. Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè (3.13) ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, îïèñûâàåò



64 �ëàâà 3. Êîíòèíóàëüíàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ çàäà÷èäè�ðàêöèþ ïëîñêîé âîëíû çà ñ÷åò íåîäíîðîäíîñòåé ïîëÿ ε(x,R); ïðè ýòîì ìíîæè-òåëü ũ0(q) exp

{
iqR − iq2

2k
x

} îïèñûâàåò äè�ðàêöèþ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå â îò-ñóòñòâèå �ëóêòóàöèé ε(x,R), à ìíîæèòåëü ψ(x,R,q) ó÷èòûâàåò âëèÿíèå íåîäíîðîä-íîñòåé íà òàêóþ äè�ðàãèðîâàííóþ âîëíó.Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè �ðèíà óðàâíåíèÿ (1.39), îïè-ñûâàþùåé ïîëå ñ�åðè÷åñêîé âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ â òî÷êå

x = x′ âèäà u(x′,R) = δ(R − R′):

G(x,R;x′,R′) = exp


 i

2k

x∫

x′

dξ
δ2

δv2(ξ)


×

×


δ



R − R′ +

x∫

x′

dξ v(ξ)



 exp




i
k

2

x∫

x′

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)











v=0

, (3.17)

G(x,R;x′,R′) =

∫
Dv(x) δ


R − R′ +

x∫

x′

dξ v(ξ)


 ×

× exp




i
k

2

x∫

x′

dξ


v2(ξ) + ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)










. (3.18)Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå �îðìóëû îïèñûâàþò �óíêöèþ �ðèíà äëÿ ñ�åðè÷åñêîéâîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x.3.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿÏåðåéäåì òåïåðü ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �ëóêòóàöèè ïîëÿ ε(x,R) ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìîäíîðîäíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé

Bε(x,R;x′,R′) = Bε(x− x′,R − R′) =
〈
ε(x,R)ε(x′,R′)

〉
. (3.19)Óñðåäíÿÿ �îðìóëó (3.13) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ ε(x,R), ïîëó÷àåì âûðà-æåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ â âèäå

〈u(x,R)〉 =

∫
dq ũ0(q) exp

(
i

(
qR − q2

2k
x

))
〈ψ(x,R,q)〉 , (3.20)ãäå �óíêöèÿ

〈ψ(x,R,q)〉 =

〈
exp





−k

2

8

x∫

0

dξ1

x∫

0

dξ2Bε


ξ1 − ξ2,

ξ2∫

ξ1

dη

[
v(η) − q

k

]








〉

v

. (3.21)
3.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ 65Ýòó �óíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â îïåðàòîðíîé �îðìå

〈ψ(x,R,q)〉 = exp





i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)




×

× exp





−k

2

8

x∫

0

dξ1

x∫

0

dξ2Bε


ξ1 − ξ2,

ξ2∫

ξ1

dη

[
v(η) − q

k

]







v=0

. (3.22)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåì èí-òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:
Γ2(x,R1,R2) =

∫
dq1

∫
dq2 ũ0(q1)ũ0(q2) ×

× exp

{
i (q1R1 − q2R2) −

i
(
q2

1 − q2
2

)

2k
x

}
〈ψ(x,R1,q1)ψ

∗(x,R2,q2)〉 , (3.23)ãäå �óíêöèÿ
〈ψ(x,R1,q1)ψ

∗(x,R2,q2)〉 =

=

〈
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8
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k
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]
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



〉

vi

. (3.24)Ôîðìóëó (3.24) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â îïåðàòîðíîé �îðìå

〈ψ(x,R1,q1)ψ
∗(x,R2,q2)〉 = exp
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

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2k
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v2(η) −
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− 2Bε


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]
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vi=0

. (3.25)



66 �ëàâà 3. Êîíòèíóàëüíàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ çàäà÷èÊ ñîæàëåíèþ, ìû íå â ñîñòîÿíèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ âû÷èñëèòü êîíòèíóàëüíûå èí-òåãðàëû (3.21), (3.24) èëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïåðàòîðíûå âûðàæåíèÿ (3.22), (3.25).Íåîáõîäèìî ïðèáåãàòü ê óïðîùàþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì. Òàê, åñëè äëÿ êîððåëÿöèîí-íîé �óíêöèè ïîëÿ ε(x,R) èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå (1.79),

Bε(x,R) = δ(x)A(R), A(R) =

∞∫

−∞

dxBε(x,R),ò. å. ñ÷èòàòü ïîëå ε(x,R) äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ïî x, òî âûïèñàííûå âûøå èíòå-ãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ. Ïðè ýòîì áîëåå óäîáíî ïðîâîäèòü âñå âûêëàäêè ñ îïåðàòîðíîé�îðìîé çàïèñè.Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ �óíêöèè 〈ψ(x,R,q)〉 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈ψ(x,R,q)〉 = exp





i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)




 exp

(
−k

2

8
A(0)x

)∣∣∣∣∣∣
v=0

= exp

(
−k

2

8
A(0)x

)
,è �îðìóëà (3.20), åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (1.93) íà ñ. 27, ïîëó÷åííûìíåïîñðåäñòâåííûì óñðåäíåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.39) íàñ. 14.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ �îðìóëû (3.25) ïîëó÷àåì

〈ψ(x,R1,q1)ψ
∗(x,R2,q2)〉 = exp




i

2k

x∫

0

dξ

[
δ2

δv2
1(ξ)

− δ2

δv2
2(ξ)

]
×

× exp
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2

4

x∫

0
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
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x∫
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v1(η) − v2(η) −
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k

]







vi=0

,ãäå, êàê è ðàíåå, D(R) = A(0) −A(R).Äåëàÿ �óíêöèîíàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

v1(x) − v2(x) = v(x), v1(x) + v2(x) = 2V (x)è îáîçíà÷àÿ

R1 − R2 = ρ, R1 + R2 = 2R, q1 − q2 = q,ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
〈ψ(x,R1,q1)ψ

∗(x,R2,q2)〉 = exp



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i

k

x∫

0
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δ2

δv(ξ)δV (ξ)


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×

× exp


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dξD


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x∫

ξ

dη

[
v(η) − q

k

]
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
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vi=0

=

= exp



−k

2

4

x∫

0

dξ D

(
ρ − q

k
(x− ξ)

)
 , (3.26)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà,ñîâïàäàþùåå ñ �îðìóëîé (1.94) íà ñ. 28.

3.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïëîñêîé âîëíû 67Âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ è �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ëåãêîïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî, óñðåäíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.Â ýòîì ñìûñëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí äàííûå ìåòîäû ìîæíî ñ÷èòàòüýêâèâàëåíòíûìè. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, îäíàêî, ñóùåñòâåííûì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîð-íîãî ìåòîäà (èëè êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà) ìû ìîæåì âûïèñûâàòü âûðàæåíèÿ äëÿòàêèõ âåëè÷èí, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îïèñàíû çàìêíóòûìè óðàâíåíèÿìè (íàïðèìåð,âûðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ �ëóêòóàöèÿìè èíòåíñèâíîñòè âîëíû). Òàê, ìîæíî ïîëó÷èòüçàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:
Γ4(x,R1,R2,R3,R4) = 〈u(x,R1)u(x,R2)u

∗(x,R3)u
∗(x,R4)〉 ,ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî çàòåì íàéòè âåëè÷èíó 〈I2(x,R)

〉, ïîëàãàÿ â ðåøåíèè
R1 = R2 = R3 = R4 = R.Îäíàêî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè ýòî óðàâíåíèå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, è îíî ñî-äåðæèò ìíîãî ëèøíèõ (äëÿ íàõîæäåíèÿ 〈I2(x,R)

〉) ïàðàìåòðîâ, â òî âðåìÿ êàê çàïèñüâåëè÷èíû â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà ýòèõ ïàðàìåòðîâ íå ñîäåðæèò. Ïîýòîìóòàêàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ëþáûõ ìîìåíòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿèíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ. Êðîìå òîãî, â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ â îïå-ðàòîðíîì âèäå ïîçâîëÿåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå õàðàêòåðèñòèêè òåõíè÷åñêèïðîùå ïî ñðàâíåíèþ ñ èçó÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Òàê, åñëè ìû çàõîòèì,íàïðèìåð, âû÷èñëèòü âåëè÷èíó
〈ε(y,R1)I(x,R)〉 (y < x),òî, åñëè èñõîäèòü èç óðàâíåíèÿ (1.39), ñëåäóåò ñîñòàâèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-íèå äëÿ âåëè÷èíû
ε(y,R1)u(x,R2)u

∗(x,R3)ïðè y < x, óñðåäíèòü åãî ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ ε(x,R), óñòàíîâèòü ãðàíè÷íîåóñëîâèå äëÿ âåëè÷èíû 〈ε(y,R1)u(x,R2)u
∗(x,R3)〉 ïðè x = y, ðåøèòü ïîëó÷åííîå óðàâ-íåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, à óæå çàòåì ïîëîæèòü R2 = R3 = R.Â òî æå âðåìÿ âû÷èñëåíèå ýòîé âåëè÷èíû ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ â îïåðàòîðíîìâèäå ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû 〈ψψ∗〉, ðàññìîòðåííîãî âûøå.Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíî-ñòè ïëîñêîé âîëíû â îáëàñòè ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåñëåäóÿ [11, 56℄.3.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòèïëîñêîé âîëíû�àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèé ìîìåíò ïîëÿ u(x,R) :

Mnn(x,R1, . . . ,R2n) =

〈
n∏

k=1

u(x,R2k−1)u
∗(x,R2k)

〉
. (3.27)Â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) ìîìåíòíàÿ �óíê-öèÿ Mnn(x,R1, . . . ,R2n) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.83) íà ñ. 25 ïðè n = m, êîòîðîå
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(
∂

∂x
− i

2k

2n∑

l=1

(−1)l+1∆Rl

)
Mnn(x,R1, . . . ,R2n) =

=
k2

8

2n∑

l,j=1

(−1)l+jD(Rl − Rj)Mnn(x,R1, . . . ,R2n), (3.28)ãäå �óíêöèÿ D(R) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

D(R) = A(0) −A(R) = 2π

∫
dq Φε(0,q) [1 − cos(qR)] , (3.29)à Φε(0,q) � òðåõìåðíûé ñïåêòð ïîëÿ ε(x,R) îò äâóìåðíîãî âåêòîðà q.Èñïîëüçóÿ çàïèñü ïîëÿ u(x,R) â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà (3.12) íà ñ. 62,óñðåäíÿÿ ïî ïîëþ ε(x,R), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ Mnn(x,R1, . . . ,R2n) â âèäå

Mnn(x,R1, . . . ,R2n) =

∫
. . .

∫
Dv1(ξ) . . . Dv2n(ξ) ×

× exp




ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1

x∫

0

dξ v2
j (ξ) −

− k2

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1

x∫

0

dξ D


Rj − Rl +

x∫

ξ

dx′
[
vj(x

′) − vl(x
′)
]






. (3.30)Ôîðìóëó (3.30) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, ðåøàÿ óðàâíåíèå (3.28) íåïîñðåäñòâåííîìåòîäîì, îïèñàííûì âûøå. Ôîðìóëó (3.30) ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîé �îðìå:

Mnn(x,R1, . . . ,R2n) =
2n∏

l=1

exp




i

2k
(−1)l+1

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)



×

× exp



−k

2

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1

x∫

0

dx′D



Rj − Rl +

x∫

x′

dξ [vj(ξ) − vl(ξ)]









v=0

. (3.31)Åñëè òåïåðü ñîâìåñòèòü òî÷êè R2k−1 = R2k, òî �óíêöèÿ Mnn(x,R1, . . . ,R2n) ïå-ðåéäåò â �óíêöèþ 〈 n∏

k=1

I(x,R2k−1)

〉, îïèñûâàþùóþ êîððåëÿöèîííûå õàðàêòåðèñòèêèèíòåíñèâíîñòè âîëíû. Åñëè æå òåïåðü ïîëîæèòü âñå Rl = R, òî �óíêöèÿ
Mnn(x,R, . . . ,R) = Γ2n(x,R) = 〈In(x,R)〉áóäåò îïèñûâàòü n-é ìîìåíò èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ.Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü àñèìïòîòèêó �óíêöèé Γ2n(x,R) äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîéñëó÷àéíîé ñðåäû, ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó î �ëóêòóàöèÿõ âîëíîâîãî ïîëÿçà ñëó÷àéíûì �àçîâûì ýêðàíîì.

3.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïëîñêîé âîëíû 693.3.1. Ñëó÷àéíûé �àçîâûé ýêðàíÏóñòü èìååòñÿ ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû, òîëùèíà êîòîðîãî íàñòîëüêî ìàëà, ÷òîâîëíà ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ñëîé ïðèîáðåòàåò òîëüêî ñëó÷àéíûé íàáåã �àçû
S(R) =

k

2

∆x∫

0

dξ ε(ξ,R) (3.32)è íå ìåíÿåò àìïëèòóäû. Áóäåì ñ÷èòàòü, êàê è ðàíåå, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå ε(x,R) �ãàóññîâî äåëüòà-êîððåëèðîâàííîå ïî x ïîëå. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ñëîÿâîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå, è åå ðàñïðîñòðàíåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèåì, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (1.39) íà ñ. 14 ïðè ε(x,R) = 0. �åøåíèå ýòîé çàäà÷èäàåòñÿ �îðìóëàìè
u(x,R) = exp

(
i
x

2k
∆R

)
eiS(R) =

k

2πix

∫
dv exp

{
ik

2x
v2 + iS(R + v)

}
, (3.33)êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûì àíàëîãîì �îðìóë (3.9), (3.12).�àññìîòðèì �óíêöèþ Mnn(x,R1, . . . ,R2n). Ïîäñòàâëÿÿ (3.33) â (3.27) è óñðåäíÿÿ,ëåãêî ïîëó÷àåì �îðìóëó

Mnn(x,R1, . . . ,R2n) =

(
k

2πx

)2n ∫
. . .

∫
dv1 . . . dv2n ×

× exp





ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j −

k2∆x

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1D (Rj − Rl + vj − vl)




 . (3.34)Ýòà �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì (3.30).Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé n = 2 ïðè ïîïàðíî ñîâìåùåííûõ òî÷-êàõ íàáëþäåíèÿ:
R1 = R2 = R′, R3 = R4 = R′′, R′ − R′′ = ρ.Òîãäà �óíêöèÿ

Γ4(x,R
′,R′,R′′,R′′) =

〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉� êîâàðèàöèÿ èíòåíñèâíîñòåé I(x,R) = |u(x,R)|2. Åñëè â (3.34) (ïðè n = 2) ââåñòèíîâûå ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ

v1 − v2 = R1, v1 − v4 = R2, v1 − v3 = R3,
1

2
(v1 + v2) = R,òî èíòåãðèðîâàíèå ïî R è R3 ìîæíî âûïîëíèòü è ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå áîëåå ïðî-ñòóþ �îðìóëó

〈
I(x,R′)I(x,R′′

〉
=

(
k

2πx

)2 ∫ ∫
dR1dR2 exp

{
ik

x
R1 (R2 − ρ) − k2∆x

4
F (R1,R2)

}
,(3.35)ãäå ρ = R′ − R′′ è �óíêöèÿ F (R1,R2) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (1.98), ò. å.

F (R1,R2) = 2D (R1) + 2D (R2) −D (R1 + R2) −D (R1 − R2) ,

D (R) = A(0) −A (R) .



70 �ëàâà 3. Êîíòèíóàëüíàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ çàäà÷èÈíòåãðàë (3.35) ïîäðîáíî èññëåäîâàëñÿ (â òîì ÷èñëå è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè)âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. È åãî àñèìïòîòèêà ïðè x→ ∞ èìååò âèä

〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉
= 1 + exp

{
−k

2∆x

2
D (ρ)

}
+

+ πk2∆x

∫
dqΦε(q)

[
1 − cos

q2x

k

]
exp

{
iqρ − k2∆x

2
D

(
qx

k

)}
+

+ πk2∆x

∫
dqΦε(q)

[
1 − cos

(
qρ − q2x

k

)]
exp

{
−k

2∆x

2
D

(
ρ − qx

k

)}
+ . . . (3.36)Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü â çàäà÷å, ïîìèìî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà ρ
og, ïîÿâëÿ-åòñÿ âòîðîé õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá

r0 =
x

kρ
og . (3.37)Åñëè òåïåðü â âûðàæåíèè (3.36) ïîëîæèòü ρ = 0, òî äëÿ äèñïåðñèè êâàäðàòàèíòåíñèâíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

β2(x) =
〈
I2(x,R)

〉
− 1 = 1 + π∆x

∫
dq q4Φε(q) exp

{
−k

2∆x

2
D

(
qx

k

)}
+ . . . (3.38)Åñëè �ëóêòóàöèè ïîëÿ ε(x,R) â íåîäíîðîäíîì ñëîå âûçûâàþòñÿ òóðáóëåíòíîñòüþ,òàê ÷òî Φε(q) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (1.155) íà ñ. 42, òî ðàâåíñòâî (3.38) ïðèâîäèòðåçóëüòàòó

β2(x) = 1 + 0,429β
−4/5
0 (x), (3.39)ãäå β2

0(x) � äèñïåðñèÿ êâàäðàòà èíòåíñèâíîñòè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ïåðâîìó ïðèáëèæå-íèþ ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèé äëÿ �àçîâîãî ýêðàíà (1.162) íà ñ. 44.Èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà áîëåå âûñîêèå ìîìåíòíûå �óíê-öèè ïîëÿ u(x,R) è, â ÷àñòíîñòè, íà �óíêöèè Γ2n(x,R) = 〈In(x,R)〉. Ôîðìóëà (3.34)â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

〈In(x,R)〉 =

(
k

2πx

)2n ∫
. . .

∫
dv1 . . . dv2n exp




ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j − F (v1, . . . ,v2n)



 ,(3.40)ãäå

F (v1, . . . ,v2n) =
k2∆x

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1D (vj − vl) . (3.41)Ôóíêöèÿ F (v1, . . . ,v2n) ñâÿçàíà ñî ñëó÷àéíûìè íàáåãàìè �àçû S (vi), îïðåäåëÿåìûìè�îðìóëîé (3.32), ñîîòíîøåíèåì
F (v1, . . . ,v2n) =

1

2

〈


2n∑

j=1

(−1)j+1S(vj)




2〉

≥ 0.Îòñþäà ÿñíî, ÷òî åñëè âñå íå÷åòíûå òî÷êè v2l+1 ñîâïàäàþò ïîïàðíî ñ êàêèìè-ëèáî÷åòíûìè òî÷êàìè, òî ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå íàáåãè �àç êîìïåíñèðóþòñÿè �óíêöèÿ F (v1, . . . ,v2n) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî
3.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïëîñêîé âîëíû 71ïðè √x/k ≫ ρ
og îñíîâíîé âêëàä â 〈In(x,R)〉 áóäóò äàâàòü òå îáëàñòè, ãäå ïðîèñõîäèòòàêàÿ êîìïåíñàöèÿ. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî òàêèõ îáëàñòåé ðàâíî n!. Òîãäà,çàìåíÿÿ (3.40) íà óìíîæåííûé íà n! èíòåãðàë ëèøü ïî îäíîé èç ýòèõ îáëàñòåé A1,â êîòîðîé

|v1 − v2| ∼ |v3 − v4| ∼ . . . ∼ |v2n−1 − v2n| < ρ
og,ïîëó÷èì

〈In(x,R)〉 ≈ n!

(
k

2πx

)2n ∫
· · ·
∫

A1

dv1 . . . dv2n exp





ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j − F (v1, . . . ,v2n)




 .(3.42)Óáûâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî ïåðåìåííûì v1 − v2, v3 − v4 è ò. ä.îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì èç (3.41):
k2∆x

8
D (v1 − v2) ,

k2∆x

8
D (vj − vl) è ò. ä.Ýòè ñëàãàåìûå ñëåäóåò îñòàâèòü â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû, à ýêñïîíåíòó îò îñòàëüíûõñëàãàåìûõ ñëåäóåò ðàçëîæèòü â ðÿä:

〈In(x,R)〉 ≈ n!

(
k

2πx

)2n ∫
· · ·
∫

A1

dv1 . . . dv2n ×

× exp




ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j −

k2∆x

4

n∑

l=1

D (v2l−1 − v2l)



×

×




1 +
k2∆x

8

2n∑

j,l=1

′(−1)j+l+1D (vj − vl) + . . .




 . (3.43)Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî èç íåå âûáðîøåíû ÷ëåíû, âîøåäøèå â ýêñïîíåíòó.Â �îðìóëå (3.43) èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî, òàêêàê âíå îáëàñòè A1 ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Ñ ó÷åòîì ýòîãîìíîãîêðàòíûé èíòåãðàë â (3.43) ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî è ïîëó÷èòü äëÿ 〈In(x,R)〉�îðìóëó
〈In(x,R)〉 = n!

[
1 + n(n− 1)

β2(x) − 1

4
+ . . .

]
, (3.44)â êîòîðîé âåëè÷èíà β2(x) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (3.39). Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííîé�îðìóëû ìû ïðîâåäåì íåñêîëüêî ïîçäíåå, ïîñëå òîãî êàê ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðà-íåíèå âîëí â íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ïîñêîëüêó ïîëó÷àþùèåñÿâ îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íû.3.3.2. Ñëó÷àé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé ñðåäû�àññìîòðèì òåïåðü àñèìïòîòèêó âûñøèõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé âîëíîâîãî ïîëÿ

Mnn(x,R1, . . . ,R2n), ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ôîðìàëü-íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (3.30), (3.31). Îò ðàññìîòðåííûõ âûøå�îðìóë äëÿ �àçîâîãî ýêðàíà îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü çàìåíîé îáû÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿíà êîíòèíóàëüíîå. �àññìîòðèì ñíà÷àëà âåëè÷èíó 〈I(x,R′)I(x,R′′)〉, êîòîðàÿ ïîëó÷à-åòñÿ èç M22(x,R1, . . . ,R4) ïðè ïîïàðíîì ñëèÿíèè òî÷åê íàáëþäåíèÿ

R1 = R2 = R′, R3 = R4 = R′′.



72 �ëàâà 3. Êîíòèíóàëüíàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ çàäà÷èÄëÿ ïëîñêîé âîëíû (u0(R) = 1), èñïîëüçóÿ (3.31) è ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå, àíàëî-ãè÷íûå ñëó÷àþ �àçîâîãî ýêðàíà, ïîëó÷àåì (ρ = R′ − R′′)

〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉
= exp




i

k

x∫

0

dξ
δ2

δv1(ξ)δv2(ξ)



×

× exp



−

k2

4

x∫

0

dx′


2D


ρ +

x∫

x′

dξ v1(ξ)


+ 2D




x∫

x′

dξ v2(ξ)


 −

−D


ρ +

x∫

x′

dξ [v1(ξ) + v2(ξ)]


−D


ρ +

x∫

x′

dξ [v1(ξ) − v2(ξ)]










v=0

. (3.45)Ôîðìóëó (3.45) ìîæíî çàïèñàòü è â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà, âûòåêàþùåìèç (3.30), îäíàêî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïåðàòîðíóþ �îðìó çàïèñè. Àíàëîãè÷íîñëó÷àþ �àçîâîãî ýêðàíà âûðàæåíèå äëÿ 〈I(x,R′)I(x,R′′)〉 ìîæíî çàïèñàòü ïðè x→ ∞â âèäå

BI(x,ρ) =
〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉
− 1 = B

(1)
I (x,ρ) +B

(2)
I (x,ρ) +B

(3)
I (x,ρ), (3.46)ãäå

B
(1)
I (x,ρ) = exp

{
−k

2x

2
D (ρ)

}
,

B
(2)
I (x,ρ) = πk2

x∫

0

dx′
∫
dq Φε(q)

[
1 − cos

q2

k
(x− x′)

]
×

× exp



iqρ − k2x′

2
D

(
q

k
(x− x′)

)
− k2

2

x∫

x′

dx′D

(
q

k
(x− x′′)

)
 ,

B
(3)
I (x,ρ) = πk2

x∫

0

dx′
∫
dq Φε(q)

[
1 − cos

(
qρ − q2

k
(x− x′)

)]
×

× exp



−k

2x′

2
D

(
ρ − q

k
(x− x′)

)
− k2

2

x∫

x′

dx′D

(
ρ − q

k
(x− x′′)

)
 .Ïîëàãàÿ çäåñü ρ = 0 è ó÷èòûâàÿ ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ â ðÿä �óíêöèè

1 − cos
q2

k
(x− x′),äëÿ äèñïåðñèè èíòåíñèâíîñòè

β2(x) =
〈
I2(x,R)

〉
− 1 = BI(x, 0) − 1áóäåì èìåòü �îðìóëó, àíàëîãè÷íóþ (3.38):

β2(x) = 1 + π

x∫

0

dx′(x− x′)

∫
dq q4Φε(q) ×

× exp




−k
2x′

2
D

(
q

k
(x− x′)

)
− k2

2

x∫

x′

dx′D

(
q

k
(x− x′′)

)

+ . . . (3.47)
3.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïëîñêîé âîëíû 73Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé òóðáóëåíòíîé ñðåäû, òî èç (3.47) èìååì

β2(x) = 1 + 0,861
(
β2

0(x)
)−2/5

, (3.48)ãäå β2
0(x) � äèñïåðñèÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ïåðâîìó ïðè-áëèæåíèþ ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìóùåíèè (1.164).Âûðàæåíèå (3.47) îñòàåòñÿ â ñèëå è â òîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè Φε(q), D (ρ)ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ âäîëü îñè x. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïåðåéòè îò (3.60) ê (3.38), åñëèñ÷èòàòü, ÷òî Φε(q) = 0 âíå ñëîÿ 0 ≤ x′ ≤ ∆x≪ x.Îòíîñèòåëüíî êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè BI(x,ρ) îòìåòèì, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí

B
(1)
I (x,ρ) â (3.46) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ìîäóëÿ �óíêöèè êîãåðåíòíîñòè âòî-ðîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [11, 14, 17, 56℄.�àññìîòðèì òåïåðü âûñøèå ìîìåíòíûå �óíêöèè 〈In(x,R)〉 = Γ2n(x, 0). Àíàëîãè÷-íî ñëó÷àþ �àçîâîãî ýêðàíà, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî è ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñëó-÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå äëÿ äèñïåðñèè èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ èìååò ìåñòîðàçëîæåíèå

〈In(x,R)〉 = n!

[
1 + n(n− 1)

β2(x) − 1

4
+ . . .

]
, (3.49)ñîâïàäàþùåå ñ âûðàæåíèåì (3.44) äëÿ �àçîâîãî ýêðàíà; ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, β2(x)â êàæäîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëè÷íûìè �îðìóëàìè.Ôîðìóëà (3.49) äàåò ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè

〈In(x,R)〉 ïðè β2
0(x) → ∞. Òàê êàê β2(x) → 1 ïðè β2

0(x) → ∞, âòîðîå ñëàãàåìîåâ (3.49) ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ β2
0(x). Ëèøü â òîìñëó÷àå, êîãäà

n(n− 1)
β2(x) − 1

4
≪ 1, (3.50)âûðàæåíèå (3.49) èìååò ñìûñë. Îäíàêî ïðè �èêñèðîâàííîì β2

0(x) âñåãäà íàéäóòñÿòàêèå íîìåðà n, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (3.50) áóäåò íàðóøàòüñÿ. Ïîýòîìó �îðìóëà(3.49) ñïðàâåäëèâà ëèøü äëÿ íå ñëèøêîì áîëüøèõ n. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òîè âûõîä íà àñèìïòîòèêó (3.49) ïðè β2
0(x) → ∞ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìåäëåííûì.Ôîðìóëà (3.49) ïðèâîäèò ê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ èíòåíñèâíîñòè ñ ñèíãó-ëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè. ×òîáû èçáåæàòü èõ, ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ýòó �îðìóëóâûðàæåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [50℄)

〈In(x,R)〉 = n! exp

{
n(n− 1)

β2(x) − 1

4

}
, (3.51)êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé âèäà (
ì., íàïðèìåð, [48, 50℄)

P (x, I) =
1√

π (β(x) − 1)

∞∫

0

dz exp




−zI −

[
ln z − β(x) − 1

4

]2

β(x) − 1




. (3.52)Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (3.52) íåïðèìåíèìîâ óçêîé îêðåñòíîñòè I ∼ 0 (îêðåñòíîñòü òåì óæå, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð β2

0(x)). Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èç �îðìóëû (3.52) ñëåäóþò áåñêîíå÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ äëÿ ìî-ìåíòîâ âåëè÷èíû 1/I(x,R). Îäíàêî äëÿ êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ β2
0(x) (ñêîëü âåëèêî îíîíè áûëî áû) âåëè÷èíû 〈1/In(x,R)〉 êîíå÷íû è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ



74 �ëàâà 3. Êîíòèíóàëüíàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ çàäà÷èðàâåíñòâî P (x, 0) = 0. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé óçêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè I ∼ 0, êîíå÷íî,íå ñêàçûâàåòñÿ íà ïîâåäåíèè ìîìåíòîâ (3.51) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β2
0(x).Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû (3.51), (3.52) îïèñûâàþò ïåðåõîä â îáëàñòü íàñûùåí-íûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè, ãäå β(x) → 1 ïðè β2

0(x) → ∞ . Â ýòîé îáëàñòè ñîîò-âåòñòâåííî èìååì

〈In(x,R)〉 = n!, P (x, I) = e−I . (3.53)Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (3.53) îçíà÷àåò, ÷òî êîìïëåêñíîåïîëå u(x,R) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñëó÷àéíûì ïîëåì. Ïðè ýòîì

u(x,R) = A(x,R)eiS(x,R) = u1(x,R) + iu2(x,R), (3.54)ãäå u1(x,R) è u2(x,R) � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èí-òåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ

I(x,R) = A2(x,R) = u2
1(x,R) + u2

2(x,R).�àóññîâîñòü êîìïëåêñíîãî ïîëÿ u(x,R) îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíûå ïîëÿ u1(x,R)è u2(x,R) òàêæå ãàóññîâû ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ïîëÿ ñ äèñïåðñèÿìè

〈
u2

1(x,R)
〉

=
〈
u2

2(x,R)
〉

=
1

2
. (3.55)Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî è èõ ãðàäèåíòû

p1(x,R) = ∇Ru1(x,R), p2(x,R) = ∇Ru2(x,R)òàêæå ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ïîëåé u1(x,R), u2(x,R) è ÿâëÿþòñÿ ãàóñîâûìèîäíîðîäíûìè è èçîòðîïíûìè ïîëÿìè â ïëîñêîñòè R ñ äèñïåðñèÿìè

σ2
p(x) =

〈
p2

1(x,R)
〉

=
〈
p2

2(x,R)
〉
. (3.56)Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïîëåé u1(x,R), u2(x,R) è èõãðàäèåíòîâ p1(x,R) è p2(x,R) èìååò âèä

P (x, u1, u2,p1,p2) =
1

π3σ4
p(x)

exp

{
−u2

1 − u2
2 −

p2
1 + p2

2

σ2
p(x)

}
. (3.57)�àññìîòðèì òåïåðü ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãîïîëÿ I(x,R) è ãðàäèåíòà àìïëèòóäû:

κ(x,R) = ∇RA(x,R) =
u1(x,R)p1(x,R) + u2(x,R)p2(x,R)√

u2
1(x,R) + u2

2(x,R)
.Äëÿ íåå èìååì

P (x, I,κ) = 〈δ (I(x,R) − I) δ (κ(x,R) − κ)〉ui,pi
=

=
1

π3σ4
p(x)

∞∫

−∞

du1

∞∫

−∞

du2

∫
dp1

∫
dp2 exp

{
−u2

1 − u2
2 −

p2
1 + p2

2

σ2
p(x)

}
×

× δ
(
u2

1 + u2
2 − I

)
δ


u1p1 + u2p2√

u2
1 + u2

2

− κ


 =

1

2πσ2
p(x)

exp

{
−I − κ2

2σ2
p(x)

}
, (3.58)

3.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïëîñêîé âîëíû 75è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò àìïëèòóäû ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèò îò èí-òåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ è ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñëó÷àéíûì ïîëåì ñ äèñïåðñèåé
〈
κ2(x,R)

〉
= 2σ2

p(x). (3.59)Îòìåòèì, ÷òî ïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò àìïëèòóäû òàêæå ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèò îòâòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ.Â îáëàñòè ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè �óíêöèÿ êîãåðåíòíîñòè âòîðîãîïîðÿäêà íå çàâèñèò îò äè�ðàêöèîííûõ ÿâëåíèé è îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì
Γ2(x,R − R′) =

〈
u(x,R)u∗(x,R′)

〉
=

=
〈
u1(x,R)u∗1(x,R

′)
〉
+
〈
u2(x,R)u∗2(x,R

′)
〉

= exp

(
−1

4
k2xD

(
R − R′

))
, (3.60)ãäå D (R) = A(0) − A (R). È, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà σ2

p(x) èç (3.55) îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåì
σ2

p(x) =
k2x

8
∆RD (R)

∣∣∣
R=0

= −k
2x

8
∆RA (R)

∣∣∣
R=0

,êîòîðîå äëÿ òóðáóëåíòíûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ε(x,R) ñîâïàäàåò, åñòåñòâåííî, ñ �îðìó-ëîé (1.166) íà ñ. 45:
σ2

p(x) =
1,476

L2
f (x)

D1/6(x)β0(x), (3.61)ãäå Lf (x) =
√
x/k � ðàçìåð ïåðâîé çîíû Ôðåíåëÿ, D(x) = κ2

mx/k ≫ 1 � âîëíîâîéïàðàìåòð, à κm � âîëíîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ìèêðîìàñøòàáó òóðáóëåíòíîñòè.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ u(x,R) â âèäå êîí-òèíóàëüíîãî èíòåãðàëà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü è âîïðîñ î ïðåäåëàõ ïðèìåíèìîñòèïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) äëÿ �ëóêòóàöèé èí-òåíñèâíîñòè âîëíû. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû 〈In(x,R)〉 ñîâ-ïàäàþò ñ óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âå-ëè÷èíû 〈
I2(x,R)

〉. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãîïîëÿ ε(x,R) íå èçìåíÿåò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíî-âîãî ïîëÿ.Äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû â îáëàñòè ñëàáûõ �ëóêòóàöèé ïðèáëè-æåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíå-íèè íåðàâåíñòâ

λ≪
√
λx≪ x,ãäå λ = 2π/k � äëèíà âîëíû.Â îáëàñòè æå ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ε(x,R) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

λ≪ ρ
og ≪ r0 ≪ x,ãäå ρ
og è r0 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (1.97) íà ñ. 28 è (3.37) íà ñ. 70. Âñå ýòè íåðà-âåíñòâà èìåþò ïðîñòîé �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ïîêà â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíûâ ñðåäå ñî ñëó÷àéíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè íàèìåíüøèì èç âñåõ ïðîäîëüíûõ ìàñøòà-áîâ ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ êîððåëÿöèè ε(x,R) (åãî ðîëü äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé òåì-ïåðàòóðû èãðàåò ðàçìåð ïåðâîé çîíû Ôðåíåëÿ), ñïðàâåäëèâî äåëüòà-êîððåëèðîâàííîå
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og√kx, êîòîðûé ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ, òàê ÷òî ïðèäîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β2
0(x) îí ìîæåò ñòàòü ìåíüøå ðàäèóñà êîð-ðåëÿöèè ïîëÿ ε(x,R). Ïðè âîçíèêíîâåíèè òàêîé ñèòóàöèè óæå íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿäåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ïðèáëèæåíèåì.Ïðèâåäåííûå âûøå íåðàâåíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê îãðàíè÷åíèÿ ñíèçóè ñâåðõó íà âåëè÷èíó ìàñøòàáà �óíêöèè êîððåëÿöèè èíòåíñèâíîñòè. Ïðè ýòîì äåëü-òà-êîððåëèðîâàííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëþáûå ìàñ-øòàáû, âîçíèêàþùèå â çàäà÷å, îñòàþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðàññû.3.4. Êàóñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿâ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå�àññìîòðåííûå âûøå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ u(x,R), íà-ïðèìåð åãî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ èëè ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü â îáëàñòè ñèëüíûõ�ëóêòóàöèé, ñîâåðøåííî íå îòðàæàþò ðåàëüíîãî ïîâåäåíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ â îòäåëü-íûõ ðåàëèçàöèÿõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû (ñì. ðèñ. 1.1, ðèñ. 1.2 íà ñ. 21). Â îáùåì ñëó÷àåèíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.148) íà ñ. 41:

∂

∂x
I(x,R) +

1

k
∇R [I(x,R)∇RS(x,R)] = 0, I(0,R) = I0(R). (3.62)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïàäàþùåãî âîëíîâîãî ïó÷êà ñî-õðàíÿåòñÿ ìîùíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè x = const:

E0 =

∫
I(x,R) dR =

∫
I0(R) dR.Óðàâíåíèå (3.62) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèå ïåðåíîñà êîíñåðâàòèâíîé ïðè-ìåñè â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñêîðîñòåé (óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè), äëÿ êîòîðîé âîçíè-êàåò êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ ïðèìåñè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåàëèçàöèè ïîëÿ èíòåíñèâ-íîñòè âîëíû òàêæå äîëæíû èìåòü êëàñòåðíûé õàðàêòåð. Ýòî ÿâëåíèå â ðàññìàòðè-âàåìîì ñëó÷àå ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå êàóñòè÷åñêèõ ñòðóêòóð èç-çà ý��åêòîâ ñëó÷àéíûõ�îêóñèðîâîê è äå�îêóñèðîâîê âîëíîâîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Òàê, íà ðèñ. 3.1ïðèâåäåíû �îòîãðà�èè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿâ òóðáóëåíòíîé ñðåäå â ëàáîðàòîðíûõ èññëåäîâàíèÿõ [9℄ ïðè ðàçëè÷íûõ èíòåíñèâíî-ñòÿõ �ëóêòóàöèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Àíàëîãè÷íûå �îòîãðà�èè èç ðà-áîòû [58℄ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.2. Ýòè �îòîãðà�èè ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ, âûïîëíåíîãî â ðàáîòàõ [51,52℄. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ÿñíî âèäíî âîçíèêíîâåíèåêàóñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ.Äëÿ àíàëèçà äåòàëüíîé ñòðóêòóðû ñëó÷àéíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè [22℄, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîíÿòü, êàêèìîáðàçîì îáðàçóåòñÿ êàóñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿ, è âûÿñíèòü, êàêèìè ñòà-òèñòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè îíà îïèñûâàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó,òåîðèÿ âûáðîñîâ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ èíòåíñèâíîñòè áûëà ïðèìåíåíà äëÿ àíàëèçà çàäà-÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â òóðáóëåíòíîé ñðåäå â ðàáîòàõ [2, 3℄ (ñì. òàêæå [6℄).3.4.1. Ýëåìåíòû ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè ñëó÷àéíîãî ïîëÿèíòåíñèâíîñòèÄëÿ ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû, â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè, âñå îäíî-òî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, â òîì ÷èñëå è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, íå
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PSfrag repla
ements à á

�èñ. 3.1. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â òóðáóëåíòíîé ñðåäå(â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ) â îáëàñòè ñèëüíûõ �îêóñèðîâîê (à) è â îáëàñòè ñèëüíûõ (íàñû-ùåííûõ) �ëóêòóàöèé (á )

PSfrag repla
ementsàá
à á

�èñ. 3.2. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â òóðáóëåíòíîé ñðåäå(÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå) â îáëàñòè ñèëüíûõ �îêóñèðîâîê (à) è â îáëàñòè ñèëüíûõ (íàñû-ùåííûõ) �ëóêòóàöèé (á )çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé R. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè óäåëüíûå (ïðèõîäÿùèåñÿ íàåäèíèöó ïëîùàäè) çíà÷åíèÿ ðÿäà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, äîñòàòî÷íî ïîëíî õàðàêòåðè-çóþùèõ êëàñòåðíóþ ñòðóêòóðó èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì, êàê óêàçû-âàëîñü âûøå, åñòåñòâåííûì ìàñøòàáîì äëèíû â ïëîñêîñòè x = const, íå çàâèñÿùèì îòïàðàìåòðîâ ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð ïåðâîé çîíû Ôðåíåëÿ Lf (x) =
√
x/k, îïðåäåëÿ-þùèé ðàçìåð ïåðåõîäíîé îáëàñòè ñâåò�òåíü ïðè äè�ðàêöèè íà êðàþ íåïðîçðà÷íîãîýêðàíà. Ê òàêèì âåëè÷èíàì îòíîñÿòñÿ:

• óäåëüíàÿ ñðåäíÿÿ îáùàÿ ïëîùàäü îáëàñòåé â ïëîñêîñòè {R}, îãðàíè÷åííûõ ëè-íèÿìè óðîâíÿ, ãäå I(x,R) > I,

〈s(x, I)〉 =

∞∫

I

dI ′ P (x, I ′),ãäå P (x, I) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ I(x,R);

• óäåëüíàÿ ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü ïîëÿ, çàêëþ÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ,

〈e(x, I)〉 =

∞∫

I

I ′ dI ′ P (x, I ′);
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• óäåëüíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå äëèíû ýòèõ êîíòóðîâ

〈l(x, I)〉 = Lf (x) 〈|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 ,ãäå p(x,R) =∇RI(x,R) � ïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ;

• îöåíêà äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ðàçíîñòè ÷èñëà êîíòóðîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåí-òàöèåé âåêòîðîâ íîðìàëè, ïðèõîäÿùèõñÿ íà ïåðâóþ çîíó Ôðåíåëÿ:

〈n(x, I)〉 =
1

2π
L2

f (x) 〈κ(x,R; I)|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 ,ãäå κ(x,R; I) � êðèâèçíà ëèíèè óðîâíÿ,

κ(x,R; I) =

=

−p2
y(x,R)

∂2I(x,R)

∂z2
− p2

z(x,R)
∂2I(x,R)

∂y2
+ 2py(x,R)pz(x,R)

∂2I(x,R)

∂y∂z

p3(x,R)
.�àññìîòðèì òåïåðü äèíàìèêó âñåõ ýòèõ âåëè÷èí â çàâèñèìîñòè îò ïðîõîäèìîéâîëíîé äèñòàíöèè x (ïàðàìåòðà β0(x)).3.4.2. Îáëàñòü ñëàáûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòèÎáëàñòü ñëàáûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè îãðàíè÷èâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-ðà β0(x) ≤ 1, è â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ èìååò ëîãíîðìàëüíûéõàðàêòåð è îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.159) íà ñ. 44.Äëÿ ýòîãî ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ïðîöåññà êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèèñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùàÿ ñ äèñòàíöèåé êðèâàÿ

I∗(x) = e−β0(x)/2,è �îðìèðîâàíèå ñòàòèñòèêè (íàïðèìåð, ìîìåíòíûõ �óíêöèé 〈In(x,R)〉) îñóùåñòâëÿ-åòñÿ çà ñ÷åò áîëüøèõ âûáðîñîâ ïðîöåññà I(x,R) îòíîñèòåëüíî ýòîé êðèâîé.Êðîìå òîãî, äëÿ ðåàëèçàöèé ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóþòòàêæå ðàçëè÷íûå ìàæîðàíòíûå îöåíêè. Òàê, íàïðèìåð, ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1/2 äëÿîòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
I(x) < 4e−β0(x)/4íà âñåì èíòåðâàëå ðàññòîÿíèé x ∈ (0,∞). Âñå ýòè îáñòîÿòåëüñòâà óêàçûâàþò íà íà÷àëîîáðàçîâàíèÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ.Çíàíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (1.159) ïîçâîëÿåò, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïîëó-÷èòü íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ êëàñòåðíûõ îáðàçîâàíèé. Òàê,ñðåäíÿÿ óäåëüíàÿ ïëîùàäü îáëàñòåé, âíóòðè êîòîðûõ I(x,R) > I, ðàâíà

〈s(x, I)〉 = Φ

(
1√

2β0(x)
ln

(
1

I
e−β0(x)/2

))
, (3.63)à óäåëüíàÿ ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ, îïèñûâàåòñÿ âûðà-æåíèåì

〈e(x, I)〉 = Φ

(
1√

2β0(x)
ln

(
1

I
eβ0(x)/2

))
, (3.64)
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ements
à á

I = 1,5
I = 1,5

I = 2,5

I = 2,5

〈s(x, I)〉 〈e(x, I)〉

β0β0

0,05

0,15

0,1

0,2

0,4

0,40,4

0,6

0,80,8 1,21,2�èñ. 3.3. Çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ óäåëüíîé ïëîùàäè (à) è ìîùíîñòè (á ) îò ïàðàìåòðà β0(x)ãäå

Φ(z) =
1√
π

∫ z

−∞
dy e−y2� ñòàíäàðòíûé èíòåãðàë îøèáîê.Õàðàêòåð ïðîñòðàíñòâåííîé ýâîëþöèè êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû ïðè èçìåíåíèè ïà-ðàìåòðà β0(x) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò �èêñèðóåìîãî óðîâíÿ I. Â íàèáîëåå èíòåðåñíîìñëó÷àå I > 1, â íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè 〈s(0, I)〉 = 0 è 〈e(0, I)〉 = 0. Ñ ðîñòîì β0(x) îáðà-çóþòñÿ íåáîëüøèå êëàñòåðíûå îáëàñòè, ãäå I(x,R) > I, ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿþùèåñÿíà íåêîòîðûõ ðàññòîÿíèÿõ è èíòåíñèâíî âòÿãèâàþùèå â ñåáÿ çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îá-ùåé ìîùíîñòè. Â äàëüíåéøåì ïëîùàäè ýòèõ îáëàñòåé óìåíüøàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì

β0(x), à ñîäåðæàùàÿñÿ â íèõ ìîùíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþñðåäíåé ÿðêîñòè âíóòðè ýòèõ îáëàñòåé. Äàííûå ïðîöåññû ñâÿçàíû ñ �îêóñèðîâêîéèçëó÷åíèÿ îòäåëüíûìè ó÷àñòêàìè ñðåäû. Íà ðèñ. 3.3, à,á ïðèâåäåíû ãðà�èêè èçìå-íåíèÿ �óíêöèé 〈s(x, I)〉 è 〈e(x, I)〉 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà β0(x) èç óêàçàííîãîäèàïàçîíà çíà÷åíèé. Ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ñðåäíåé óäåëüíîé ïëîùàäè äîñòèãàåòñÿïðè β0(x) = 2 ln(I) è
〈s(x, I〉max = Φ

(
− 1√

ln(I)

)
.Ïðè ýòîì çíà÷åíèè β0(x) ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü 〈e(x, I)〉 = 1/2.Â îáëàñòè ñëàáûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò óðîâíÿàìïëèòóäû ∇Rχ(x,R) ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèò îò χ(x,R). Ýòî ïîçâîëÿåò êàê âû÷èñ-ëèòü óäåëüíóþ ñðåäíþþ äëèíó êîíòóðîâ I(x,R) = I, òàê è îöåíèòü óäåëüíîå ñðåäíåå÷èñëî òàêèõ êîíòóðîâ. Â ñàìîì äåëå, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ãðàäèåíòà óðîâ-íÿ àìïëèòóäû q(x,R) =∇Rχ(x,R) â îáëàñòè ñëàáûõ �ëóêòóàöèé èìååò âèä ãàóññîâàðàñïðåäåëåíèÿ:

P (x,q) = 〈δ (∇Rχ(x,R) − q)〉 =
1

σ2
q(x)

exp

{
− q2

σ2
q(x)

}
, (3.65)ãäå σ2

q(x) =
〈
q2(x,R)

〉� äèñïåðñèÿ ãðàäèåíòà óðîâíÿ àìïëèòóäû, îïèñûâàåìàÿ �îðìó-ëîé (1.166).Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óäåëüíîé ñðåäíåé äëèíû êîíòóðîâ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈l(x, I)〉 = 2Lf (x) 〈|q(x,R)|〉 IP (x, I) = Lf (x)
√
πσ2

q (x)IP (x, I). (3.66)
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〈n(x, I)〉 =
1

2π
L2

f (x) 〈κ(x,R, I)|p(x,R)δ (I(x,R) − I)〉 =

= − 1

2π
L2

f (x)I 〈∆Rχ(x,R)δ (I(x,R) − I)〉 =

= − 1

π
L2

f (x)
〈
q2(x,R)

〉
I
∂

∂I
IP (x, I) =

L2
f (x)σ2

q(x)

πβ0(x)
ln
(
Ieβ0(x)/2

)
IP (x, I). (3.67)Îòìåòèì, ÷òî ïðè çíà÷åíèè I = I0(x) = e−

1
2
β0(x) âûðàæåíèå (3.67) îáðàùàåòñÿâ íóëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äàííîãî óðîâíÿ èíòåíñèâíîñòè ñðåäíåå óäåëüíîå ÷èñëîêîíòóðîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü I(x,R) > I0, ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì óäåëüíûì÷èñëîì êîíòóðîâ, äëÿ êîòîðûõ I(x,R) < I0. �ðà�èêè çàâèñèìîñòè 〈l(x, I)〉 è 〈n(x, I)〉îò ïàðàìåòðà β0(x) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.4, à,á.PSfrag repla
ements

à á

I = 1,5

I = 1,5

I = 2,5

I = 2,5

〈l(x, I)〉D−1/12(x) 〈n(x, I)〉D−1/6(x)

β0β0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,40,4

0,5

0,80,8 1,21,2�èñ. 3.4. Çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ óäåëüíîé äëèíû êîíòóðîâ (à) è èõ ÷èñëà (á ) îò ïàðàìåòðà
β0(x)Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé óäåëüíîé äëèíû ëèíèé óðîâíÿ è ñðåäíåãî óäåëüíîãî ÷èñëàêîíòóðîâ îò ìèêðîìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ìåëêîé ðÿ-áè, íàêëàäûâàþùåéñÿ íà êðóïíîìàñøòàáíûé ñëó÷àéíûé ðåëüå�. Ýòà ðÿáü íå âëèÿåòíà ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïëîùàäåé è ìîùíîñòè, íî âåäåò ê áîëüøåé èçðåçàííîñòè ëèíèéóðîâíÿ è ïîÿâëåíèþ ìàëûõ êîíòóðîâ.Êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå, ïîëó÷åííîå îïèñàíèå ñïðàâåäëèâî ïðè çíà÷åíèÿõ

β0(x) ≤ 1. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β0(x) ìåòîä ïëàâíûõ âîçìóùåíèéóæå íåïðèìåíèì è íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íåëèíåéíûé õàðàêòåð óðàâ-íåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé �àçû âîëíîâîãî ïîëÿ. Ýòà îáëàñòü �ëóêòóàöèé, íàçûâàåìàÿîáëàñòüþ ñèëüíûõ �îêóñèðîâîê, î÷åíü òðóäíà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ïðèäàëüíåéøåì æå óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β0(x)
(
β2

0(x) ≥ 10
) ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè èíòåíñèâíîñòè âûõîäÿò íà ðåæèì íàñûùåíèÿ, è ýòà îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðà-ìåòðà β0(x) íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè.

3.4. Êàóñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âîëíîâîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå 813.4.3. Îáëàñòü ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòèÈç âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (3.52) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíÿÿ óäåëüíàÿïëîùàäü îáëàñòåé, âíóòðè êîòîðûõ I(x,R) > I, ðàâíà
〈s(x, I)〉 =

1√
π (β(x) − 1)

∞∫

0

dz

z
exp

{
−zI − [ln z − (β(x) − 1)/4]2

β(x) − 1

}
, (3.68)à óäåëüíàÿ ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ, îïèñûâàåòñÿ âûðà-æåíèåì

〈e(x, I)〉 =
1√

π (β(x) − 1)

∞∫

0

dz

z

(
I +

1

z

)
exp

{
−zI − [ln z − (β(x) − 1)/4]2

β(x) − 1

}
. (3.69)Íà ðèñ. 3.5, à,á ïðèâåäåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè âûðàæåíèé (3.68) è (3.69) îòïàðàìåòðà β(x). Îòìåòèì î÷åíü ìåäëåííóþ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà β(x) îò β0(x).Òàê, ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó β0(x) → ∞ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β(x) = 1,à âåëè÷èíå β0(x) = 1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β(x) = 1,861.

PSfrag repla
ements
à á

〈s(x, I)〉 〈e(x, I)〉

I = 1 I = 1

I = 2

I = 2

β(x)

β(x)

0,25

0,35

0,15

0,2

0,3

0,5

0,6

0,7

1,2

1,2

1,4

1,4

1,6

1,6

1,8

1,8�èñ. 3.5. Çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ óäåëüíîé ïëîùàäè (à) è ìîùíîñòè (á ) â îáëàñòè ñèëüíûõ�ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè îò ïàðàìåòðà β(x)Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû (3.68), (3.69) îïèñûâàþò ïåðåõîä â îáëàñòü íàñûùåí-íûõ �ëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè (β(x) → 1). Â ýòîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâåííî èìååì

P (I) = e−I , 〈s(I)〉 = e−I , 〈e(I)〉 = (I + 1) e−I , (3.70)à äëÿ óäåëüíîé ñðåäíåé äëèíû êîíòóðîâ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈l(x, I)〉 = Lf (x) 〈|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 = 2Lf (x)
√
I 〈|κ(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 =

= 2Lf (x)
√
I 〈|q(x,R)|〉P (x, I) = Lf (x)

√
2πσ2

q(x)I P (x, I), (3.71)ãäå äèñïåðñèÿ ãðàäèåíòà óðîâíÿ àìïëèòóäû â îáëàñòè íàñûùåííûõ �ëóêòóàöèé ñîâ-ïàäàåò ñ äèñïåðñèåé, âû÷èñëåííîé ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ìåòîäà ïëàâíûõ âîçìó-ùåíèé. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â (3.71) äîñòèãàåòñÿ ïðè I = 1/
√

2.
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〈n(x, I)〉 =
L2

f (x)

2π
〈κ(x,R, I)|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 =

= −
L2

f (x)

2π

√
I 〈∆RA(x,R)δ (I(x,R) − I)〉 = −

L2
f (x)

π

〈
κ2(x,R)

〉√
I
∂

∂I

√
IP (x, I) =

= −
2L2

f (x)σ2
q(x)

π

√
I
∂

∂I

√
Ie−I =

2L2
f (x)σ2

q(x)

π

(
I − 1

2

)
e−I . (3.72)Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â (3.72) äîñòèãàåòñÿ ïðè I = 3/2, à çíà÷åíèå óðîâíÿ, ïðèêîòîðîì ñðåäíåå óäåëüíîå ÷èñëî êîíòóðîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü I(x,R) > I0,ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì óäåëüíûì ÷èñëîì êîíòóðîâ, äëÿ êîòîðûõ I(x,R) < I0, â äàííîìñëó÷àå ðàâíî I0 = 1/2.Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (3.72) íåïðèìåíèìà â óçêîé îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ I ∼ 0.Äëÿ I = 0 äîëæíî áûòü 〈n(x, 0)〉 = 0.Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (3.71), (3.72) â îáëàñòè íàñûùåííûõ �ëóêòóàöèé ñðåäíÿÿäëèíà ëèíèé óðîâíÿ è ñðåäíåå ÷èñëî êîíòóðîâ ïðîäîëæàåò ðàñòè ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà

β0(x), õîòÿ îãðàíè÷åííûå èìè ñðåäíèå ïëîùàäè è ìîùíîñòè, çàêëþ÷åííûå â íèõ,îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ýòîì ðåæèìåèãðàåò èíòåð�åðåíöèÿ ïàðöèàëüíûõ âîëí, ïðèõîäÿùèõ ñ ðàçíûõ íàïðàâëåíèé.Ñðåäíÿÿ äëèíà óðîâíÿ è ñðåäíåå ÷èñëî êîíòóðîâ çàâèñÿò, êðîìå ïàðàìåòðà β0(x),òàêæå îò âîëíîâîãî ïàðàìåòðà D(x), ò. å. ðàñòóò ñ óìåíüøåíèåì ìèêðîìàñøòàáà íåîä-íîðîäíîñòåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà áîëåå êðóïíîìàñøòàáíûé ðåëüå� íàêëàäûâà-åòñÿ ìåëêàÿ ðÿáü, âîçíèêàþùàÿ âñëåäñòâèå ðàññåÿíèÿ íà ìàëûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ.Òàêèì îáðàçîì, ìû ñäåëàëè ïîïûòêó äàòü êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå êëàñòåðíîé(êàóñòè÷åñêîé) ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ ïëîñêîé ñâåòîâîé âîëíû â ïîïåðå÷íîé ïëîñ-êîñòè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè åå â òóðáóëåíòíîé ñðåäå è êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ïàðà-ìåòðû òàêîé ñòðóêòóðû. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé. Îä-íàêî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ àíàëèçîì çàäà÷è â �èêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè, òî äëÿ ïëîñêîéâîëíû, ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè âîëíîâîãî ïàðàìåòðà, ðåøåíèå çàäà÷è îïèñûâàåòñÿåäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì � äèñïåðñèåé èíòåíñèâíîñòè â îáëàñòè ñëàáûõ �ëóêòóàöèé
β0(x). Ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè äâà êðàéíèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåñëàáûì è íàñûùåííûì �ëóêòóàöèÿì èíòåíñèâíîñòè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, ñêîðååâñåãî, ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë çàâèñÿò îò âåëè÷èíû óðîâíÿèíòåíñèâíîñòè I. Åñòåñòâåííî äóìàòü, ÷òî äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé óðîâíÿ ýòè ïðåäåëûðàñøèðÿþòñÿ.Äëÿ àíàëèçà æå íàèáîëåå èíòåðåñíîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ïðîìåæóòî÷-íîãî ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îáëàñòè ðàçâèòîé êàóñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, òðåáóåòñÿçíàíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè è åå ïîïåðå÷íîãî ãðàäèåíòà äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñòàíöèè, ïðîéäåííîé âîëíîé. Òàêîé àíàëèç ìîæíî ïðîèçâåñòèëèáî èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìèðóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ âñåõçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ [48℄, ëèáî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âûïîëíåííîãî,íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [51, 52, 67, 68℄.
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Ïðèëîæåíèå ÀÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÎÁÙÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÑÈÑÒÅÌÎñòàíîâèìñÿ òåïåðü êðàòêî íà ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå, ïîçâîëÿþùåì îïèñàòüêîãåðåíòíûå ïðîöåññû â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äëÿ áîëåå ïîëíîéèí�îðìàöèè ñì. ìîíîãðà�èè [14,15,17℄. Ïðåæäå âñåãî îáñóäèì îáùèå ñâîéñòâà äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûìè (îáûêíîâåííûìè èëè â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ) èëè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ �óíêöè-îíàëîì ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ.À.1. Âàðèàöèîííûå (�óíêöèîíàëüíûå) ïðîèçâîäíûåÍàïîìíèì îáùåå îïðåäåëåíèå �óíêöèîíàëà. Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàí íåêîòîðûé�óíêöèîíàë, åñëè óñòàíîâëåíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîé �óíêöèè èç íåêîòîðîéñîâîêóïíîñòè ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî. Ïðèìåðû �óíêöèîíàëîâ:à) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτ a(τ)ϕ(τ),ãäå a(t) � çàäàííàÿ (�èêñèðîâàííàÿ) �óíêöèÿ, à ïðåäåëû t1, t2 ìîãóò áûòü êàê êî-íå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè. Ýòî � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë.á) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2B(τ1, τ2)ϕ(τ1)ϕ(τ2),ãäå B(t1, t2) � �èêñèðîâàííàÿ çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Ýòî � êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë.â) F [ϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) ,ãäå f(x) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, à âåëè÷èíà Φ[ϕ(τ)] ñàìà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì.Îöåíèì ðàçíîñòü çíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå �óíêöèîíàëà (ñì. ðèñ. À.1), âçÿòîãîäëÿ äâóõ �óíêöèé ϕ(τ) è ϕ(τ) + δϕ(τ), δϕ(τ) 6= 0 ïðè
t− 1

2
∆t < τ < t+

1

2
∆tÂàðèàöèåé �óíêöèîíàëà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ïî δϕ(τ) ÷àñòü ðàçíîñòè

δF [ϕ(τ)] = {F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)]} .Âàðèàöèîííîé (èëè �óíêöèîíàëüíîé) ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (ñì., íàïðè-ìåð, [69℄)

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)dt
= lim

∆t→0

δF [ϕ(τ)]∫

∆t
dτδϕ(τ)

. (À.1)84
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PSfrag repla
ements ϕ(τ)
ϕ(τ) + δϕ(τ)

ϕ(τ)

t− ∆τ
2 t+ ∆τ

2

τt�èñ. À.1. Ê îïðåäåëåíèþ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîéÑ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ δF [ϕ(τ)]/δϕ(t)dt áóäåì èñïîëüçî-âàòü δF [ϕ(τ)]/δϕ(t).Îòìåòèì, ÷òî åñëè â (À.1) âçÿòü â êà÷åñòâå �óíêöèè δϕ(τ) = αδ(τ), ãäå δ(τ) �îáû÷íàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, òî �îðìóëó (À.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, èìåþùåìâèä îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé:
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

α→0

d

dα
F [ϕ(τ) + αδ(τ − t)].Âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèîíàëà F [ϕ(τ)] ÿâëÿåòñÿ ñíîâà �óíêöèîíà-ëîì îò ϕ(τ), çàâèñÿùèì åùå îò òî÷êè t êàê îò ïàðàìåòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà âàðèàöè-îííàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü ïðîèçâîäíûå äâîÿêîãî òèïà: åå ìîæíî äè��åðåíöè-ðîâàòü îáû÷íûì îáðàçîì ïî ïàðàìåòðó t, à ìîæíî òàêæå ñîñòàâèòü åå âàðèàöèîííóþïðîèçâîäíóþ ïî ϕ(τ) â òî÷êå τ = t′, ÿâëÿþùóþñÿ âòîðîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîéîò èñõîäíîãî �óíêöèîíàëà:

δ2F [ϕ(τ)]

δϕ(t′)δϕ(t)
=

δ

δϕ(t′)

[
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)

]
.Âòîðàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò óæå �óíêöèîíàëîì îò ϕ(τ), çàâèñÿùèì îòïàðû òî÷åê t, t′, è ò. ä.Íàéäåì âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèîíàëîâ (à), (á) è (â).Â ñëó÷àå (à) èìååì

δF [ϕ(τ)] = F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)] =

t+∆t/2∫

t−∆t/2

dτ a(τ)δϕ(τ).Åñëè �óíêöèÿ a(t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå ∆t, òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

δF [ϕ(τ)] = a(t′)

∫

∆t

dτ δϕ(τ),ãäå òî÷êà t′ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [t− ∆t/v, t+ ∆t/2], òàê ÷òî

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

∆t→0
a(t′) = a(t). (À.2)



86 Ïðèëîæåíèå À. Íåêîòîðûå îáùèå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìÀíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (á) ïîëó÷àåì

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=

t2∫

t1

dτ [B(τ,t)+B(t, τ)]ϕ(τ) (t1 < t < t2).Îòìåòèì, ÷òî çäåñü �óíêöèþ B(τ1, τ2) âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íîé �óíêöèåéñâîèõ àðãóìåíòîâ.Â ñëó÷àå (â) èìååì

F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) +
∂

f
(Φ[ϕ(τ)])∂ΦδΦ[ϕ(τ)] + . . . =

= F [ϕ(τ)] +
∂f(Φ[ϕ(τ)])

∂Φ
δΦ[ϕ(τ)] + . . .è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

δ

δϕ(t)
f (Φ[ϕ(τ)]) =

∂f (Φ[ϕ(τ)])

∂Φ

δ

δϕ
(t)Φ[ϕ(τ)]. (À.3)�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèîíàë Φ[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)]. Äëÿ íåãî èìååì

δΦ[ϕ(τ)] = {F 1[ϕ(τ) + δϕ(τ)]F 2[ϕ(τ) + δϕ(τ)]−F 1[ϕ(τ)]F 2[ϕ(τ)]} =

= F1[ϕ(τ)]δF2[ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]δF1 [ϕ(τ)],è, ñëåäîâàòåëüíî,

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F2[ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]. (À.4)Ìîæíî �îðìàëüíî îïðåäåëèòü è âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé �óíê-öèîíàëà ϕ(τ0) ïî �óíêöèè ϕ(t) ñîîòíîøåíèåì

δϕ(τ0)

δϕ(t)
= δ(τ0 − t). (À.5)Ôîðìóëó (À.5) ìîæíî îáîñíîâàòü, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíûé �óíêöèîíàëâèäà

F [ϕ(τ)] =
1√
2πσ

∞∫

−∞

dτ ϕ(τ) exp

{
−(τ − τ0)

2

2σ2

}
. (À.6)Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî (À.2), âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)] =

1√
2πσ

exp

{
−(t− τ0)

2

2σ2

}
. (À.7)Ïåðåõîäÿ òåïåðü �îðìàëüíî ê ïðåäåëó ïðè σ → 0 â âûðàæåíèÿõ (À.6) è (À.7), ìûè ïîëó÷àåì �îðìóëó (À.5). È ïðè ýòîì

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=
∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)

δϕ(τ)

δϕ(t)
=
∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)
δ(τ − t).Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (À.5) î÷åíü óäîáíî ïðîèçâîäèòü �óíêöèîíàëüíîå äè��åðåí-öèðîâàíèå �óíêöèîíàëîâ, ÿâíî çàâèñÿùèõ îò ϕ(τ). Òàê äëÿ êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèî-íàëà (á) èìååì
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δ

δϕ(t)

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2B(τ1, τ2)ϕ(τ1)ϕ(τ2)

(À.4)

=

=

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2B(τ1, τ2)

[
δϕ(τ1)

δϕ(t)
ϕ(τ2) + ϕ(τ1)

δϕ(τ2)

δϕ(t)

] (À.5)
=

=

t2∫

t1

dτ [B(t, τ)+B(τ, t)]ϕ(τ) (t1 < t < t2).Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì �óíêöèîíàë
F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτ L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)
.Â ýòîì ñëó÷àå

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)]

(À.3)
=

t2∫

t1

dτ



∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+
∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ



δϕ(τ)

δϕ(t)

(À.5)
=

=

t2∫

t1

dτ



∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+
∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ


 δ(τ − t) =

=

(
− d

dt

∂

∂ϕ̇(t)
+

∂

∂ϕ(t)

)
L

(
t, ϕ(t),

dϕ(t)

dt

)
,ãäå ϕ̇(t) =

d

dt
ϕ(t), åñëè òî÷êà t ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (t1, t2).Ïîäîáíî òîìó êàê �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà, �óíêöèîíàë

F [ϕ(τ) + η(τ)] ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ïî �óíêöèè η(τ)â îêðåñòíîñòè η(τ) ∼ 0:
F [ϕ(τ) + η(τ)] = F [ϕ(τ)] +

∞∫

−∞

dt
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
η(t) +

+
1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2
δ2F [ϕ(τ)]

δϕ(t1)δϕ(t2)
η(t1)η(t2) + . . . (À.8)Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå òèïà

1 +

∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)
+

1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2 η(t1)η(t2)
δ2

δϕ(t1)δϕ(t2)
+ . . . =

= 1 +

∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)
+

1

2!




∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)




2

+ . . . (À.9)ìîæíî ñîêðàùåííî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîðà

exp





∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)



 , (À.10)



88 Ïðèëîæåíèå À. Íåêîòîðûå îáùèå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìäåéñòâèå êîòîðîãî íàäî ïîíèìàòü èìåííî â ñìûñëå ðàçëîæåíèÿ (À.9). Ñ ïîìîùüþýòîãî îïåðàòîðà �îðìóëó (À.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

F [ϕ(τ) + η(τ)] = exp





∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)



F [ϕ(τ)], (À.11)÷òî ïîçâîëÿåò íàì èíòåðïðåòèðîâàòü îïåðàòîð (À.10) êàê îïåðàòîð �óíêöèîíàëüíîãîñäâèãà.�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèîíàë F [t;ϕ(τ)], çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t. Ýòîò �óíê-öèîíàë ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïî t, à òàêæå íàéòè åãî âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþïî ϕ(t′). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè îïåðàöèè ïåðåñòàíîâî÷íû, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂

∂t

δF [t;ϕ(τ)]

δϕ(t′)
=

δ

δϕ(t′)

∂F [t;ϕ(τ)]

∂t
. (À.12)Åñëè îáëàñòü èçìåíåíèÿ τ íå çàâèñèò îò t, òî ðàâåíñòâî (À.12) î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå, íàïðèìåð äëÿ �óíêöèîíàëîâ F [t;ϕ(τ)], ó êîòîðûõ 0 ≤ τ ≤ t, ðàâåíñòâî (À.12)ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèîíàëà F [t;ϕ(τ)] â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåé-ëîðà.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî �îðìàëèçìà, ðàññìîò-ðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé:

d

dt
r(t) = U (r, t), r(t0) = r0. (À.13)À.2. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îò êîý��èöèåíòîâóðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûõ óñëîâèéÄëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòå-ðèñòèê èõ ðåøåíèé, òðåáóåòñÿ çíàíèå çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ îò êîý��èöè-åíòîâ óðàâíåíèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, �óíêöèîíàëüíîé) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòè çàâè-ñèìîñòè îáëàäàþò íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè, èç êîòîðûõ äâà îñîáåííî âàæíûäëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì èõ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé çàäà-÷è � ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (À.13), êîòîðóþ ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

r(t) = r0 +

t∫

t0

dτ U(r(τ), τ). (À.14)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (À.14) çàâèñèò ïàðàìåòðè÷åñêè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé r0, t0è �óíêöèîíàëüíî îò âåêòîðíîãî ïîëÿ U(r′, τ).À.2.1. Ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòèÏðîâàðüèðóåì óðàâíåíèå (À.14) ïî ïîëþ U(r, t). Ñ÷èòàÿ, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå

r0 íå çàâèñèò îò ïîëÿ U(r, t), ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (À.5), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àåèìååò âèä

δUi(r(τ), τ)

δUj(r′, t′)
= δijδ(r(τ) − r′)δ(τ − t′),

À.2. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îò êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ 89ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé:
δri(t)

δUj(r, t′)
= δijδ(r − r(t′))θ(t′ − t0)θ(t− t′) +

t∫

t0

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rk

δrk(τ)

δUj(r, t′)
, (À.15)ãäå δ(r − r′) � äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà, à

θ(t) =

{
1, åñëè t > 0,

0, åñëè t < 0,� ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Èç óðàâíåíèÿ (À.15) ñëåäóåò, ÷òî
δri(t)

δUj(r, t′)
= 0, åñëè t′ > t èëè t′ < t0, (À.16)ò. å. ðåøåíèå r(t) äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è (À.14), åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê �óíêöèî-íàë ïîëÿ U(r, t′), çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé U(r, t′) ïðè t0 < t′ < t. Ñëåäîâàòåëüíî,�óíêöèÿ r(t) íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ïîëå U(r, t′) èçìåíÿåòñÿ âíå èíòåðâàëà (t0, t

′), ò. å. äëÿ

t′ < t0 èëè t′ > t. Óñëîâèå (À.16) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííî-ñòè.Ïðèíèìàÿ ýòî óñëîâèå âî âíèìàíèå, óðàâíåíèå (À.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(ïðè t0 < t′ < t)
δri(t)

δUj(r, t′)
= δijδ(r − r(t′)) +

t∫

t′

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rk

δrk(τ)

δUj(r, t′)
, (À.17)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó t→ t′ + 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= δijδ(r − r(t′)), (À.18)èëè æå â ïðåäåëå t′ → t− 0

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t−0

= δijδ(r − r(t)), (À.19)Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (À.17) äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé, î÷åâèäíî, ýêâèâà-ëåíòíî ëèíåéíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

∂

∂t

(
δri(t)

δUj(r, t′)

)
=
∂Ui(r(t), t)

∂rk

(
δrk(t)

δUj(r, t′)

)
,

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

= δijδ(r − r(t′)).

(À.20)Óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì çàäà÷, îïèñûâàå-ìûõ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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{r0, t0} âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé:

r(t) = r(t|r0, t0), r0 = r(t0|r0, t0).Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (À.14) ïî ïàðàìåòðàì r0k è t0. Â ðåçóëüòàòå äëÿÿêîáèåâîé ìàòðèöû ∂

∂r0k
ri(t|r0, t0) è âåëè÷èíû ∂

∂t0
ri(t|r0, t0) ïîëó÷àåì ëèíåéíûå óðàâ-íåíèÿ

∂ri(t|r0, t0)

∂r0k
= δik +

t∫

t0

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rj

∂rj(τ |r0, t0)

∂r0k
,

∂ri(t|r0, t0)

∂t0
= −Ui(r0, t0) +

t∫

t0

dτ
∂Ui(r (τ) , τ)

∂rj

∂rj(τ |r0, t0)

∂t0
.

(À.21)Óìíîæàÿ òåïåðü ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íà Uk(r0, t0), ñóììèðóÿ ïî èíäåêñó kè ñêëàäûâàÿ åãî ñî âòîðûì óðàâíåíèåì, ïîëó÷àåì äëÿ âåêòîðíîé �óíêöèè

Fi(t|r0, t0) =

(
∂

∂t0
+ U(r0, t0)

∂

∂r0

)
ri(t|r0, t0)ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Fi(t|r0, t0) =

t∫

t0

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rk
Fk(τ |r0, t0). (À.22)Äè��åðåíöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî âðåìåíè, ïåðåéäåì ê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöè-àëüíîìó óðàâíåíèþ

∂

∂t
Fi(t|r0, t0) =

∂Ui(r(t), t)

∂rk
Fk(t|r0, t0)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè t = t0 � Fi(t0|r0, t0) = 0, âûòåêàþùåìó èç óðàâíåíèÿ(À.22), è, ñëåäîâàòåëüíî, Fi(t|r0, t0) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(
∂

∂t0
+ U(r0, t0)

∂

∂r0

)
ri(t|r0, t0) = 0, (À.23)êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîïåðåìåííûì r0, t0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè t0 = t

r(t|r0, t) = r0. (À.24)Òåïåðü ïåðåìåííàÿ t âõîäèò â çàäà÷ó (À.23), (À.24) êàê ïàðàìåòð.Óðàâíåíèå (À.23) ðåøàåòñÿ â íàïðàâëåíèè âðåìåíè, îáðàòíîì ïî îòíîøåíèþ ê çà-äà÷å (À.13), è ìîæåò áûòü íàçâàíî îáðàòíûì óðàâíåíèåì.Óðàâíåíèå (À.23) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (À.24) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòå-ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
r(t|r0, t0) = r0 +

t∫

t0

dτ

(
U (r0, τ)

∂

∂r0

)
r(t|r0, τ). (À.25)

À.3. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ 91Âàðüèðóÿ òåïåðü óðàâíåíèå (À.25) ïî �óíêöèè Uj(r
′, t′), ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîåóðàâíåíèå

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)θ(t′ − t0)θ(t− t′)

∂ri(t|r0, t
′)

∂rj0
+

+

t∫

t0

dτ

(
U(r0, τ)

∂

∂r0

)
δri(t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
, (À.26)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= 0, åñëè t′ > t èëè t′ < t0,ò. å. �óíêöèÿ r(t|r0, t0) òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ïî ïà-ðàìåòðó t0 (À.16), ÷òî åñòåñòâåííî, è óðàâíåíèå (À.26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (ïðè

t0 < t′ < t)
δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)

∂ri(t|r0, t
′)

∂rj0
+

t′∫

t0

dτ

(
U(r0, τ)

∂

∂r0

)
δri(t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
. (À.27)Ïîëàãàÿ òåïåðü t′ → t0 + 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δri(t|r0, t0)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t0+0

= δ(r0 − r)
∂ri(t|r0, t0)

∂r0j
. (À.28)À.3. Óðàâíåíèå ËèóâèëëÿÑîâðåìåííûé àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü çàìêíó-òîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, åñëè ýòè ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äèíà-ìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè è îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìèâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èëè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè îïðåäåëåííîãî òèïà. Ïåðå-õîä îò îïèñàíèÿ èñõîäíîé, âîîáùå ãîâîðÿ íåëèíåéíîé, ñèñòåìû ê ýêâèâàëåíòíîìó îïè-ñàíèþ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî îñóùåñòâèòüñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðíûõ �óíêöèé. Îäíàêî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ. �àññìîòðèì òàêîé ïåðåõîä íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (À.13).À.3.1. Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿÏóñòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (À.13):

d

dt
r(t) = U(r(t), t), r(t0) = r0. (À.29)Ââåäåì ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ â ïðîñòðàíñòâå (r, t):

ϕ(r, t) = δ(r(t) − r), (À.30)îáû÷íî íàçûâàåìóþ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ñå÷åíèè ñëó÷àéíî-ãî ïðîöåññà r(t) çàäàííîé ïëîñêîñòüþ r(t) = const.
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∂

∂t
ϕ(r, t) = −dr(t)

dt

∂

∂r
δ(r(t) − r) = −U(r(t), t)

∂

∂r
δ(r(t) − r) =

= − ∂

∂r

[
U(r(t), t)δ(r(t) − r)

]
.Èñïîëüçóÿ äàëåå ¾âûêàëûâàþùåå¿ ñâîéñòâî äåëüòà-�óíêöèè

U(r(t), t)δ(r(t) − r) = U(r, t)δ(r(t) − r),ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ϕ(r, t) = 0, ϕ(r, t0) = δ(r − r0), (À.31)êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîé ñèñòåìå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Ýòî óðàâ-íåíèå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ �àçîâûõ òî÷åê â �àçî-âîì ïðîñòðàíñòâå {r, t}.Çàìå÷àíèå À.1. Îñîáåííîñòü ðàáîòû ñ äåëüòà-�óíêöèåéÈç èçëîæåííîãî ìåòîäà âûâîäà óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî âèäåòüðàçëè÷èå ìåæäó �óíêöèåé r(t) è ïàðàìåòðîì r. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòûñ äåëüòà-�óíêöèåé íåîáõîäèìî âûïèñûâàòü àðãóìåíò �óíêöèè r(t) âî âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõâûêëàäêàõ (ñð. çàïèñü óðàâíåíèé (À.29) è (À.13). Ïðåíåáðåæåíèå ýòèì ïðàâèëîì ïðèâîäèò,êàê ïðàâèëî, ê îøèáêå. �Ïåðåõîä îò ñèñòåìû (À.29) ê óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (À.31) ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàñøè-ðåíèåì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (r, t), êîòîðîå, îäíàêî, èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.Óðàâíåíèå (À.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(r, t) = δ(r − r0) −
t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)ϕ(r, τ)

}
,âàðèàöèÿ êîòîðîãî ïî �óíêöèè Ui(r

′, t′) ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû (À.5) ïðèâîäèòê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= −

t∫

t0

dτ
∂

∂ri

{
δUi(r, τ)

δUj(r′, t′)
ϕ(r, τ)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U (r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
=

= −θ(t− t′)θ(t′ − t0)
∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (À.32)ãäå, êàê è ðàíåå, θ(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ñëåäîâàòåëüíî,

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
∼ θ(t− t′)θ(t′ − t0),è âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= 0, åñëè t′ < t0 èëè t′ > t,

À.3. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ 93êîòîðîå âûðàæàåò óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (À.31).Ïðè óñëîâèè t0 < t′ < t óðàâíåíèå (À.32) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= − ∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t′

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (À.33)îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δϕ(r, t)

δUi(r′, t′)

∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
. (À.34)Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (À.34) ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ(À.18). Â ñàìîì äåëå, âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ δϕ(r, t)/δUj(r
′, t′), â ñèëó îïðåäåëå-íèÿ �óíêöèè ϕ(r, t),

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
=

δ

δUj(r′, t′)
δ(r(t) − r) = −

∂

∂ri
δ(r(t) − r)

δri(t)

δUj(r′, t′)
, (À.35)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t = t′ + 0 èìååì ðàâåíñòâî

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri
δ(r(t′) − r)

δri(t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

=

= − ∂

∂rj

{
δ(r(t′) − r)δ(r′ − r)

}
= − ∂

∂rj

{
ϕ(r, t′)δ(r′ − r)

}
. (À.36)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (À.29) è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ (À.30) çàâèñÿò îò íà÷àëü-íûõ óñëîâèé r0, t0. Òàê, �óíêöèÿ r(t) = r(t|r0, t0), êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ r0, t0,îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (À.23).Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé òàêæå ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè(ñì. ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë) ϕ(r, t|r0, t0), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå òàêæå èìååò âèäëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïî ïåðåìåííûì r0, t0:

(
∂

∂t0
+ U(r0, t0)

∂

∂r0

)
ϕ(r, t|r0, t0) = 0, ϕ(r, t|r0, t) = δ(r − r0). (À.37)Óðàâíåíèå (À.37) ìîæåò áûòü íàçâàíî îáðàòíûì óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. È ïðèýòîì äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ϕ(r, t|r0, t0)

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
=

δ

δUj(r′, t′)
δ(r(t|r0, t0) − r) = −

∂

∂ri
δ(r(t|r0, t0) − r)

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
,êàê ñëåäñòâèå óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (À.28) ïîëó-÷àåì âûðàæåíèå

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t0+0

= − ∂

∂ri
δ(r(t|r0, t0) − r)

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t0+0

=

= −δ(r0 − r′)
∂ri(t|r0, t0)

∂r0j

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri
. (À.38)



94 Ïðèëîæåíèå À. Íåêîòîðûå îáùèå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìÑ äðóãîé ñòîðîíû,

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂r0j
= −∂ri(t|r0, t0)

∂r0j

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri
,è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (À.38) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé çàìêíóòûé âèä

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t+0

= δ(r0 − r′)
∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂r0j
. (À.39)À.3.2. Îáðàòíîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ�àññìîòðèì òåïåðü âûâîä îáðàòíîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíê-öèè

ϕ(r, t|r0, t0) = δ(r(t|r0, t0) − r)êàê �óíêöèè ïàðàìåòðîâ (r0, t0). Ïðîäè��åðåíöèðóåì �óíêöèþ ϕ(r, t|r0, t0) ïî t0è r0j . Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (À.23) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂t0
= −∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri

∂ri(t|r0, t0)

∂t0
=
∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri
U (r0, t0)

∂ri(t|r0, t0)

∂r0
,

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂r0
= −∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri

∂ri(t|r0, t0)

∂r0
. (À.40)Óìíîæàÿ òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå â (À.40) ñêàëÿðíî íà U(r0, t0) è ñêëàäûâàÿ ñ ïåð-âûì, ïðèõîäèì ê çàìêíóòîìó óðàâíåíèþ

(
∂

∂t0
+ U(r0, t0)

∂

∂r0

)
ϕ(r, t|r0, t0) = 0, ϕ(r, t|r0, t) = δ(r − r0), (À.41)êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ, ïðèâåäåííûì ðàíåå áåç âûâîäà.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (À.41) â âèäå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(r, t|r0, t0) = δ(r − r0) +

t∫

t0

dτ U(r0, τ)
∂

∂r0
ϕ(r, t|r0, τ). (À.42)Ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ δϕ(r, t|r0, t0)/δUj(r

′, t′) îïèñûâàåòñÿ ëè-íåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)θ(t′ − t0)θ(t− t′)

∂ϕ(r, t|r0, t
′)

∂r0j
+

+

t∫

t0

dτ U(r0, τ)
∂

∂r0

δϕ(r, t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
∼ θ(t′ − t0)θ(t− t′),ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè. Ïðè óñëîâèè t0 < t′ < t ýòîóðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)

∂ϕ(r, t|r0, t
′)

∂r0j
+

t′∫

t0

dτ U(r0, τ)
∂

∂r0

δϕ(r, t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
,è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå t′ = t0 + 0 ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (À.39), ïîëó÷åííîìóðàíåå äðóãèì ïóòåì.

Ïðèëîæåíèå ÁÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ È ÏÎËÅÉÁ.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿÅñëè ìû èìååì ñëó÷àéíóþ �óíêöèþ z(t) (ñëó÷àéíûé ïðîöåññ), òî âñå åå ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàþòñÿ îäíîâðå-ìåíí�îé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé
P (z, t) = 〈δ(z(t) − z)〉 , (Á.1)ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

〈f(z(t))〉 =

∞∫

−∞

dz f(z)P (z, t).Â �îðìóëå Á.1 ÷åðåç ñêîáêè 〈. . .〉 îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).Èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ýòîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿþùàÿ âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîöåññ z(t) < Z, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

F (t, Z) = P (z(t) < Z) =

Z∫

−∞

dz P (z, t),è, ñëåäîâàòåëüíî,
F (t, Z) = 〈θ(Z − z(t))〉 , F (t,∞) = 1, (Á.2)ãäå θ(z) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè z < 0 è åäèíèöå ïðè z > 0.Îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì óñðåäíå-íèÿ â (Á.1):

ϕ(z, t) = δ(z(t) − z),íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé.Äëÿ ïîëíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè z(t) äîñòàòî÷íî çíàòüåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë

Φ[v(τ)] =

〈
exp



i

∞∫

−∞

dτ v(τ)z(τ)





〉
,ãäå �óíêöèÿ v(t) � ïðîèçâîëüíàÿ (äîñòàòî÷íî ¾õîðîøàÿ¿) �óíêöèÿ. Çíàÿ �óíêöèî-íàë Φ[v(τ)], ìîæíî íàéòè òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé �óíêöèè z(t), êàê åå ñðåä-íåå çíà÷åíèå 〈z(t)〉, êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ 〈z(t1)z(t2)〉, n-òî÷å÷íóþ ìîìåíòíóþ�óíêöèþ 〈z(t1) . . . z(tn)〉 è ò. ä. 95



96 Ïðèëîæåíèå Á. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéÂ ñàìîì äåëå, ðàñêëàäûâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë Φ[v(τ)] â �óíêöèî-íàëüíûé ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì äëÿ íåãî âûðàæåíèå ÷åðåç ìîìåíòíûå �óíêöèè ïðî-öåññà z(t):

Φ[v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnMn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn),

Mn(t1, . . . , tn) = 〈z(t1) . . . z(tn)〉 =
1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Φ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0

.Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòíûå �óíêöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåçâàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà. Âàðèàöèîííûå ïðî-èçâîäíûå è ïðàâèëà ðàáîòû ñ íèìè îïðåäåëåíû â Ïðèëîæåíèè À.Ïðåäñòàâèì òåïåðü Φ[v(τ)] â âèäå Φ[v(τ)] = exp{Θ[v(τ)]}. Ôóíêöèîíàë Θ[v(τ)] òàê-æå ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà:

Θ[v(τ)] =
∞∑

n=1

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn), (Á.3)ãäå �óíêöèÿ

Kn(t1, . . . , tn) =
1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Θ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0íàçûâàåòñÿ êóìóëÿíòíîé �óíêöèåé n-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë ñëó÷àé-íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f(x, t):

Φ[v(x′, τ)] =

〈
exp




i
∫
dx

∞∫

−∞

dt v(x,t)f(x, t)






〉
= exp

{
Θ[v(x′, τ)]

}
,à òàêæå ìîìåíòíûå è êóìóëÿíòíûå �óíêöèè n-ãî ïîðÿäêà:

Mn(x1, t1, . . . ,xn, tn) =
1

in
δn

δv(x1, t1) . . . δv(xn, tn)
Φ[v(x′, τ)]

∣∣∣∣
v=0

,

Kn(x1, t1, . . . ,xn, tn) =
1

in
δn

δv(x1, t1) . . . δv(xn, tn)
Θ[v(x′, τ)]

∣∣∣∣
v=0

.Åñëè f(x, t) � âåêòîðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå, òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü v(x, t) âåêòîðíîé�óíêöèåé.Á.2. �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ è ïîëåé (�îðìóëà Ôóðóòöó�Íîâèêîâà)Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè (îáîáùåíèÿ íàìíîãîìåðíûå ñëó÷àè íå âûçûâàþò çàòðóäíåíèé). Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèþ 〈z(t)R[z(τ)]〉, ãäå R[z(τ)]� �óíêöèîíàë, êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü îò ïðîöåññà z(t) êàê ÿâíûì, òàê è íåÿâíûìîáðàçîì.

Á.2. �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 97Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèî-íàë R[z(τ)+η(τ)], ãäå η(t) � ïðîèçâîëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, è âû÷èñëèìâåëè÷èíó 〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉. Èíòåðåñóþùóþ íàñ êîððåëÿöèþ ïîëó÷èì, ïîëîæèâ âîêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå η(τ) = 0.Ôóíêöèîíàë R[z(τ) + η(τ)] ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ïî
z(τ) è ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

R[z(τ) + η(τ)] = e

∞∫
−∞

dτz(τ) δ
δη(τ)

R[η(τ)],ââîäÿ îïåðàòîð �óíêöèîíàëüíîãî ñäâèãà. Òîãäà äëÿ êîððåëÿöèè 〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:
〈z(t)R [z(τ) + η(τ)]〉 = Ω

[
t;

δ

iδη(τ)

]
〈R [z(τ) + η(τ)]〉 ,ãäå �óíêöèîíàë Ω[t; v(τ)] îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

Ω[t; v(τ)] =

〈
z(t) exp

{
i
∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉

〈
exp

{
i
∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉 =
1

Φ[v(τ)]

δ

iδv(t)
Φ[v(τ)] ≡ δ

iδv(t)
Θ[v(τ)],(Á.4)ãäå Θ[v(τ)] = ln Φ[v(τ)], à Φ[v(τ)] � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà z(t).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âàðèàöèîííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî η(τ) ìîæíî çàìåíèòü äè�-�åðåíöèðîâàíèåì ïî z(τ) è ïîëîæèòü çàòåì η(τ) = 0, ïîëó÷àåì äëÿ èíòåðåñóþùåéíàñ êîððåëÿöèè îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

〈z(t)R[z(τ)〉 =

〈
Ω

[
t;

δ

iδz(τ)

]
R[z(τ)]

〉
. (Á.5)Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì �óíêöèîíàëà Θ[v(τ)] â �óíêöèîíàëüíûé ðÿäÒåéëîðà (Â.18), òî �óíêöèîíàë

Ω[t; v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn)è, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (Á.5) ïðèíèìàåò âèä

〈z(t)R[z(τ)]〉 =
∞∑

n=0

1

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)

〈
δnR[z(τ)]

δz(t1) . . . δz(tn)

〉
. (Á.6)Â �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ïîâðåìåíè t, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿþòñÿñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(τ) ïðè 0 ≤ τ ≤ t, êîòîðûåïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì �óíêöèîíàëîì

Φ[t; v(τ)] = eΘ[t;v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτz(τ)v(τ)





〉
.



98 Ïðèëîæåíèå Á. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéÂ ýòîì ñëó÷àå âñå ïîëó÷åííûå âûøå �îðìóëû îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòà-òèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ 〈z(t′)R[t; z(τ)]〉 ïðè t′ < t, τ ≤ t, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

〈
Ω

[
t′, t;

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
(0 < t′ < t), (Á.7)ãäå

Ω[t′, t; v(τ)] =
δ

iδv(t′)
Θ[t; v(τ)] =

=
∞∑

n=0

in

n!

t∫

0

dt1 . . .

t∫

0

dtnKn+1(t
′, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn). (Á.8)Â ñëó÷àå, êîãäà t′ = t− 0, �îðìóëà â (Á.7) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî, ò. å.

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 =

〈
Ω

[
t, t;

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
. (Á.9)Îäíàêî ðàçëîæåíèå (Á.8) íå âñåãäà äàåò ïðàâèëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè t′ → t−0(ò. å. îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è ðàçëîæåíèÿ â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðàìîãóò áûòü è íå ïåðåñòàíîâî÷íû). Â ýòîì ñëó÷àå

Ω[t, t; v(τ)] =
1

Φ[t; v(τ)]

d

idv(t)
Φ[t; v(τ)] =

d

idv(t)
Θ[t; v(τ)] (Á.10)è ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå â (Á.7) è (Á.9) ìîãóò áûòü ðàçðûâíû ïðè t′ = t− 0.Äëÿ ãàóññîâîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) âñå �îðìóëû, ïîëó÷åííûå âûøå, ñóùå-ñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ëîãàðè�ì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà

Φ[v(τ)] èìååò âèä (ñðåäíèå çíà÷åíèå ïðîöåññà z(t) ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ) (Â.7) è,ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèîíàë Ω[t; v(τ)] (Á.4) ïðèíèìàåò âèä ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà
Ω[t; v(τ)] = i

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)v(τ1), (Á.11)à �îðìóëà (Á.5) ïðèíèìàåò âèä

〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉 =

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)
δ

δη(τ1)
〈R[z(τ) + η(τ)]〉 . (Á.12)Çàìåíÿÿ òåïåðü äè��åðåíöèðîâàíèå ïî η(τ) íà äè��åðåíöèðîâàíèå ïî z(τ) è ïîëàãàÿ

η(τ) = 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

〈z(t)R[z(τ)]〉 =

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)

〈
δ

δz(τ1)
R[z(τ)]

〉
, (Á.13)êîòîðîå â �èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü �îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà ïîèìåíè àâòîðîâ, âïåðâûå åå ïîëó÷èâøèõ [25, 54℄.Ëåãêî íàïèñàòü è ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå �îðìóëû (Á.13), êîòîðîå ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå

〈zi1,...,in(r)R[z]〉 =

∫
dr′

〈
zi1,...,in(r)zj1,...,jn(r′)

〉
〈

δR[z]

δzj1,...,jn(r′)

〉
, (Á.14)

Á.2. �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 99ãäå ÷åðåç r îáîçíà÷åíû âñå íåïðåðûâíûå àðãóìåíòû ñëó÷àéíîãî ïîëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
z(r), à ÷åðåç i1, . . . , in � èíäåêñíûå àðãóìåíòû. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñíûì àðãó-ìåíòàì â ïðàâîé ÷àñòè (Á.14) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(τ) îïðåäåëåí òîëüêî íà îòðåçêå âðåìåíè [0, t], òî �óíê-öèîíàë Θ[t, v(τ)] áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì

Θ[t, v(τ)] = −1

2

t∫

0

t∫

0

dτ1dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2), (Á.15)à �óíêöèîíàëû Ω[t′, t; v(τ)], Ω[t, t; v(τ)] áóäóò ëèíåéíûìè �óíêöèîíàëàìè:
Ω[t′, t; v(τ)] =

δ

iδv(t′)
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτ B(t′, τ)v(τ),

Ω[t, t; v(τ)] =
d

iv(t)dt
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτ B(t, τ)v(τ),

(Á.16)è, ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû (Á.7), (Á.9) áóäóò èìåòü âèä
〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

t∫

0

dτB(t′, τ)

〈
δR[z(τ)]

δz(τ)

〉
(t′ 6 t), (Á.17)ñîâïàäàþùèé ñ ðàâåíñòâîì (Á.13) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

δR[t; z(τ)]

δz(τ)
= 0 ïðè τ < 0, τ > t. (Á.18)Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå ìíîãîìåðíîé �îðìóëû (Á.14) íà ñëó÷àé ïðè÷èííîãîâî âðåìåíè �óíêöèîíàëà R[t;z(r̃, τ)] èìååò âèä

〈zi1,...,in(r, t)R[t;z(r̃, τ)]〉 =

∫
dr′

t∫

0

dt′
〈
zi1,...,in(r, t)zj1,...,jn(r′, t′)

〉
〈
δR[t;z(r̃, τ)]

δzj1,...,jn(r′, t′)

〉
.(Á.19)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) òàêæå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî[14, 15, 17℄:

〈
exp



i

t∫

0

dτ z(τ)v(τ)



R[t; z(τ)]

〉
= Φ[t; v(τ)]

〈
R



t; z(τ) + i

t∫

0

dτ1B(τ, τ1)v(τ1)




〉
,(Á.20)ãäå Φ[t; v(τ)] � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).



Ïðèëîæåíèå ÂÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÎÏÎ��ÀÔÈß ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ È ÏÎËÅÉÏîëíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, ñîäåðæèòñÿ â èõ õàðàêòåðèñòè-÷åñêèõ �óíêöèîíàëàõ. Îäíàêî äàæå çíàíèå îäíîòî÷å÷íûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåéñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé äàåò îïðåäåëåííóþ èí�îðìàöèþ îá ýâîëþöèè ñëó÷àé-íûõ ïðîöåññîâ âî âñåì èíòåðâàëå âðåìåí è ñòðóêòóðå ñëó÷àéíûõ ïîëåé â ïðîñòðàí-ñòâå. Ýòó èí�îðìàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå èäåé ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èèñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé.Â.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññûÏðåæäå âñåãî îáñóäèì ïîíÿòèå òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), êî-òîðîå õàðàêòåðèçóåò îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññàâ öåëîì íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåí.Â.1.1. Òèïè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàÍàçîâåì êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) äåòåðìèíèðîâàí-íóþ êðèâóþ z∗(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé èíòåãðàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëå-íèÿ (Á.2) è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
F (t, z∗(t)) =

z∗(t)∫

−∞

dz P (z, t) =
1

2
. (Â.1)Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ìåäèàíû, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî äëÿëþáîãî èíòåðâàëà âðåìåíè (t1, t2) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(t) êàê-áû ¾îáâèâàåò¿ êðèâóþ

z∗(t) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
z(t) > z∗(t), ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå

{ { {

PSfrag repla
ements

z∗(t)
z(t)

tt1 t2

∆t1 ∆t2 ∆t3�èñ. Â.1. Ê îïðåäåëåíèþ êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà100

Â.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 101íåðàâåíñòâî z(t) < z∗(t) (ðèñ. Â.1), ò. å.

〈
Tz(t)>z∗(t)

〉
=
〈
Tz(t)<z∗(t)

〉
=

1

2
(t2 − t1). (Â.2)Â ñàìîì äåëå, èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (Â.1) ïî âðåìåíè â èíòåðâàëå (t1, t2), ïîëó÷àåì

t2∫

t1

dt F (t, z∗(t)) =
1

2
(t2 − t1). (Â.3)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (Á.2),èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (Â.3) ðàâåí

t2∫

t1

dt F (t, z∗(t)) = 〈T (t1, t2)〉 , (Â.4)ãäå T (t1, t2) =
∑N

1 ∆tk � îáùåå âðåìÿ èç èíòåðâàëà (t1, t2), â òå÷åíèå êîòîðîãî ðåàëè-çàöèÿ ïðîöåññà z(t) ëåæèò âûøå êðèâîé z∗(t). Ñîïîñòàâëÿÿ (Â.3) ñ (Â.4), è ïîëó÷àåìðàâåíñòâî (Â.2).Êðèâàÿ z∗(t) ìîæåò, åñòåñòâåííî, ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ëþáîé êîíêðåòíîéðåàëèçàöèè ïðîöåññà z(t) è íå îïèñûâàåò âåëè÷èíó âîçìîæíûõ âûáðîñîâ. Òàêèì îá-ðàçîì, êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè z∗(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), ïîëó÷åííàÿ ñ ïî-ìîùüþ îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåíà òåì íå ìåíåå íà âñåì èí-òåðâàëå âðåìåíè t ∈ (0,∞).Äëÿ êîíêðåòíûõ òèïîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæíî ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþèí�îðìàöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ óæå âûáðîñû îòíîñèòåëüíî ýòîé êðèâîé.Â.1.2. Ñòàòèñòèêà ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîöåññà ñ ïðÿìîéÎäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (Á.1) äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) ÿâëÿåò-ñÿ ðåçóëüòàòîì óñðåäíåíèÿ ñèíãóëÿðíîé èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ïî àíñàìáëþ ðåàëè-çàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t). Ýòà �óíêöèÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿïðîöåññà z(t) ïðÿìîé z = const, îïðåäåëÿåìûõ êàê êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

z(tn) = z (n = 0, 1, . . . ,∞),è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ϕ(z, t) =
n∑

k=1

1

|p(tk)|
δ(t − tk),ãäå p(t) =

d

dt
z(t).×èñëî òàêèõ òî÷åê ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, îïè-ñûâàåòñÿ �îðìóëîé

n(t, z) =

t∫

−∞

dτ |p(τ)|ϕ(τ ; z). (Â.5)Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîöåññà z(t) ïðÿìîé

z = const îïèñûâàåòñÿ êîððåëÿöèåé âðåìåíí�îé ïðîèçâîäíîé ïðîöåññà z(t) ñ åå èíäèêà-òîðíîé �óíêöèåé èëè ñîâìåñòíîé îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà

z(t) è åå âðåìåíí�îé ïðîèçâîäíîé d

dt
z(t).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåãêî îïðåäåëèòü è íåêîòîðûå ýëåìåíòû ñòàòèñòèêè, ñâÿ-çàííîé ñ òî÷êàìè ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) è ò. ï. ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).



102 Ïðèëîæåíèå Â. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òîïîãðà�èÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé�àññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Â.1.3. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ�àóññîâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.Ïðåæäå âñåãî îáñóäèì ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà � ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà z(t) ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ (〈z(t)〉 = 0), è êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèåé B(t1, t2) = 〈z(t1)z(t2)〉. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë èìååò âèä

Φ[v(τ)] = exp



−1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2B(t1, t2)v(t1)v(t2)



 . (Â.6)Äëÿ ýòîãî ïðîöåññà åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êóìóëÿíòíîé �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿåãî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ K2(t1, t2) = B(t1, t2), è, ñëåäîâàòåëüíî,

Θ[v(τ)] = −1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2B(t1, t2)v(t1)v(t2). (Â.7)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãàóññîâà ïðîöåññà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ, âñå ìî-ìåíòíûå �óíêöèè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, à ìîìåíòíûå �óíêöèè ÷åòíîãîïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ ñóììîé, â êîòîðîé ïðîöåññû z(ti)z(tk) óñðåäíÿþòñÿ ïîïàðíîâñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.Åñëè �óíêöèÿ v(τ) â �îðìóëå (Â.7) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â èíòåðâàëå 0 < τ < t,òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë

Φ[t; v(τ)] =

〈
exp



i
t∫

0

dτ z(τ)v(τ)




〉

= exp




−
t∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2)




(Â.8)çàâèñèò òàêæå è îò âðåìåíè t, è â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèîíàë Φ[t; v(τ)], êàê �óíêöèÿïàðàìåòðà t, óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
d

dt
Φ[t; v(τ)] = −v(t)

t∫

0

dt1B(t, t1)v(t1)Φ[t; v(τ)], Φ[0; v(τ)] = 1. (Â.9)×òîáû ïîëó÷èòü îäíîâðåìåíí�óþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ â ìîìåíò âðåìå-íè t äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîëîæèì â (Â.6) �óíêöèþ v(τ) â âèäå
v(τ) = vδ(τ − t).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Φ(v, t) =
〈
eivz(t)

〉
=

∞∫

−∞

dz P (z, t)eivz = exp

{
−1

2
σ2(t)v2

}
, (Â.10)ãäå σ2(t) = B(t, t). Îäíîâðåìåíí�óþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà ïîëó÷èì, âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò (Â.10):

P (z, t) =
1

2π

∞∫

−∞

dvΦ(v, t)e−ivz =
1√

2πσ2(t)
exp

{
− z2

2σ2(t)

}
. (Â.11)

Â.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 103Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) âåëè÷èíà äèñ-ïåðñèè σ2(t) íå çàâèñèò îò âðåìåíè t, ò. å. σ2(t) = σ2 = const.Ôóíêöèÿ P (z, t) ñèììåòðè÷íà ïî z îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 0, ò. å.
P (z, t) = P (−z, t). (Â.12)Ïðè íàëè÷èè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) � 〈z(t)〉âìåñòî (Â.11) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

P (z, t) =
1√

2πσ2(t)
exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
, (Â.13)è êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè (Â.1) äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), â ñèëóñâîéñòâà ñèììåòðèè (Â.12), î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïðîöåññà z(t),ò. å.

z∗(t) = 〈z(t)〉 , (Â.14)òàê êàê ðàâåíñòâî (Â.1)
1√

2πσ2(t)

z∗(t)∫

−∞

dz exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
=

1√
2πσ2(t)

z∗(t)−〈z(t)〉∫

−∞

dz exp

{
− z2

2σ2(t)

}
=

1

2âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè (Â.14).Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òàê íàçûâàåìîãî ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîãî (ëîãíîðìàëüíî-ãî) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t), ëîãàðè�ì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñëó÷àéíûì ïðî-öåññîì
y(t) = ez(t),îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (y, t) èìååò âèä

P (y, t) =
1

y
P (z = ln y, t) =

1

y
√

2πσ2(t)
exp




−
ln2
[
e−〈z(t)〉y

]

2σ2(t)




 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

y∗(t)∫

−∞

dy P (y, t) =
1√

2πσ2(t)

y∗(t)∫

−∞

dy

y
exp



−

ln2
[
e−〈z(t)〉y

]

2σ2(t)



 =

=
1√

2πσ2(t)

ln[e−〈z(t)〉y∗(t)]∫

−∞

dz exp

{
− z2

2σ2(t)

}ðàâåí 1/2 ïðè óñëîâèè, ÷òî e−〈z(t)〉y∗(t) = 1, ò. å. êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè äëÿëîãíîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

y∗(t) = e〈z(t)〉 = e〈ln y(t)〉. (Â.15)



104 Ïðèëîæåíèå Â. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òîïîãðà�èÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéÎòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ìû çíàåì ïîâåäåíèå ìîìåíòíûõ �óíêöèé ñëó÷àéíîãîïðîöåññà y(t) âî âðåìåíè, ò. å. �óíêöèè 〈yn(t)〉 (n = 1, 2, . . .), òî òåì ñàìûì ìû çíàåìè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) = ln y(t). Â ñàìîì äåëå,

〈yn(t)〉 =
〈
en ln y(t)

〉
= exp

{
n 〈ln y(t)〉 +

n2

2
σ2

ln y(t)

}
,è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈ln y(t)〉 = lim
n→0

1

n
ln 〈yn(t)〉 , σ2

ln y(t) = lim
n→∞

2

n2
ln 〈yn(t)〉 . (Â.16)Â.2. Ñëó÷àéíûå ïîëÿÂ ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè ñëó÷àéíûõ ïîëåé îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ, êàêè â îáû÷íîé òîïîãðà�èè ãîðíûõ ìàññèâîâ, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà êîíòóðîâ � ëèíèé óðîâíÿ(â äâóìåðíîì ñëó÷àå) èëè ïîâåðõíîñòåé (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé,îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì f(r, t) = f = const.Äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû êîíòóðîâ (äëÿ ïðîñòîòû â äàííîì ðàçäåëå, áóäåì ãîâîðèòüî äâóìåðíîì ñëó÷àå (r = R) óäîáíî ââåñòè ñèíãóëÿðíóþ èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(t,R,f) = δ (f(R, t) − f), ñîñðåäîòî÷åííóþ íà íèõ.×åðåç ýòó �óíêöèþ âûðàæàþòñÿ, íàïðèìåð, òàêèå âåëè÷èíû êàê îáùàÿ ïëîùàäüîáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ëèíèÿìè óðîâíÿ, ãäå f(R, t) > f

S(t, f) =

∫
θ(f(R, t) − f)dR =

∞∫

f

df ′
∫
dRϕ(t,R,f ′),è îáùàÿ "ìàññà" ïîëÿ, çàêëþ÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ

M(t, f) =

∫
f(R, t)θ(f(R, t) − f)dR =

∞∫

f

f ′df ′
∫
dRϕ(t,R, f ′).Cðåäíåå çíà÷åíèå èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé îïðåäåëÿåò îä-íîâðåìåííóþ âî âðåìåíè è îäíîòî÷å÷íóþ â ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

P (t,R, f) = 〈ϕ(t,R, f)〉 = 〈δ (f(R, t)−f)〉 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé çíà÷åíèÿ âñåõ âûðàæåíèé íåïî-ñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ýòîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé.Äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î äåòàëüíîé ñòðóêòóðå ïîëÿ f(R, t) ìîæíî ïîëó-÷èòü, âêëþ÷èâ â ðàññìîòðåíèå åãî ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò p(R, t) = ∇f(R, t).Òàê, íàïðèìåð, âåëè÷èíà

l(t, f) =

∫
dR |p(R, t)| δ(f(R, t) − f) =

∮
dl (Â.17)îïèñûâàåò îáùóþ äëèíó êîíòóðîâ [61�65℄ è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì �îðìóëû (Â.5) íàñëó÷àéíûå ïîëÿ.Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (Â.17) îïèñûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé èíäèêàòîðíîé�óíêöèåé

ϕ(t,R, f,p) = δ (f(R, t) − f) δ (p(R, t)−p) , (Â.18)
Â.2. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ 105è ñðåäíåå çíà÷åíèå �îðìóëû (Â.17) ñâÿçàíî ñ ñîâìåñòíîé îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòåé ïîëåé f(R, t) è åãî ãðàäèåíòà p(R, t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì óñðåä-íåíèÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè (Â.18) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé, ò.å. �óíêöèåé

P (t,R, f,p) = 〈δ (f(R, t) − f) δ (p(R, t) − p)〉 .Âêëþ÷åíèå â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîç-âîëÿåò îöåíèòü îáùåå ÷èñëî êîíòóðîâ f(R, t) = f =
onst ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé(ñ òî÷íîñòüþ äî íåçàìêíóòûõ ëèíèé) �îðìóëû [72℄
N(t, f) = Nin(t, f) −Nout(t, f) =

1

2π

∫
dRκ(t,R, f) |p(R, t)| δ (f(R, t) − f) ,ãäå Nin(t, f), Nout(t, f) � ÷èñëî êîíòóðîâ, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð p íàïðàâëåí ïî âíóò-ðåííåé è âíåøíåé íîðìàëè, ñîîòâåòñòâåííî, à κ(t,R, f) � êðèâèçíà ëèíèè óðîâíÿ.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ïîëÿ f(R, t), êîãäà ñîîòâåòñòâóþ-ùèå îäíîòî÷å÷íûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (t,R, f) è P (t,R, f,p) íå çàâèñÿò îò R,ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå âñåõ âûðàæåíèé (áåç èíòåãðèðîâàíèÿ ïî R) áóäóò îïèñûâàòüñîîòâåòñòâóþùèå óäåëüíûå (ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè) çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè-÷èí, åñëè îíè, êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò. Â ýòîì ñëó÷àå ñëó÷àéíîå ïîëå f(R, t) ÿâëÿåòñÿñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó, âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ îäíîòî÷å÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëÿ f(R, t).



Ïðèëîæåíèå �Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÄÅËÜÒÀ-ÊÎ��ÅËÈ�ÎÂÀÍÍÎ�ÎÂÎ Â�ÅÌÅÍÈ �ÀÓÑÑÎÂÀ ÑËÓ×ÀÉÍÎ�Î ÏÎËßÂ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü îáùèå ñëó÷àè àíàëèçà ñòîõà-ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãîâî âðåìåíè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ â ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ è îáñóäèì åãî�èçè÷åñêèé ñìûñë. Ýòî ïðèáëèæåíèå íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèèïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.�.1. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�ÏëàíêàÏóñòü âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ x(t) = {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)} óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷å-ñêîìó óðàâíåíèþ

d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (�.1)ãäå vi(x, t), (i = 1, . . . , n) � äåòåðìèíèðîâàííûå �óíêöèè, à fi(x, t) � ñëó÷àéíûå �óíê-öèè (n+ 1) ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:à) fi(x, t) � ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå â (n+ 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, t);á) 〈fi(x, t)〉 = 0.Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî t � âðåìåíí�àÿ êîîðäèíàòà, à x � ïðî-ñòðàíñòâåííàÿ.Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ fi(x, t) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ çàäàíèåìåãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà

Bij(x, t,x
′, t′) =

〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.Òàê êàê óðàâíåíèå (�.1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûì óñëî-âèåì, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè

δ

δfj(x′, t′)
xi(t) = 0 ïðè t′ < t0 è t′ > t, (�.2)ò. å. åãî ðåøåíèå x(t) �óíêöèîíàëüíî çàâèñèò ëèøü îò ïðåäøåñòâóþùèõ ïî t çíà÷åíèé

fj(x, t
′) èç èíòåðâàëà t0 ≤ t′ ≤ t. Ïðè ýòîì äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé èìååìðàâåíñòâî

δ

δfj(x′, t− 0)
xi(t) = δijδ(x(t) − x′). (�.3)Îäíàêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó x(t) è ïîñëåäóþùèìèçíà÷åíèÿìè fj(x, t

′′), ãäå t′′ > t, òàê êàê òàêèå çíà÷åíèÿ fj(x, t
′′) êîððåëèðîâàííûñî çíà÷åíèÿìè fj(x, t

′) ïðè t′ ≤ t. ßñíî, ÷òî êîððåëÿöèÿ �óíêöèè x(t) ñ ïîñëåäóþùèìè106

�.1. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà 107çíà÷åíèÿìè fj(x, t
′′) çàìåòíà ëèøü ïðè t′′ − t ≤ τ0, ãäå τ0 � ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ

f(x, t) ïî ïåðåìåííîé t.Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êëàññà ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ õàðàêòåðíûéâðåìåíí�îé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ �óíêöèè x(t) èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà T ≫ τ0, è â ýòîìñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð � τ0/T , êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ýòîìó ïàðàìåòðó ìàëîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àñèìï-òîòèêó ïðè τ0 → 0. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ x(t′) ïðè t′ < t áóäóò íå òîëüêî �óíêöèîíàëüíî,íî è ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò çíà÷åíèé f(x, t′′) ïðè t′′ > t. Ýòî ïðèáëèæåíèå ýê-âèâàëåíòíî çàìåíå êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà Bij íà íåêîòîðûé ý��åêòèâíûé òåíçîð,îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì
Be�

ij (x, t,x′, t′) = 2δ(t − t′)Fij(x,x
′, t). (�.4)Âåëè÷èíà Fij(x,x

′, t) ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà èíòåãðàëîâ îò

Bij(x, t,x
′, t′) è Be�

ij (x, t,x′, t′) ïî t′:
Fij(x,x

′, t) =
1

2

∞∫

−∞

dt′Bij(x, t,x
′, t′),÷òî è ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ãàóññîâîìó äåëüòà-êîððåëèðîâàííîìó ïî âðåìåíè tñëó÷àéíîìó ïîëþ.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(x, t) = δ(x (t) − x), (�.5)ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (�.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (�.6)Ïðè ýòîì

δ

δfj(x′, t− 0)
ϕ(x, t) = − ∂

∂xj

{
δ(x − x′)ϕ(x, t)

}
. (�.7)Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (�.1)

P (x, t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉ïîëó÷èì, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (�.6) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ f(x, t):

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 . (�.8)Óðàâíåíèå (�.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′Bij(x, t,x
′, t′)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t′)

〉
. (�.9)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (Á.14) íà ñ. 98:

〈fk(x, t)R[t;f (y; τ)]〉 =

∫
dx′

∫
dt′Bkl(x, t;x

′, t′)

〈
δR[t;f (y, τ)]

δ fl(x′, t′)

〉
, (�.10)



108 Ïðèëîæåíèå �. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿñïðàâåäëèâîé äëÿ êîððåëÿöèè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ñ ïðîèçâîëüíûì �óíê-öèîíàëîì R[t;f(y, τ)] îò íåãî, è óñëîâèåì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè (�.2).Óðàâíåíèå (�.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ

x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ x(t)îò ïîëÿ f(x′, t) äëÿ âñåõ âðåìåí â èíòåðâàëå (t0, t).Â îáùåì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (x, t) íå îïèñûâàåòñÿ çàìêíóòûì óðàâ-íåíèåì. Åñëè æå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ f(x, t) âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëè-æåíèåì (�.4), òî âîçíèêíóò ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñî çíà÷åíèÿìè δϕ[x, t;f(y, τ)]/δfj(x
′, t′)ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíí�ûõ àðãóìåíòàõ t′ = t− 0,

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′ Fij(x,x

′, t)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t− 0)

〉
,êîòîðûå, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (�.7), âûðàæàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ñàìó âåëè÷è-íó ϕ[x, t,f(y, τ)]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàìêíóòîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà

(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) +Ak(x, t)]

)
P (x, t) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x, t)P (x, t)] , (�.11)ãäå

Ak(x, t) =
∂

∂x′l
Fkl(x,x

′, t)

∣∣∣∣∣
x′=x

.Óðàâíåíèå (�.11) ñëåäóåò ðåøàòü ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (x, t0) = δ(x − x0), èëèæå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì áîëåå îáùåãî âèäà: P (x, t0) = W0(x), åñëè íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ òàêæå ñëó÷àéíû, íî ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò ïîëÿ f(x, t).Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà (�.11) � óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è åãîäàëüíåéøèé àíàëèç ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò �îðìóëèðîâêè êðàåâûõ óñëîâèé ïî x,êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíûõ çàäà÷.�àññìîòðèì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (�.11). ×ëåíû ýòîãî óðàâíåíèÿñ Ak(x, t) è Fkl(x,x
′, t) îáóñëîâëåíû �ëóêòóàöèÿìè ïîëÿ f(x, t). Åñëè ïîëå f(x, t)ñòàöèîíàðíî âî âðåìåíè, òî âåëè÷èíû Ak(x) è Fkl(x,x

′) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Åñëèê òîìó æå ïîëå f(x, t) îäíîðîäíî è èçîòðîïíî ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì,òî âåëè÷èíà Fkl(x,x, t) = const, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó òåíçîðó êîý��èöèåí-òîâ äè��óçèè, à âåëè÷èíà Ak(x, t) = 0 (çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî çàâèñèìîñòü Fkl(x,x
′, t)è Ak(x, t) îò x ìîæåò áûòü ñâÿçàíà è ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò).�.2. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäàÂåðíåìñÿ òåïåðü ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (�.1) è ðàññìîòðèì m-âðåìåíí�óþ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòåé

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = 〈δ(x(t1) − x1) . . . δ(x(tm) − xm)〉 , (�.12)îòíîñÿùóþñÿ ê m ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè t1 < t2 < . . . < tm. Äè��åðåí-öèðóÿ (�.12) ïî âðåìåíè tm è èñïîëüçóÿ çàòåì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (�.1), óñëî-âèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè (�.2), îïðåäåëåíèå �óíêöèè Fkl(x,x
′; t) è �îðìóëó

�.3. Îáðàòíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà 109Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (�.10), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ Ôîê-êåðà�Ïëàíêà (�.11):

∂

∂tm
Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) +

+
n∑

k=1

∂

∂xmk
[vk(xm, tm) +Ak(xm, tm)]Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) =

=
n∑

k=1

n∑

l=1

∂2

∂xmk∂xml
[Fkl(xm,xm; tm)Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm))] . (�.13)Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó m íå ïðîèçâîäèòñÿ. Íà÷àëüíîå óñëîâèå ê (�.13)ìîæíî íàéòè èç �îðìóëû (�.12). Ïîëàãàÿ tm = tm−1 â (�.12), ïîëó÷àåì

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm−1) = δ(xm − xm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1). (�.14)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (�.13) ìîæíî èñêàòü â âèäå
Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1). (�.15)Òàê êàê âñå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàöèè â (�.13) îòíîñÿòñÿ ê tm è xm, òî, ïîäñòàâ-ëÿÿ (�.15) â (�.13) è (�.14), íàõîäèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéïåðåõîäà:

(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) +Ak(x, t)]

)
p(x, t|x0, t0) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x; t)p(x, t|x0, t0)] (�.16)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

p(x, t|x0, t0)|t→t0 = δ(x − x0),ãäå
p(x, t|x0, t0) = 〈δ(x(t) − x)|x(t0) = x0〉 .Â óðàâíåíèè (�.16) ìû îáîçíà÷èëè ïåðåìåííûå xm, tm ÷åðåç x, t, à ïåðåìåííûå

xm−1, tm−1 � ÷åðåç x0, t0.Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (�.15) (m− 1) ðàç, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1) . . . p(x2, t2|x1, t1)P (x1, t1), (�.17)ãäå P (x1, t1) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (�.11) è îòíîñÿùàÿ-ñÿ ê îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè t1. �àâåíñòâî (�.17) âûðàæàåò ìíîãîâðåìåíí�óþ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòåé ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà è îçíà÷àåò,÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.�.3. Îáðàòíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�ÏëàíêàÓðàâíåíèå (�.11) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Ëåãêîïîëó÷èòü è îáðàòíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà, êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ïëîò-íîñòè âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì ïàðàìåòðàì t0,x0.Äåéñòâèòåëüíî, â ïðèëîæåíèè À áûëî ïîëó÷åíî îáðàòíîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ(À.41) äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè, êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ äèíàìè÷åñêîé ñè-ñòåìû â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé x0, t0 è èìååò âèä

(
∂

∂t0
+ v(x0, t0)

∂

∂x0

)
ϕ(x, t|x0, t0) = −f(x0, t0)

∂

∂x0
ϕ(x, t|x0, t0) (�.18)
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ϕ(x, t|x0, t) = δ(x − x0).Èç óðàâíåíèÿ (�.18) âûòåêàåò ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (�.7):

δ

δfj(x′, t0 + 0)
ϕ(x, t|x0, t0) = δ(x − x′)

∂

∂x0j
ϕ(x, t|x0, t0). (�.19)Óñðåäíÿÿ òåïåðü îáðàòíîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ (�.18) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèéñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ñ ý��åêòèâíûì êîððåëÿöèîííûì òåíçîðîì (�.4), èñïîëüçóÿ�îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (�.10) è ñîîòíîøåíèå (�.19) äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîä-íîé, ìû ïðèäåì ê îáðàòíîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà (ñì. òàêæå, íàïðèìåð, [5℄)

(
∂

∂t0
+ [vk(x0, t0) +Ak(x0, t0)]

∂

∂x0k

)
p(x, t|x0, t0) =

= −Fkl(x0,x0; t0)
∂2

∂x0k∂x0l
p(x, t|x0, t0), p(x, t|x0, t) = δ(x − x0). (�.20)Ïðÿìîå è îáðàòíîå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà ýêâèâàëåíòíû. Ïåðâîå áîëåå óäîá-íî äëÿ àíàëèçà ýâîëþöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà-÷è (�.1). Âòîðîå æå áîëåå óäîáíî äëÿ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ñâÿ-çàííûõ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà

x(t) â êàêîé-ëèáî îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, âðåìÿ äîñòèæåíèÿ åå ãðàíèö è ò. ï. Â ýòîìñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïðåáûâàíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t) â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Vîïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

G(t;x0, t0) =

∫

V

dx p(x, t|x0, t0),êîòîðûé, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (�.20), îïèñûâàåòñÿ çàìêíóòûì óðàâíåíèåì
(
∂

∂t0
+ [vk(x0, t0) +Ak(x0, t0)]

∂

∂x0k

)
G(t;x0, t0) =

= −Fkl(x0,x0; t0)
∂2

∂x0k∂x0l
G(t;x0, t0), (�.21)

G(t;x0, t0) =

{
1 (x0 ∈ V ) ,

0 (x0 /∈ V ) .Íåîáõîäèìî òàêæå ñ�îðìóëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíå-íèÿ (�.21), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðîì êàê ñàìîé îáëàñòè V , òàê è åå ãðàíèö.�.3.1. ßâëåíèå ïåðåáðîñà â ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåìàõ�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû, âîçíèêàþùåé â ñòàòè-ñòè÷åñêîé òåîðèè âîëí è èìåþùåé ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå âî âðåìåíè:
d

dt
x(t) = −x2(t) + f(t0), x(t0) = x0, (�.22)ãäå f(t) � ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè.

�.3. Îáðàòíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà 111Â îòñóòñòâèå ñëó÷àéíîñòåé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (�.22) èìååò âèä
x(t) =

x0

1 + x0(t− t0)
.Åñëè x0 > 0, òî ïðè t > t0 ðåøåíèå çàäà÷è x(t) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþñ ðîñòîì âðåìåíè. Åñëè æå x0 < 0, òî ðåøåíèå x(t) îáðàùàåòñÿ â {−∞} â òå÷åíèåêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè T = t0 − 1/x0, ò. å. ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíûì è èìååòâçðûâíîé õàðàêòåð. Â ýòîì ñëó÷àå âëèÿíèå ñëó÷àéíîé ñèëû f(t) íà äèíàìèêó ñèñòåìûíåñóùåñòâåííî. Îíî ñòàíîâèòñÿ âàæíûì òîëüêî â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ

x0. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è, ñëåãêà �ëóêòóèðóÿ, óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì âðåìå-íè, îñòàâàÿñü ïîëîæèòåëüíûì. Ïðè äîñòèæåíèè äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ x(t) îíîáóäåò ¾ïåðåáðîøåíî¿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû f(t) â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé xè ïî ïðîøåñòâèè íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî âðåìåíè îáðàòèòñÿ â −∞.Òàêèì îáðàçîì, â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû x0 ðåøå-íèå çàäà÷è (�.22) èìååò âçðûâíîé õàðàêòåð è îáðàùàåòñÿ â −∞ â òå÷åíèå êîíå÷íîãîâðåìåíè T . Ïðèìåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (�.22) x(t) âî âðåìåíèäëÿ t > t0 èìååò êàê áû êâàçè-ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó è ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíàíà ðèñ. �.1.
PSfrag repla
ements

x(t)

x0

t0 t
�èñ. �.1. Òèïè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (�.22)�åøåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷è (�.22) îïèñûâàåòñÿ ïðÿìûì è îáðàòíûì óðàâíå-íèÿìè Ôîêêåðà�Ïëàíêà (t− t0 = τ):

∂

∂τ
p(x, τ |x0) =

∂

∂x
x2p(x, τ |x0) +D

∂2

∂x2
p(x, τ |x0),

∂

∂τ
p(x, τ |x0) = −x2

0

∂

∂x0
p(x, τ |x0) +D

∂2

∂x2
0

p(x, τ |x0).

(�.23)Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû x, p(x, τ |x0) è D èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðíîñòè

[x] = τ−1, [D] = τ−3, [p] = τè, ñëåäîâàòåëüíî, îáåçðàçìåðèâàÿ óðàâíåíèÿ (�.23) (τ → D−1/3τ , x → D1/3x), ìîæíîïåðåïèñàòü èõ â âèäå

∂

∂τ
p(x, τ |x0) =

∂

∂x
x2p(x, τ |x0) +

∂2

∂x2
p(x, τ |x0),

∂

∂τ
p(x, τ |x0) = −x2

0

∂

∂x0
p(x, τ |x0) +

∂2

∂x2
0

p(x, τ |x0).

(�.24)



112 Ïðèëîæåíèå �. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿÍåîáõîäèìî äàëåå ñ�îðìóëèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ (�.24). Ñóùåñòâóåò äâàòèïà çàäà÷, ïðåäñòàâëÿþùèõ íåïîñðåäñòâåííûé èíòåðåñ.Ïåðâûé òèï êðàåâûõ óñëîâèé âîçíèêàåò, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êðèâàÿ x(t) îá-ðûâàåòñÿ â òî÷êå t0, ãäå îíà îáðàùàåòñÿ â (−∞). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ, ÷òîïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé

J(τ, x) = x2p(x, τ |x0) +
∂

∂x
p(x, τ |x0) (�.25)äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ ïðè x→ ∞, ò. å. óñëîâèÿì

J(τ, x) → 0 ïðè x→ ∞,

p(x, τ |x0) → 0 ïðè x→ −∞.Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà G(τ |x0) =
∫∞
−∞ dx p(x, τ |x0) 6= 1 îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî �óíêöèÿ x(t) îñòàåòñÿ êîíå÷íîé íà âñåé îñè (−∞,∞), ò. å. âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿñèíãóëÿðíîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t � G(τ |x0) = P (t < t0). Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿò-íîñòü ïîÿâëåíèÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

P (t > t0) = 1 −
∞∫

−∞

dx p(x, τ |x0),è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

p(τ |x0) =
∂

∂t
P (t > t0) = − ∂

∂τ

∞∫

−∞

dx p(x, τ |x0) (�.26)îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, âûòåêàþùèì èç îáðàòíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàí-êà (�.24):

∂

∂τ
p(τ |x0) = −x2

0

∂

∂x0
p(τ |x0) +

∂2

∂x2
0

p(τ |x0), lim
τ→0, τ→∞

p(τ |x0) → 0. (�.27)Îöåíèì ñðåäíåå âðåìÿ

〈T (x0)〉 =

∞∫

0

τdτ p(τ |x0),çà êîòîðîå ñèñòåìà ïåðåéäåò èç ñîñòîÿíèÿ x0 â ñîñòîÿíèå (−∞). Ýòà âåëè÷èíà îïèñû-âàåòñÿ óðàâíåíèåì, âûòåêàþùèì èç (�.27):

−1 = −x2
0

d

dx0
〈T (x0)〉 +

d2

dx2
0

〈T (x0)〉 (�.28)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè: 〈T (x0)〉 → 0 ïðè x0 → −∞ è âåëè÷èíà 〈T (x0)〉 îãðàíè÷åíà ïðè
x0 → ∞. Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

〈T (x0)〉 =

x0∫

−∞

dξ

∞∫

ξ

dη exp

{
1

3

(
ξ3 − η3

)}
. (�.29)Äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè èç (�.29) ïîëó÷àåì

〈T (∞)〉 =
√
π

121/6

3
Γ

(
1

6

)
≈ 4,976.

�.3. Îáðàòíîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà 113Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà 〈T (x0)〉 =
2

3
〈T (∞)〉 ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó âðåìåíèïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x0 = 0 â ñîñòîÿíèå x0 = −∞.Ñîâåðøåííî äðóãèå êðàåâûå óñëîâèÿ âîçíèêàþò, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ x(t)ðàçðûâíà è îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé âðåìåíè t. Åñëè ïðè ýòîì åå îáðàùåíèåâ (−∞) â ìîìåíò âðåìåíè t → t0 − 0 íåìåäëåííî ñîïðîâîæäàåòñÿ åå ïîÿâëåíèåì ïðè

t → t0 + 0 ñî çíà÷åíèåì ∞, òî êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (�.24) áóäåò óñëîâèåíåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé (�.25), ò. å. óñëîâèå
J(τ, x)

∣∣∣
x=−∞

= J(τ, x)
∣∣∣
x=+∞

.Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, íå çàâèñÿùàÿ îò x0:

P (x) = J

x∫

−∞

dξ exp

{
1

3

(
ξ3 − x3

)}
, (�.30)ãäå ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé

J =
1

〈T (∞)〉 .Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé x èç (�.30) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

P (x) ≈ 1

〈T (∞)〉 x2
. (�.31)Ýòà àñèìïòîòèêà �îðìèðóåòñÿ ðàçðûâàìè �óíêöèè x(t). Â ñàìîì äåëå, â îêðåñòíîñòèðàçðûâà �óíêöèÿ x(t) èìååò ñòðóêòóðó

x(t) =
1

t− tkè âëèÿíèå ñëó÷àéíîñòåé íåñóùåñòâåííî. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t è x, à èìåííî ïðè

t≫ 〈T (∞)〉, èìååì
p(x, t|x0) =

∞∑

k=0

〈
δ

(
x− 1

t− tk

)〉
=

1

x2

∞∑

k=0

〈δ (t− tk)〉 =

=
1

2πx2

∞∫

−∞

dω e−iωt
∞∑

k=0

〈
eiωtk

〉
=

1

2πx2

∞∫

−∞

dω e−iωt Φ0(ω)

1 − Φ(ω)
,ãäå Φ0(ω) =

〈
eiωt0

〉 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïåðâîé ñèíãóëÿðíîé òî÷êè,à Φ(ω) =
〈
eiωT

〉 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè ìåæäó ñèíãóëÿðíîñòÿìè.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t→ ∞ ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó

P (x) = − 1

2πix2 〈T (∞)〉

∞∫

−∞

dω e−iωt 1

ω + i0
=

J

x2
,ñîâïàäàþùóþ ñ (�.31).



114 Ïðèëîæåíèå �. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ�.4. Îá óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿÔîêêåðà�ÏëàíêàÄëÿ îöåíêè ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà íåîáõîäèìî ó÷èòû-âàòü êîíå÷íîñòü ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ïîëÿ f(x, t) ïî âðåìåíí�îé êîîðäèíàòå. Â ýòîìñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (�.11) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

ÊP (x, t) = − ∂

∂xk
S′(x, t),ãäå Ê � îïåðàòîð, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (�.11), â êîòîðîì âåëè÷èíà

Fkl(x,x
′, t) çàìåíåíà íà

F̃kl(x,x
′, t) =

t∫

0

dt′Bkl(x,x
′, t),à ÷ëåí S′(x, t) ó÷èòûâàåò ïîïðàâêè ê âåêòîðó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàí-íûå ñ êîíå÷íîñòüþ τ0. Ïðè τ0 → 0 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèþ (�.11). Òàêèì îáðà-çîì, óñëîâèå ìàëîñòè ïàðàìåòðà τ0/T ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íûì äëÿ âîçìîæíîñòè îïèñûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (�.1) íà îñíîâå ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ,êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷èíåîáõîäèìî ïðîâîäèòü áîëåå äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Äàëåå ìû ïðèâåäåì �èçè÷åñêèáîëåå íàãëÿäíûé ìåòîä, íàçûâàåìûé äè��óçèîííûì ïðèáëèæåíèåì, òàêæå ïðèâîäÿ-ùèé ê ìàðêîâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (�.1), íî ó÷èòûâàþùèé, â îïðåäåëåííîé ìåðå,êîíå÷íîñòü âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè.Çäåñü æå ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿíå îçíà÷àåò �îðìàëüíîé çàìåíû ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) â (�.1) íà ñëó÷àéíîå ïîëåñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé (�.4). Ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîñòðîåíèþ àñèìï-òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ïîëÿ

f(x, t) ê íóëþ. È ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå òî÷íûå ñðåäíèå âåëè÷èíû òèïà
〈
f(x, t)R[t;f (x′, τ)]

〉ïåðåõîäÿò â âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ �îðìàëüíîé çàìåíû êîððåëÿöèîííî-ãî òåíçîðà ïîëÿ f(x, t) íà ý��åêòèâíûé òåíçîð (�.4).�.5. Ïðîñòåéøèå ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññûÑóùåñòâóåò ëèøü íåáîëüøîå ÷èñëî óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà, äîïóñêàþùèõ òî÷-íîå ðåøåíèå. Ýòî ïðåæäå âñåãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèìñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ñàìè äîïóñêàþò îòûñêàíèå ðåøåíèÿ â àíàëèòè-÷åñêîì âèäå. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ çà÷àñòóþ óäàåòñÿ îïðåäåëèòü íå òîëüêî îäíîòî÷å÷íóþïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, íî è õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé �óíêöèîíàë, à òàêæå äðóãèå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-ðèñòèêè. Ñàìûì ïðîñòûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå âèíåðîâñêèéñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ó÷èòûâàÿ îñîáóþ âàæíîñòü òàêèõ ïðîöåññîâ â �èçèêå (îíè, íà-ïðèìåð, îïèñûâàþò áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÷àñòèö).

�.5. Ïðîñòåéøèå ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 115�.5.1. Âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññÂèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ

d

dt
w(t) = z(t), w(0) = 0,ãäå z(t) � ãàóññîâ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûé âî âðåìåíè ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðàìè

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t− t′).�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

w(t) =

t∫

0

dτ z(τ)� íåïðåðûâíûé ãàóññîâ íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðàìè

〈w(t)〉 = 0,
〈
w(t)w(t′)

〉
= 2σ2τ0 min(t, t′).È, ñëåäîâàòåëüíî, åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë èìååò ñòðóêòóðó

Φ[t; v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτ w(τ)v(τ)





〉
=

= exp




−σ
2τ0

t∫

0

dτ1

t∫

0

dτ2 v(τ1)v(τ2)min(τ1, τ2)




 . (�.32)�.5.2. Âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñíîñîìÎáñóäèì áîëåå îáùèé ïðîöåññ ñî ñíîñîì, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà α ïî �îðìóëå

w(t;α) = −αt+ w(t), α > 0.Ïðîöåññ w(t;α) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ è åãî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

P (w, t;α) = 〈δ(w(t;α) − w)〉îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

(
∂

∂t
− α

∂

∂w

)
P (w, t;α) = D

∂2

∂w2
P (w, t;α), P (w, 0;α) = δ(w), (�.33)ãäå ÷åðåç êîý��èöèåíò äè��óçèè îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà D = σ2τ0. Åãî ðåøåíèå èìååòâèä ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ:

P (w, t;α) =
1

2
√
πDt

exp

{
−(w + αt)2

4Dt

}
. (�.34)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè òîãî,÷òî w(t;α) < w, ðàâíà

F (w, t;α) =

w∫

−∞

dw P (w, t;α) = Φ

(
w√
2Dt

+ α

√
t

2D

)
, (�.35)
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Φ(z) =
1√
2π

z∫

−∞

dy exp

{
−y

2

2

} (�.36)� èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé. Ïðè ýòîì êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè âèíåðîâñêîãî ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà ñî ñíîñîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.15) íà ñ. 103, ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé �óíêöèåé âðåìåíè:

w∗(t;α) = −αt.Ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü è äðóãèåïðîöåññû, óäîáíûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Äëÿ ïîëîæè-òåëüíûõ âåëè÷èí òàêîé ïðîñòåéøåé àïïðîêñèìàöèåé ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè íîð-ìàëüíûé (ëîãíîðìàëüíûé) ïðîöåññ, êîòîðûé ìû è ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî.�.5.3. Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíûé ïðîöåññÎïðåäåëèì ëîãíîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �îðìóëîé

y(t;α) = ew(t;α) = exp



−αt+

t∫

0

dτ z(τ)



 , (�.37)ãäå z(t) � ãàóññîâ ïðîöåññ ¾áåëîãî øóìà¿ ñ ïàðàìåòðàìè

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t− t′).Îí îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

d

dt
y(t;α) = {−α+ z(t)} y(t;α), y(0;α) = 1.Îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà

P (y, t;α) = 〈δ (y(t;α) − y)〉 =
〈
δ
(
ew(t;α) − y

)〉
=

=
1

y
〈δ (w(t;α) − ln y)〉 =

1

y
P (w, t;α)|w=ln y ,ãäå P (w, t;α) � îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñî ñíî-ñîì, îïèñûâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (�.34), è, ñëåäîâàòåëüíî,

P (y, t;α) =
1

2y
√
πDt

exp

{
−(ln y + αt)2

4Dt

}
=

1

2y
√
πDt

exp

{
− ln2 (yeαt

)

4Dt

}
, (�.38)ãäå ïàðàìåòð D = σ2τ0. �ðà�èêè ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-ñòåé (�.38) äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α/D = 1 è áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ = Dt = 0,1è 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. �.2.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ãðà�èêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå äëèííîãî ïîëîãîãî¾õâîñòà¿ ïðè τ = 1, îçíà÷àþùåãî óñèëåíèå ðîëè áîëüøèõ âûáðîñîâ ïðîöåññà y(t;α)â �îðìèðîâàíèè îäíîâðåìåíí�îé ñòàòèñòèêè. Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ, ñîãëàñíî (�.35), (�.36), îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

F (y, t;α) = P (y(t;α) < y) = P (w(t;α) < ln y) =

=

ln y∫

−∞

dw P (w, t;α) = Φ

(
ln y√
2Dt

+ α

√
t

2D

)
= Φ

(
1√
2Dt

ln
(
yeαt

))
. (�.39)
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0 0,2 0,4 0,6 0,8

0,5

1,0

1,0

1,5

2,0

P (y)

y�èñ. �.2. Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (�.38) äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

α/D = 1 è áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ = 0,1 è 1Çíàÿ òîëüêî îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà y(t;α), ìîæíîïîëó÷èòü âàæíóþ èí�îðìàöèþ î ïîâåäåíèè ðåàëèçàöèé ïðîöåññà y(t;α) íà âñåì èí-òåðâàëå âðåìåí (0,∞). Â ÷àñòíîñòè:1) Ëîãíîðìàëüíûé ïðîöåññ y(t;α) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì è åãî îäíîâðå-ìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (�.38) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

(
∂

∂t
− α

∂

∂y
y

)
P (y, t;α) = D

∂

∂y
y
∂

∂y
yP (y, t;α), P (y, 0;α) = δ(y − 1). (�.40)Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (�.40) ëåãêî íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèéïðîöåññà y(t;α), ðåøåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

〈yn(t;α)〉 = en(n−α/D)Dt,

〈
1

yn(t;α)

〉
= en(n+α/D)Dt, n = 1, 2, . . . , (�.41)è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò âî âðåìåíè.Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (�.40) òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

〈ln y(t)〉 = −αtè, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð α ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

−α =
1

t
〈ln y(t)〉 . (�.42)Çàìå÷àíèå �.1. Ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòàÏîäõîäó, îñíîâàííîìó íà àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äåòåðìèíèðîâàííûõ ëèíåéíûõîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d

dt
x(t) = A(t)x(t)ïî Ëÿïóíîâó, óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Ïðè ýòîì àíàëèçèðó-åòñÿ âåðõíèé ïðåäåë ðåøåíèÿ çàäà÷è

λx(t) = lim
t→+∞

1

t
ln |x(t)|,



118 Ïðèëîæåíèå �. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿêîòîðûé íàçûâàåòñÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì. Â ïðèëîæåíèè ê ñòîõàñòè÷åñêèìäèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïðè òàêîì ïîäõîäå, çà÷àñòóþ, äëÿ èíòåðïðåòàöèè è óïðîùåíèÿ ïî-ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ýòè èññëåäîâàòåëè íà ïîñëåäíåé ñòàäèè ïîäêëþ÷àþò ñòàòèñòè÷åñêèéàíàëèç è âû÷èñëÿþò èõ ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå òàêèå, íàïðèìåð, êàê

〈
λx(t)

〉
= lim

t→+∞

1

t
〈ln |x(t)|〉 . (�.43)

�Òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòð α ÿâëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòîé äëÿ ëîãíîðìàëü-íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t) (ñì., íàïðèìåð, [18, 19℄).2) Çíàÿ èíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü êðèâóþ òèïè÷-íîé ðåàëèçàöèè ëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà y(t;α), êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-íî ñïàäàþùåé êðèâîé:

y∗(t) = e〈ln y(t)〉 = e−αt, (�.44)â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.15) íà ñ. 103.Ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìîìåíòîâ îáóñëîâëåí âûáðîñàìè ïðîöåññà y(t;α) îòíîñè-òåëüíî êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè y∗(t;α) êàê â ñòîðîíó áîëüøèõ, òàê è â ñòîðîíóìàëûõ çíà÷åíèé y.Äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α/D = 1 ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîöåññà y(t;D) íå çàâèñèòîò âðåìåíè è ðàâíî åäèíèöå. Ïðè ýòîì, îäíàêî, âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

y < 1 ïðè Dt≫ 1, ñîãëàñíî (�.39), áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïî çàêîíó

P (y(t;D) < 1) = Φ




√
Dt

2



 = 1 − 1√
πDt

e−Dt/4,ò. å. ïîäàâëÿþùåå âðåìÿ ãðà�èêè ðåàëèçàöèé ïðîöåññà ëåæàò íèæå óðîâíÿ åãî ñðåä-íåãî çíà÷åíèÿ 〈y(t;D)〉 = 1, õîòÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû ïðîöåññà y(t;D) â îñíîâíîìè îïðåäåëÿþòñÿ åãî áîëüøèìè âûáðîñàìè.Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ÿâíîå ïðîòèâîðå÷èå â õàðàêòåðàõ ïîâåäåíèÿ ñòàòèñòè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà y(t;α) è åãî ðåàëèçàöèé.3) Ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèé ïðîöåññà y(t;α) íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæíî òàêæåîöåíèòü ñ ïîìîùüþ p-ìàæîðàíòíûõ êðèâûõ Mp(t, α), êîòîðûå îïðåäåëèì ñëåäóþùèìîáðàçîì. Íàçîâåì ìàæîðàíòíîé êðèâîé òàêóþ êðèâóþ Mp(t, α), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþ-áûõ âðåìåíàõ t ñ âåðîÿòíîñòüþ p âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî y(t;α) < Mp(t, α), ò. å.
P {y(t;α) < Mp(t, α) äëÿ âñåõ t ∈ (0,∞)} = p.Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùèõ ìàæî-ðàíòíûõ êðèâûõ

Mp(t, α, β) = (1 − p)−D/β e(β−α)t. (�.45)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò çàìå÷àòåëüíûé �àêò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïîñòîÿíñòâîñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî 〈y(t;D)〉 = 1 è ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âûñøèõ ìîìåíòîâïðîöåññà y(t;D), âñåãäà ìîæíî óêàçàòü ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùóþ ìàæîðàíòíóþêðèâóþ (�.45), íèæå êîòîðîé áóäóò ëåæàòü ðåàëèçàöèè ïðîöåññà y(t;D) ñ ëþáîé íà-ïåðåä çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ p < 1. Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1/2âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
y(t;D) < M1/2(t,D,D/2) = 4e−Dt/2 (�.46)
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2
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4

M(τ)

�èñ. �.3. Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà y(t;D) è ìàæîðàíòíîé êðèâîé

M(τ) (�.46)äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t èç èíòåðâàëà (0,∞). Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåàëè-çàöèè ïðîöåññà y(t;D) è ìàæîðàíòíîé êðèâîé (�.46) ïðèâåäåíî íà ðèñ. �.3.Ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûé ðàíåå âûâîä î òîì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûéðîñò ìîìåíòîâ ïðîöåññà y(t;D) âî âðåìåíè � ý��åêò ÷èñòî ñòàòèñòè÷åñêèé, îáóñëîâ-ëåííûé óñðåäíåíèåì ïî âñåìó àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé.Îòìåòèì, ÷òî ïëîùàäü ïîä ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèìè ìàæîðàíòíûìè êðèâû-ìè êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøèå âûáðîñû ïðîöåññà y(t;α), âûçûâàÿ ýêñïîíåíöè-àëüíûé ðîñò âûñøèõ ìîìåíòîâ, íå âíîñÿò ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â ïëîùàäü ïîä ðåà-ëèçàöèÿìè, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ðåàëèçàöèé òàêæå êîíå÷íà, ò. å. âûáðîñûëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà y(t;α) äîñòàòî÷íî óçêè.�.6. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèåÓñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

f(x, t) (ò. å. óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ìàëîñòè τ0 � âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) � ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè âðåìåíí�ûìèìàñøòàáàìè, èìåþùèìèñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Ó÷åò êîíå÷íîñòè âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ìîæíî ïðîâåñòè â ðàìêàõ äè��óçèîííî-ãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòî ïðèáëèæåíèå áîëåå íàãëÿäíî è �èçè÷íî, ÷åì �îðìàëüíîå ìàòå-ìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ýòî ïðèáëèæå-íèå ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñòîõàñòè÷å-ñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òîëüêî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòèäåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ, íî è îïèñàòü íîâûå �èçè÷åñêèå ý��åêòû,ïîðîæäåííûå êîíå÷íîñòüþ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ.Â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âëèÿíèå ñëó÷àéíûõâîçäåéñòâèé íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà τ0 íåñóùåñòâåííî, ò. å. ñèñòåìà íà ýòèõìàñøòàáàõ ýâîëþöèîíèðóåò êàê ñâîáîäíàÿ.Ïóñòü îïÿòü âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ



120 Ïðèëîæåíèå �. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ(�.1) íà ñ. 106:

d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (�.47)ãäå v(x, t) � âåêòîðíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, à f(x, t) � ñëó÷àéíîå ñòàòèñòè-÷åñêè îäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíè ãàóññîâî âåêòîðíîå ïîëåñî ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

〈f(x, t)〉 = 0, Bij(x, t;x
′, t′) = Bij(x − x′, t− t′) =

〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(x, t) = δ(x(t) − x), (�.48)ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (�.47), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (�.6)íà ñ. 107: (
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (�.49)Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (�.47)

P (x(t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉ïîëó÷èì, êàê è ðàíåå, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (�.49) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ f(x, t):

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 , P (x, t0) = δ(x − x0). (�.50)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (�.10) íà ñ. 107

〈fk(x, t)R[t;f(y, τ)]〉 =

∫
dx′

∫
dt′Bkl(x, t;x

′, t′)

〈
δ

δ fl(x′, t′)
R[t;f(y, τ)]

〉
,ñïðàâåäëèâóþ äëÿ êîððåëÿöèè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ñ ïðîèçâîëüíûì �óíê-öèîíàëîì R[t;f(y, τ)] îò íåãî, óðàâíåíèå (�.50) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′Bij(x, t;x
′, t′)

〈
δ

δ fj(x′, t′)
ϕ(x, t)

〉
.(�.51)Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (�.51) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à âàðèàöèîííàÿïðîèçâîäíàÿ è èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) � τ0 îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äèíàìè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé:

∂

∂t

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)
= − ∂

∂x

{
v(x, t)

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

}
,

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

∣∣∣∣
t=t′

= − ∂

∂xi

{
δ(x − x′)ϕ(x, t′)

}
, (�.52)

∂

∂t
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
{v(x, t)ϕ(x, t)} , ϕ(x, t)

∣∣∣
t=t′

= ϕ(x, t′).�åøåíèå çàäà÷è (�.51), (�.52) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âðåìåí t. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àåðåøåíèå çàäà÷è (�.47) x(t) íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì,
�.6. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå 121òàê êàê åå ìíîãîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íå äîïóñêàåò �àêòîðèçàöèè ñ ïî-ìîùüþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå t ≫ τ0 ðåøåíèåèñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (�.47) â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè óæå áóäåò ìàð-êîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, è óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè åãî ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü âñåõñòàòèñòè÷åñêèõ ý��åêòîâ íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîð-ðåëÿöèè τ0.
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