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Êëÿöêèí Â.È. Êîãåðåíòíûå ÿâëåíèÿ â äèíàìèêå ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì.Â 3 ò. Òîì 1. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ãèäðîäèíà-ìè÷åñêèõ ïîòîêàõ.Èíñòèòóò �èçèêè àòìîñ�åðû èì. À.Ì. Îáóõîâà �ÀÍklyatskin�yandex.ruhttp://klyatskinvalery.narod.ruÍàñòîÿùèé ýëåêòðîííûé âàðèàíò ìîíîãðà�èè, ïðåäñòàâëÿåò ïåðåðàáîòêó âòîðîãîòîìà ìîíîãðà�èè [11℄, äîïîëíåííîãî íåîáõîäèìîé èí�îðìàöèåé èç ïåðâîãî òîìà. Äëÿóäîáñòâà ïîëüçîâàíèÿ ìàòåðèàë ðàçáèò íà òðè íåáîëüøèõ ñîâåðøåííî íåçàâèñèìûõòîìà, òàê êàê â íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå �èçè÷åñêèå ïðîáëåìû, íå ñâÿçàííûåäðóã ñ äðóãîì.Â ïåðâîì òîìå íà îñíîâå �óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î äè��óçèè ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõ êàê âëàãðàíæåâîì, òàê è ýéëåðîâîì îïèñàíèè. Îñíîâíîå âíèìàíèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà îïè-ñàíèè êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèé íà îñíîâå èäåé ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè. Ýòè ÿâëåíèÿ,ïðîèñõîäÿùèå ñ âåðîÿòíîñòüþ ðàâíîé åäèíèöå, îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõðåàëèçàöèÿõ ïðîöåññà äè��óçèè ïðèìåñè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ òàêèå ÿâëåíèÿ êàê êëàñòå-ðèçàöèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ñæèìàåìûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé, èìåþùèõïîòåíöèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö â ñëó÷àéíûõíåñæèìàåìûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé, ðåçêîå îáîñòðåíèå ãðàäèåíòîâ ïîëÿ ïëîòíîñòè è âîç-íèêíîâåíèå �ðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû èçîëèíèé ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèè â áåçäèâåð-ãåíòíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé. Âñå ýòè ÿâëåíèÿ àíàëèçèðóþòñÿ íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà,îñíîâàííîãî íà àíàëèçå îäíîòî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûõ ïëîòíîñòåé âåðî-ÿòíîñòåé.Âî âòîðîì òîìå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêèõ âîëí â ñëîè-ñòûõ ñðåäàõ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷åé è òðàäèöèîííî ïðè-âëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ýòî îáóñëîâëåíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, åå ïðî-ñòîòîé ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè äëÿ äâóõ è òðåõ èçìåðåíèé, à ñ äðóãîéñòîðîíû, åå âàæíîñòüþ äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëó÷àéíûõñðåäàõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíîìåðíàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò òî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøå-íèå, ìîæíî ïðîñëåäèòü íà åå ïðèìåðå âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, ïàðàìåòðîâ ñðåäûè êðàåâûõ óñëîâèé íà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ.Â òðåòüåì òîìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ âîëíîâîãîïîëÿ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñëó÷àéíûõ ìíîãîìåðíûõ ñðåäàõ â ðàìêàõ ïðèáëè-æåíèÿ êâàçèîïòèêè íà îñíîâå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (â òîì ÷èñëå è çàäà÷à �îð-ìèðîâàíèÿ êàóñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû âîëíîâîãî ïîëÿ). Ýòè ïðîáëåìû îïèñûâàþòñÿ êàêîáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òàê è óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ, è êàæäàÿ èç íèõ ðàñïàäàåòñÿ íà áîëüøîå ìíîæåñòâî îòäåëüíûõ çàäà÷,ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé �èçè÷åñêèé èíòåðåñ.Äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòÿõ ãèäðîäèíàìèêè, ïðèê-ëàäíîé ìàòåìàòèêè, òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, èìåþùèõ äåëî ñî ñòî-õàñòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, à òàêæå äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñ-ïèðàíòîâ.
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ÏðåäèñëîâèåÇàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõïîòîêàõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðîáëåì ñòàòèñòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè è èìååò áîëüøîåçíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ äè��óçèè ïðèìåñè â àòìîñ�åðå Çåìëèè îêåàíàõ [27, 42, 60, 74, 82℄, äè��óçèè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ [43℄ è êðóïíîìàñøòàáíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû íà ïîñëåäíåé ñòàäèè �îðìèðîâàíèÿ Âñåëåííîé [89℄. Èçó÷åíèå ååèíòåíñèâíî âåäåòñÿ íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêèõ ðàáîò [35,36,94,95℄. Â äàëüíåéøåì ìíîãèìèèññëåäîâàòåëÿìè áûëè ïîëó÷åíû ðàçíîîáðàçíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñòàòèñòè-÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ ïðèìåñè êàê â ýéëåðîâîì, òàê è ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè.Âûâîä òàêèõ óðàâíåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ â ðàç-ëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ñõåìàõ (êàê äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðè-ìåñè, òàê è äëÿ åå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé) è èõ àíàëèç ïðîäîëæàåòñÿ èíòåíñèâíîè â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå.Â íàñòîÿùåé ìîíîãðà�èè ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû òîëüêî êëàññè÷åñêîé äè��ó-çèè ïðèìåñè, àíàëèç êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â êíèãå íå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû àíîìàëüíîé äè��óçèè(ñóáäè��óçèè è ñóïåðäè��óçèè), îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè â äðîáíûõ ïðîèçâîä-íûõ. Èí�îðìàöèþ î òàêèõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññàõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îá-çîðíûõ ðàáîòàõ [2, 29, 31, 37, 80℄.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âíèìàíèå è òåîðåòèêîâ, è ýêñïåðèìåíòàòîðîâ ïðèâëåêàåò âîï-ðîñ î ñâÿçè äèíàìèêè óñðåäíåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ çàäà÷èñ ïîâåäåíèåì ðåøåíèÿ â îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ. Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî äëÿ ãåî�è-çè÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ àòìîñ�åðîé è îêåàíîì, ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, îòñóòñòâó-åò ñîîòâåòñòâóþùèé àíñàìáëü óñðåäíåíèÿ è ýêñïåðèìåíòàòîðû, êàê ïðàâèëî, èìåþòäåëî ñ îòäåëüíûìè ðåàëèçàöèÿìè.�åøåíèå äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ýòèõ êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäûïðàêòè÷åñêè áåçíàäåæíî èç-çà èõ ÷ðåçâû÷àéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Â òî æåâðåìÿ èññëåäîâàòåëåé èíòåðåñóþò îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïðîòåêàþùèõ ÿâëåíèé, áåçîòâëå÷åíèÿ íà ÷àñòíîñòè. Ïîýòîìó î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíîé îêàçàëàñü èäåÿ èñïîëüçî-âàòü õîðîøî ðàçâèòûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, ò. å.âìåñòî îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèåñðåäíèå ïî âñåìó àíñàìáëþ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íàïðèìåð,ïðàêòè÷åñêè âñå çàäà÷è �èçèêè àòìîñ�åðû è îêåàíà â òîé èëè èíîé ñòåïåíè îñíîâû-âàþòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå.Ââåäåíèå ñëó÷àéíîñòè â ïàðàìåòðàõ ñðåäû ïîðîæäàåò ñòîõàñòè÷íîñòü â ñàìèõ�èçè÷åñêèõ ïîëÿõ. Èíäèâèäóàëüíûå ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð ñêàëÿðíûõ äâóìåðíûõïîëåé ρ(R, t), R = {x, y}, íàïîìèíàþò ñëîæíûé ãîðíûé ëàíäøà�ò ñî ñëó÷àéíî ðàñ-ïðåäåëåííûìè ïèêàìè, ïðîâàëàìè, õðåáòàìè è ïåðåâàëàìè. Íà ðèñ. 0.1 ïðèâåäåíûïðèìåðû ðåàëèçàöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ðàçíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.Îáû÷íî èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (ò. å. âû÷èñëåíèÿ ñðåä-íèõ òèïà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ � 〈ρ(R, t)〉, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè � 〈ρ(R, t)ρ(R′, t′)〉 è ò. ï., ãäå ÷åðåç 〈. . .〉 îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ) ñãëàæèâàþò êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè îòäåëü-íûõ ðåàëèçàöèé, è çà÷àñòóþ ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íå òîëüêîíå èìåþò íè÷åãî îáùåãî ñ ïîâåäåíèåì îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé, íî äàæå, íà ïåðâûéâçãëÿä, èì ïðîòèâîðå÷àò. Òàê, íàïðèìåð, ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî âñåì ðåàëè-çàöèÿì äåëàåò ïîëå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêî-ðîñòåé âñå áîëåå ãëàäêèì, â òî âðåìÿ êàê êàæäàÿ åãî îòäåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ, çà ñ÷åò
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�èñ. 0.1. �åàëèçàöèè ãàóññîâà ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì (a) è ëîãíîðìàëüíîãî (á ) ïîëåéè èõ òîïîãðà�è÷åñêèå ëèíèè óðîâíÿ. Æèðíûìè êðèâûìè íà íèæíèõ ðèñóíêàõ îáîçíà÷åíûëèíèè óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì 0 (a) è 1 (á )ïåðåìåøèâàíèÿ îáëàñòåé ñ ñóùåñòâåííî ðàçíîé êîíöåíòðàöèåé, ñòðåìèòñÿ ñòàòü âñåáîëåå èçðåçàííîé â ïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå óêàçàííîãî òèïà îáû÷íî õàðàêòåðèçóþò¾ãëîáàëüíûå¿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûå ìàñøòàáû îáëàñòè, ãäå îñóùåñòâëÿþòñÿñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû, è íè÷åãî íå ãîâîðÿò î äåòàëÿõ ðàçâèòèÿ ïðîöåññîâ âíóò-ðè åå. À òàêèå äåòàëè äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò õàðàêòåðà ïîëÿñêîðîñòåé � ÿâëÿåòñÿ îíî äèâåðãåíòíûì èëè áåçäèâåðãåíòíûì. Òàê, â ïåðâîì ñëó÷àåñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé åäèíèöå, â îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ îáðàçóþòñÿ êëàñòåðû �êîìïàêòíûå îáëàñòè ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè, îêðóæåííûå îáøèðíûìè îá-ëàñòÿìè ïëîòíîñòè íèçêîé êîíöåíòðàöèè. Îäíàêî ïðè ýòîì âñå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåí-òû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò âî âðåìåíè, ò. å. èìååò ìåñòîñòàòèñòè÷åñêîå ðàçáåãàíèå ÷àñòèö â ñðåäíåì.Òàêèå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà,áóäåì íàçûâàòü êîãåðåíòíûìè ïðîöåññàìè è ÿâëåíèÿìè (ñì., íàïðèìåð, [8, 9, 11, 14℄).Ïîäîáíóþ ¾ñòàòèñòè÷åñêóþ êîãåðåíòíîñòü¿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêóþ îðãà-íèçàöèþ ñëîæíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, è âûäåëåíèå åå ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷è-âûõ õàðàêòåðèñòèê àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ êîãåðåíòíîñòè êàê ñàìîîðãàíèçàöèè ìíî-ãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ èç õàîòè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé èõ ýëåìåíòîâ
Ïðåäèñëîâèå 7(ñì., íàïðèìåð, [81℄). Ïîëó÷èòü æå îòâåò íà âîïðîñ î òîì, ïðîèñõîäèò ëè òàêîå ÿâ-ëåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Îäíàêî äëÿ ðÿäàçàäà÷ â ðàìêàõ ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòüïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî ñ ïîìîùüþ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èëè èç àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Ïîëíàÿ ñòàòèñòèêà (íàïðèìåð, ïîëíàÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-òî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñ-òâåííî-âðåìåíí�ûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé), áåçóñëîâíî, ñîäåðæèò âñþ èí�îðìàöèþî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Îäíàêî íà ïðàêòèêå óäàåòñÿ èññëåäîâàòü ëèøü íåêîòîðûåïðîñòåéøèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ îäíîâðå-ìåíí�ûìè è îäíîòî÷å÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîï-ðîñ: êàê, çíàÿ òàêîãî ðîäà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è îñîáåííîñòè ñèñòåìû,ïîëó÷èòü îñíîâíûå êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îòäåëü-íûõ åå ðåàëèçàöèé?Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàþò ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè. Íà âàæíîñòüèñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ áûëî óêàçàíî åùå â êíèãå [101℄, ãäå ýòîò òåðìèí, ïî-âèäèìîìó, è áûë âïåðâûå ââåäåí. Ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè ïîçâîëÿþò ïå-ðåîñìûñëèòü ¾�èëîñî�èþ¿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõñèñòåì, ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíî è äëÿ ýêñïåðèìåíòàòîðîâ, ïëàíèðóþùèõ ñòàòèñòè-÷åñêóþ îáðàáîòêó ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà. Âñå ýòè âîïðîñû ïîäðîáíî îáñóæ-äàþòñÿ â êíèãå. Çàäà÷è äè��óçèè ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêàõîïèñûâàþòñÿ êàê îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òàê è óðàâíå-íèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è êàæäàÿ èç íèõ ðàñïàäàåòñÿ íà áîëüøîå ìíîæåñòâîîòäåëüíûõ çàäà÷, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé �èçè÷åñêèé èíòåðåñ.Â Ïðèëîæåíèÿõ îáñóæäàåòñÿ îñíîâíûå èäåè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïîçâîëÿ-þùåãî îïèñûâàòü êîãåðåíòíûå ý��åêòû â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è,â ÷àñòíîñòè, äè��óçèþ è êëàñòåðèçàöèþ ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ãèäðîäè-íàìè÷åñêèõ ïîòîêàõ.



�ë à â à 1ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È È ÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÅÓ�ÀÂÍÅÍÈß1.1. Ìàëîèíåðöèîííàÿ ïðèìåñüÄè��óçèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà èíåðöèîííûõ ÷àñòèö, ïðèõîäÿùèõñÿ íà åäèíèöóîáúåìà, n(r, t), äâèæóùèõñÿ â ñëó÷àéíîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå, îïèñûâàåìîìýéëåðîâûì ïîëåì ñêîðîñòåé U(r, t), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

(
∂

∂t
+

∂

∂r
V (r, t)

)
n(r, t) = 0, n(r, 0) = n0(r). (1.1)Çäåñü ÷åðåç V (r, t) îáîçíà÷åíî ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå.Îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ â ïðîöåññå ýâîëþöèè, ò. å.

N0 =

∫
dr n(r, t) =

∫
dr n0(r) = const.Åñëè ïëîòíîñòü ÷àñòèöû � ρ0, òî ýâîëþöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè ρ(r, t) = ρ0n(r, t)ïàññèâíîé ïðèìåñè, äâèæóùåéñÿ â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå, òàêæå îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè

(
∂

∂t
+

∂

∂r
V (r, t)

)
ρ(r, t) = 0, ρ(r, 0) = ρ0(r),êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+ V (r, t)

∂

∂r

)
ρ(r, t) +

∂V (r, t)

∂r
ρ(r, t) = 0. (1.2)Ìû íå ó÷èòûâàåì ý��åêòà äåéñòâèÿ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè, ÷òî ñïðàâåäëèâî íàíà÷àëüíûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ äè��óçèè. Ïðè ýòîì îáùàÿ ìàññà ïðèìåñè ñîõðàíÿåòñÿâ ïðîöåññå ýâîëþöèè, ò. å.

M = M(t) =

∫
dr ρ(r, t) =

∫
dr ρ0(r) = const.Ïîëå ñêîðîñòåé ïðèìåñè V (r, t) â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå U(r, t) äëÿ ìàëîè-íåðöèîííûõ ÷àñòèö ìîæíî îïèñûâàòü êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ (ñì., íàïðèìåð, [68�73℄)

(
∂

∂t
+ V (r, t)

∂

∂r

)
V (r, t) = −λ [V (r, t) − U (r, t)] , (1.3)êîòîðîå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê �åíîìåíîëîãè÷åñêîå. Â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæ-íû íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3), ñóùåñòâîâàíèå ðàçðûâîâ è ò. ï. Îä-íàêî â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå ìàëîé èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö (ïàðàìåòð λ → ∞ ),8

1.2. Áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñü 9êîòîðûé è ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ èíòåðåñ, ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò åäèíñòâåííûì íà ðà-çóìíîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé ïî ïîëþ ñêîðîñòåé V (r, t) ÷ëåí
F (r, t) = λV (r, t) â ïðàâîé ÷àñòè (1.3) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé �îðìóëîé Ñòîêñà äëÿñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà ìåäëåííî äâèæóùóþñÿ ÷àñòèöó. Ïðè àïïðîê-ñèìàöèè ÷àñòèöû øàðîì ðàäèóñà a ïàðàìåòð λ = 6πaη/mp, ãäå η � êîý��èöèåíòäèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè, à mp � ìàññà ÷àñòèöû (ñì., íàïðèìåð, [22, 24℄).Â îáùåì ñëó÷àå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïîëå ñêîðîñòåé èìååò âèä: U(r, t) = u0(r, t)+
u(r, t), ãäå u0(r, t) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ (ñðåäíèé ïîòîê), à u(r, t) �ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Ñëó÷àéíîå ïîëå u(r, t), â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò èìåòü êàêñîëåíîèäàëüíóþ (äëÿ êîòîðîé div u(r, t) = 0), òàê è ïîòåíöèàëüíóþ (äëÿ êîòîðîé

div u(r, t) 6= 0) ñîñòàâëÿþùèå.Óðàâíåíèÿ (1.1)�(1.3) ñîñòàâëÿþò ýéëåðîâî îïèñàíèå ýâîëþöèè ïîëÿ ïëîòíîñòè÷èñëà ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö è ïîëÿ ïëîòíîñòè ïàññèâíîé ïðèìåñè. Ýòè óðàâíå-íèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ìîãóò áûòüðåøåíû ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.Ââîäÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå r(t), V (t), îïèñûâàþùèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöûñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé
d

dt
r(t) = V (r(t), t) , r(0) = r0,

d

dt
V (t) = −λ [V (t) − U (r(t), t)] , V (0) = V 0(r0),

(1.4)ïåðåéäåì îò (1.1) è (1.2) ê îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

d

dt
n(t) = −n(t)

∂V (r(t), t)

∂r
, n(0) = n0(r0),

d

dt
ρ(t) = −ρ(t)

∂V (r(t), t)

∂r
, ρ(0) = ρ0(r0).

(1.5)Óðàâíåíèÿ (1.4) ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè óðàâíåíèÿìè Íüþòîíà äëÿ äèíàìèêè ÷àñòè-öû ñ ëèíåéíîé ñèëîé òðåíèÿ F (t) = −λV (r(t), t) (ñèëà Ñòîêñà) ïîä äåéñòâèåì ñëó-÷àéíîé ñèëû f (t) = λU (r(t), t), ïîðîæäåííîé ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïîòîêîì. Îòìåòèì,÷òî ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.4)ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [75, 100℄.�åøåíèÿ óðàâíåíèé (1.5) èìåþò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Îíèîïèñûâàþò ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö è ïëîòíîñòè ïàññèâíîé ïðèìåñè â îêðåñò-íîñòè �èêñèðîâàííîé ÷àñòèöû, òðàåêòîðèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì r = r(t)ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.4). Ïðè÷åì, êàê âèäíî èç (1.5), ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö è ïëîò-íîñòü ïàññèâíîé ïðèìåñè â äèâåðãåíòíûõ ïîòîêàõ ìåíÿåòñÿ, óâåëè÷èâàÿñü â îáëàñòÿõñæàòèÿ è óìåíüøàÿñü â îáëàñòÿõ ðàçðåæåíèÿ ñðåäû.1.2. Áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñüÄëÿ áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö ïàðàìåòð λ → ∞ è, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (1.3),

V (r, t) = U (r, t).
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d

dt
r(t) = U (r(t), t) , r(0) = r0,

d

dt
ρ(t) = −ρ(t)

∂U (r(t), t)

∂r
, ρ(0) = ρ0(r0),

(1.6)à ýéëåðîâî ïîëå ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ρ(r, t) +

∂U (r, t)

∂r
ρ(r, t) = 0. (1.7)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èõ òðàåêòîðèé â ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé.1.2.1. ×àñòèöû â ïîëå ñëó÷àéíûõ ñêîðîñòåéÎñòàíîâèìñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêèõ îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.6) äëÿ ñèñòåìû÷àñòèö â îòñóòñòâèå ñðåäíåãî ïîòîêà (u0(r, t) = 0). Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ,èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (1.6), êàæäàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì. Îäíàêîåñëè ñëó÷àéíîå ïîëå u(r, t) èìååò êîíå÷íûé ïðîñòðàíñòâåííûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè

lor, òî ÷àñòèöû, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå lor, íàõîäÿòñÿ â îáùåé çîíåâëèÿíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t), è ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íîâûå êîëëåêòèâíûå îñîáåííîñòèâ äèíàìèêå òàêîé ñèñòåìû ÷àñòèö.Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, u(r, t) ≡ u(r), óðàâíåíèå (1.6) óïðîùàåòñÿè ïðèíèìàåò âèä

d

dt
r(t) = u(r), r(0) = r0. (1.8)Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè r̃, â êîòîðûõ u(r̃) = 0, îñòàþòñÿ íåïîäâèæ-íûìè òî÷êàìè. Ïðè ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ îíè óñòîé÷èâûìè èëèíåóñòîé÷èâûìè, îíè áóäóò ïðèòÿãèâàòü èëè îòòàëêèâàòü ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ â èõîêðåñòíîñòè. Â ñèëó ñëó÷àéíîñòè �óíêöèè u(r) ïîëîæåíèå òî÷åê r̃ òàêæå ñëó÷àéíî.Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äîëæíà èìåòü ìåñòî è â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r, t).Åñëè êàêèå-òî òî÷êè r̃ â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè îñòàþòñÿ óñòîé÷è-âûìè, òî â îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) â èõ îêðåñòíîñòÿõ äîëæ-íû îáðàçîâûâàòüñÿ êëàñòåðíûå îáëàñòè ÷àñòèö (ò. å. êîìïàêòíûå îáëàñòè ïîâûøåííîéêîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûå â áîëüøåé ñòåïåíè â ðàçðåæåííûõ çîíàõ). Åñëèæå ñìåíà óñòîé÷èâîñòè ýòèõ òî÷åê íà íåóñòîé÷èâîñòü ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî áûñòðîè ÷àñòèöû íå óñïåâàþò çíà÷èòåëüíî ïåðåñòðîèòüñÿ, òî êëàñòåðíûõ îáëàñòåé îáðàçî-âûâàòüñÿ íå áóäåò.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå (ñì. ðàáîòû [21, 86, 103℄) ïîêàçûâàåò, ÷òî äèíàìèêà ñè-ñòåìû ÷àñòèö ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëó÷àéíîåïîëå ñêîðîñòåé áåçäèâåðãåíòíûì èëè äèâåðãåíòíûì. Òàê, íà ðèñ. 1.1, à äëÿ êîíêðåò-íîé ðåàëèçàöèè áåçäèâåðãåíòíîãî ñòàöèîíàðíîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r) ñõå-ìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö (äâóìåðíûé ñëó÷àé), ðàâíîìåðíîðàñïîëîæåííûõ â êðóãå, â áåçðàçìåðíîì âðåìåíè, ñâÿçàííîì ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè ïà-ðàìåòðàìè ïîëÿ u(r). Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì, ñîõðàíÿåòñÿè ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþò îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ äå�îðìèðî-âàííûì êîíòóðîì. Âîçíèêàåò ëèøü ñèëüíàÿ èçðåçàííîñòü �ðàêòàëüíîãî õàðàêòåðà

1.2. Áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñü 11ýòîãî êîíòóðà. Òàêîå ÿâëåíèå èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ è ïîëó÷èëîíàçâàíèå õàîòè÷åñêîé àäâåêöèè (ñì., íàïðèìåð, [1℄).Äëÿ ñëó÷àÿ æå äèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r) ÷àñòèöû, ðàâíîìåðíî ðàñïîëî-æåííûå â êâàäðàòå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, â ïðîöåññå âðåìåíí�îé ýâîëþöèè îá-ðàçóþò êëàñòåðíûå îáëàñòè. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.1, á. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáðàçîâàíèå êëàñòåðîâ � ÷èñòî êèíåìàòè-÷åñêèé ý��åêò. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãîïîëÿ ñêîðîñòåé òàêàÿ îñîáåííîñòü äèíàìèêè ÷àñòèö èñ÷åçàåò.Óâèäåòü êàê ïðîèñõîäèò êëàñòåðèçàöèÿ ÷àñòèö, ìîæíî íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå[15℄, â êîòîðîì ñëó÷àéíîå ïîëå ñêîðîñòåé u(r, t) èìååò ñòðóêòóðó
u(r, t) = v(t)f(r), (1.9)ãäå v(t) � ñëó÷àéíûé âåêòîðíûé ïðîöåññ, à äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ
f(r) = sin 2(kr) (1.10)ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé âèä �óíêöèè f(r) ñîîò-âåòñòâóåò ïåðâîìó ÷ëåíó ðÿäà ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè f(r) ïî ãàðìîíè÷åñêèì ñîñòàâëÿ-þùèì è îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷è [21, 103℄.Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.6) çàïèøåòñÿ â âèäå

d

dt
r(t) = v(t) sin 2(kr), r(0) = r0.Äëÿ òàêîé ìîäåëè äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà k è ïåðïåíäèêóëÿðíîâåêòîðó k ðàñùåïëÿåòñÿ, è åñëè âûáðàòü îñü x â íàïðàâëåíèè âåêòîðà k, òî óðàâíåíèÿïðèìóò âèä

d

dt
x(t) = vx(t) sin(2kx), x(0) = x0,

d

dt
R(t) = vR(t) sin(2kx), R(0) = R0.

(1.11)�åøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (1.11) èìååò âèä

x(t) =
1

k
arctg

[
eT (t)tg(kx0)

]
, (1.12)ãäå

T (t) = 2k

t∫

0

dτ vx(τ). (1.13)Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî, âûòåêàþùåå èç (1.12),

sin(2kx) = sin(2kx0)
1

e−T (t) cos2(kx0) + eT (t) sin2(kx0)
,ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (1.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dt
R(t|r0) = sin(2kx0)

vR(t)

e−T (t) cos2(kx0) + eT (t) sin2(kx0)
.È, ñëåäîâàòåëüíî,

R(t|r0) = R0 + sin(2kx0)

t∫

0

dτ
vR(τ)

e−T (τ) cos2(kx0) + eT (τ) sin2(kx0)
. (1.14)
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t = 1 t = 2,0�èñ. 1.1. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äè��óçèè ñèñòåìû ÷àñòèö, îïèñûâàåìûõóðàâíåíèåì (1.8) â ñîëåíîèäàëüíîì (à) è äèâåðãåíòíîì (á ) ñëó÷àéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ïîëÿõñêîðîñòåé u(r)

1.2. Áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñü 13Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû x0 òàêîå, ÷òî
kx0 = n

π

2
, (1.15)ãäå n = 0, ±1, . . ., òî ÷àñòèöà áóäåò íåïîäâèæíîé è r(t) ≡ r0.�àâåíñòâà (1.15) îïðåäåëÿþò â îáùåì ñëó÷àå ïëîñêîñòè èëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå �òî÷êè. Îíè ñîîòâåòñòâóþò íóëÿì ïîëÿ ñêîðîñòåé. Óñòîé÷èâîñòü ýòèõ òî÷åê, îäíàêî,çàâèñèò îò çíàêà �óíêöèè v(t), êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå ýâîëþöèè. Â ðåçóëü-òàòå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ÷àñòèöû áóäóò ñãóùàòüñÿ â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê, åñëè

vx(t) 6= 0, ÷òî è äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü êëàñòåðèçàöèè.Äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, êîãäà vx(t) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, T (t) ≡ 0,

x(t|x0) ≡ x0, R(t|r0) = R0 + sin 2(kx0)

t∫

0

dτ vR(τ),ò. å. íèêàêîé êëàñòåðèçàöèè íå íàáëþäàåòñÿ.
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�èñ. 1.2. Êóñîê ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà T (t) (à), ïîëó÷åííûé ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòå-ãðèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà (1.13) äëÿ îäíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà vx(t) è èñïîëüçóåìûéäëÿ ðàñ÷åòà âðåìåíí�îé ýâîëþöèè x êîîðäèíàò ÷åòûðåõ ÷àñòèö (á ), (â)Íà ðèñ. 1.2, à ïðåäñòàâëåí êóñîê ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà T (t), ïîëó÷åííûéïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà (1.13) äëÿ îäíîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãîïðîöåññà vx(t), èñïîëüçóåìûé äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âðåìåíí�îé ýâîëþöèè



14 �ëàâà 1. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿêîîðäèíàò ÷åòûðåõ ÷àñòèö x(t) (x ∈ (0, π/2) ñ íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè x0(i) =
π

2
· i

5
(i = 1, 2, 3, 4) (ðèñ. 1.2, á ). Èç ðèñ. 1.2, á âèäíî, ÷òî ÷àñòèöû â áåçðàçìåðíûé ìîìåíòâðåìåíè t ≈ 4 îáðàçóþò êëàñòåð â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0. Äàëåå â ìîìåíò âðåìåíè

t ≈ 16 ïåðâîíà÷àëüíûé êëàñòåð èñ÷åçàåò è îáðàçóåòñÿ íîâûé êëàñòåð â îêðåñòíîñòèòî÷êè x =
π

2

. Â ìîìåíò âðåìåíè t ≈ 40 ñíîâà îáðàçóåòñÿ êëàñòåð â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x = 0 è ò. ä. Ïðè ýòîì ÷àñòèöû â êëàñòåðàõ ïîìíÿò ñâîþ ïðåäûñòîðèþ è ðàñõîäÿòñÿíà çíà÷èòåëüíûå ðàññòîÿíèÿ â ïåðåõîäíûõ âðåìåíí�ûõ îáëàñòÿõ (ðèñ.1.2, â).Òàêèì îáðàçîì, âèäèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå êëàñòåð, êàê öåëüíîå îáðà-çîâàíèå, íå ïåðåõîäèò èç îäíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå, à ðàçðóøàåòñÿ ñ ïîñëå-äóþùèì îáðàçîâàíèåì íîâîãî. Ïðè ýòîì âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàñòåðîâ çíà÷èòåëüíîáîëüøå, ÷åì ïåðåõîäíîå âðåìÿ. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâîéñòâî êîíêðåòíîé ðàññìàòðèâàå-ìîé ìîäåëè ïîëÿ ñêîðîñòåé, è âîçíèêàåò îíî èç-çà ñòàöèîíàðíîñòè òî÷åê (1.15).×òî êàñàåòñÿ äè��óçèè ÷àñòèö ïî y îñè, òî â ýòîì íàïðàâëåíèè îáðàçîâàíèÿ êëà-ñòåðîâ íå íàáëþäàåòñÿ.
�èñ. 1.3. �àñïðåäåëåíèå áàëëîíîâ â àòìîñ�åðå ÷åðåç 105 ñóòîê ïîñëå íà÷àëà ÷èñëåííîãî ýêñ-ïåðèìåíòàÎòìåòèì, ÷òî âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, òàêîãî ðîäà êëàñòåðèçàöèÿ äëÿ ñèñòåìû ÷àñ-òèö áûëà îáíàðóæåíà â ðàáîòàõ [76�79℄, ãäå â ðàìêàõ ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé äèíàìè-êè àòìîñ�åðû ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òàê íàçûâàåìîãî Eole-ýêñïåðè-ìåíòà. Â ðàìêàõ ýòîãî ãëîáàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â 1970�1971 ãîäàõ áûëî çàïóùåíîâ Àðãåíòèíå 500 áàëëîíîâ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿëèñü ïî âñåìóþæíîìó ïîëóøàðèþ íà âûñîòå ïðèìåðíî â 12 êì. Íà ðèñ. 1.3 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäå-ëåíèå áàëëîíîâ ïî þæíîìó ïîëóøàðèþ íà 105 ñóòêè ïîñëå íà÷àëà ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà [78℄, èç êîòîðîãî ÿñíî âèäíî, ÷òî áàëëîíû êîíöåíòðèðóþòñÿâ ãðóïïû, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò êëàñòåðèçàöèè. �åçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêèðàñïîëîæåíèÿ áàëëîíîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [26, 45, 83℄.

1.2. Áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñü 151.2.2. Ñâÿçü ëàãðàíæåâà è ýéëåðîâà îïèñàíèé�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.6) çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà r0 �íà÷àëüíîé êîîðäèíàòû ÷àñòèöû:

r(t) = r(t|r0), ρ(t) = ρ(t|r0), (1.16)÷òî áóäåì îòìå÷àòü âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé. Êîìïîíåíòû âåêòîðà r0, îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿþùåãî ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ÷àñòèöû, íàçûâàþò åå ëàãðàíæåâûìè êîîðäè-íàòàìè. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (1.6) ñîîòâåòñòâóþò ëàãðàíæåâó îïèñàíèþ ýâîëþöèèïîëÿ ïëîòíîñòè ïàññèâíîé ïðèìåñè. Ñâÿçü ìåæäó ýéëåðîâûì è ëàãðàíæåâûì îïèñà-íèÿìè çàäàåòñÿ ïåðâûì èç ðàâåíñòâ (1.16). �àçðåøèâ åãî îòíîñèòåëüíî r0, ïîëó÷èìñîîòíîøåíèå, âûðàæàþùåå ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ÷åðåç ýéëåðîâû:
r0 = r0(r, t). (1.17)Èñêëþ÷àÿ çàòåì, ñ ïîìîùüþ (1.17), çàâèñèìîñòü îò r0 â îñòàâøåìñÿ ðàâåíñòâå (1.16),âåðíåìñÿ ê ýéëåðîâó îïèñàíèþ ïîëÿ ïëîòíîñòè ïàññèâíîé ïðèìåñè:

ρ(r, t) = ρ(t|r0(r, t)) =

∫
dr0 ρ(t|r0)j(t|r0)δ(r(t|r0) − r), (1.18)ãäå ââåäåíà íîâàÿ �óíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ðàñõîäèìîñòüþ:

j(t|r0) = det
∥∥jik(t|r0)

∥∥ = det

∥∥∥∥
∂ri(t|r0)

∂r0k

∥∥∥∥ .Äè��åðåíöèðóÿ (1.6) ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà r0, ïðèäåì ê óðàâíåíèÿì äëÿ ýëå-ìåíòîâ ÿêîáèåâîé ìàòðèöû jik(t|r0):
d

dt
jik(t|r0) =

∂Ui(r, t)

∂rl
jlk(t|r0), jik(0|r0) = δik.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû (ßêîáèàí) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dt
j(t|r0) =

∂U(r, t)

∂r
j(t|r0), j(0|r0) = 1. (1.19)Âåëè÷èíà j(t|r0) ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ñòåïåíè ñæàòèÿ èëè ðàñòÿæåíèÿ �è-çè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûõ æèäêèõ ÷àñòèö. Ñîïîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ (1.6) è (1.19), âè-äèì, ÷òî

ρ(t|r0) =
ρ0(r0)

j(t|r0)
. (1.20)Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (1.18) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà

ρ(r, t) =

∫
dr0 ρ0(r0)δ(r(t|r0) − r), (1.21)óñòàíàâëèâàþùåãî ñâÿçü ìåæäó ëàãðàíæåâûìè è ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Äåëüòà-�óíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (1.21) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé äëÿ ïîëî-æåíèÿ ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå óñðåäíåíèÿ ðàâåíñòâà (1.21) ïîàíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíóþ ñâÿçüñðåäíåé ïëîòíîñòè ïàññèâíîé ïðèìåñè â ýéëåðîâîì îïèñàíèè ñ îäíîâðåìåíí�îé ïëîò-íîñòüþ âåðîÿòíîñòåé

P (r, t|r0) = 〈δ(r(t|r0) − r)〉



16 �ëàâà 1. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿïîëîæåíèÿ áåçûíåðöèîííîé ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû (ñì., íàïðèìåð, [27℄) â âèäå

〈ρ(r, t)〉 =

∫
dr0 ρ0(r0)P (r, t|r0) .Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåäåííîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö,îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (1.4).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì è ñâÿçü ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèè ïîëÿ ïëîòíîñòè â ýéëåðîâîì îïèñàíèè,

Γ(r1, r2, t) = 〈ρ(r1, t)ρ(r2, t)〉 ,ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö,

P (r1, r2, t|r01, r02) = 〈δ(r1(t|r01) − r1)δ(r2(t|r02) − r2)〉 ,â âèäå ðàâåíñòâà

Γ(r1, r2, t) =

∫
dr01

∫
dr02 ρ0(r01)ρ0(r02)P (r1, r2, t|r01, r02).Äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé (div U(r, t) = 0) ðàñõîäèìîñòü ÷àñòèöû, òàêæå êàê è åå ïëîòíîñòü, ñîõðàíÿþòñÿ, ò. å.

j(t|r0) = 1, ρ(t|r0) = ρ0(r0),è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.7) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñòðóêòóðó

ρ(r, t) = ρ0(r0(r, t)).Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ñòîõàñòè÷åñêèõ îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.7). Óäîá-íî àíàëèçèðîâàòü äèíàìèêó ñëó÷àéíûõ ïîëåé â òîïîãðà�è÷åñêèõ ïîíÿòèÿõ. Òàê, äëÿáåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè êîíòóðà ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèéêîíöåíòðàöèè ρ = const ñîâïàäàåò ñ äèíàìèêîé ÷àñòèö â ýòîì ïîëå ñêîðîñòåé è ñîâïà-äàåò, ñëåäîâàòåëüíî, ñ äèíàìèêîé, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1.1, a. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü,îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì, ñîõðàíÿåòñÿ è, êàê âèäíî èç ðèñóíêà, âîçíèêàåò ñèëüíàÿ èç-ðåçàííîñòü êàðòèíû �ðàêòàëüíîãî õàðàêòåðà, ò. å. ïðîèñõîäèò êàê îáîñòðåíèå ãðàäè-åíòîâ, òàê è âîçíèêíîâåíèå äèíàìèêè êîíòóðà íà âñå ìåíüøèõ è ìåíüøèõ ìàñøòàáàõ.Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (äèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé) ïëîùàäü, îãðàíè÷åííàÿêîíòóðîì, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ïîëå ïëîòíîñòè ñæèìàåòñÿ, îáðàçóÿ êëàñòåðû. Ïðèìå-ðû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [21, 103℄. Ïðèóñðåäíåíèè ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ýòè îñîáåííîñòè äèíàìèêè èñ÷åçàþò.Ïðîñëåäèòü îáðàçîâàíèå êëàñòåðîâ â ýéëåðîâîì îïèñàíèè ìîæíî íà ïðèìåðå ñëó-÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé âèäà (1.9), (1.10). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå ïëîòíîñòè ρ(r, t) îïè-ñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì [15℄

ρ(r, t) = ρ0(r0)
1

eT (t) cos2(kx) + e−T (t) sin2(kx)
, (1.22)ãäå �óíêöèÿ T (t) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (1.13).Äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, êîãäà vx(t) = 0, T (t) ≡ 0,

ρ(r, t) = ρ0



r − sin(2kx)

t∫

0

dτ v(τ)



 .
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�èñ. 1.4. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�àÿ ýâîëþöèÿ ýéëåðîâîãî ïîëÿ ïëîòíîñòè, îïèñûâàåìàÿ�îðìóëîé (1.23)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè íå çàâèñèò îò r, ò. å.

ρ0(r) = ρ0, ðàâåíñòâî (1.22) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

ρ(r, t)/ρ0 =
1

eT (t) cos2(kx) + e−T (t) sin2(kx)
. (1.23)Íà ðèñ. 1.4, à�ã ïðåäñòàâëåíà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�àÿ ýâîëþöèÿ ýéëåðîâà ïîëÿïëîòíîñòè 1+ ρ(r, t)/ρ0, ðàññ÷èòàííàÿ ïî �îðìóëå (1.23) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ(åäèíèöà äîáàâëåíà, ÷òîáû íå èìåòü ïðîáëåì ñ áëèçêèìè ê íóëþ çíà÷åíèÿìè ïëîò-íîñòè â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå). Èç ýòèõ ðèñóíêîâ íàãëÿäíî âèäíî ïîñëåäîâà-òåëüíîå ïåðåòåêàíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè ê óçêèì îêðåñòíîñòÿì òî÷åê x ≈ 0 è x ≈ π/2,ò. å. îáðàçîâàíèå êëàñòåðîâ. Òàê, íà ðèñ. 1.4, à,á èçîáðàæåíà âðåìåíí�àÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü (t = 1 ÷ 10) îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ≈ 0. Íà ðèñ. 1.4, â,ãèçîáðàæåíà âðåìåíí�àÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (t = 16÷ 25) ïåðåòåêàíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòèèç îêðåñòíîñòè òî÷êè x ≈ 0 â îêðåñòíîñòü òî÷êè x ≈ π/2, ò. å. ëèêâèäàöèÿ êëàñòå-ðà â îêðåñòíîñòè x ≈ 0 è ðîæäåíèå íîâîãî êëàñòåðà â îêðåñòíîñòè x ≈ π/2. Äàëååýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ âî âðåìåíè. ¾Âðåìÿ æèçíè¿ òàêèõ êëàñòåðîâ, êàê âèäíî èçðèñóíêîâ, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èìååò ïîðÿäîê ¾âðåìåíè èõ �îðìèðîâàíèÿ¿.Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøóþ ìîäåëü äëÿ äè��óçèè ïðèìåñè (÷àñòèö è ýéëå-ðîâà ïîëÿ ïëîòíîñòè) â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé, â êîòîðîé íàãëÿäíî âèäåí ïðîöåññîáðàçîâàíèÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû. Îñîáåííîñòüþ ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ�èêñèðîâàííûé õàðàêòåð òî÷åê, ãäå îáðàçóþòñÿ êëàñòåðû. Ýòî êîíå÷íî, óìåíüøàåòöåííîñòü ðàññìîòðåííîé ìîäåëè.



18 �ëàâà 1. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿÎäíàêî ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîíÿòü îñíîâíîå îòëè÷èå äè��óçèè â äèâåðãåíòíûõè áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé. Â áåçäèâåðãåíòíûõ (íåñæèìàåìûõ) ïîëÿõ ñêîðî-ñòè ÷àñòèöû (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå ïëîòíîñòè) íå óñïåâàþò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê óñòîé÷è-âûì öåíòðàì ïðèòÿæåíèÿ çà âðåìÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è ÷àñòèöû ñëåãêà �ëóêòóèðóþòîòíîñèòåëüíî ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ìåñòîíàõîæäåíèÿ. Â äèâåðãåíòíîì æå (ñæèìà-åìîì) ïîëå ñêîðîñòåé çà òî æå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ öåíòðîâ ïðèòÿæåíèÿ÷àñòèöû óñïåâàþò ïðèòÿíóòüñÿ ê íèì, òàê êàê ýòîò ïðîöåññ ïðèòÿæåíèÿ óáûñòðÿåòñÿýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçîì, ÷òî íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ â �îðìóëå (1.23).Èç îïèñàííîé êàðòèíû ÿñíî, ÷òî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.7) â êà÷åñòâåìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî �èçè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿòîëüêî íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Äëÿ áîëåå ïîëíîãî àíàëèçà íåîáõîäèìîâêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå ïîëå ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè p(r, t) = ∇ρ(r, t),êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóì-ìèðîâàíèå)

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U (r, t)

)
pi(r, t) = −pk (r, t)

∂Uk(r, t)

∂ri
− ρ(r, t)

∂2U(r, t)

∂ri∂r
,

p(r, 0) = p0(r) = ∇ρ0(r).

(1.24)Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷åñòü òàêæå ý��åêò ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè (ñ êîý��è-öèåíòîì ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè µ), ñãëàæèâàþùèé óïîìÿíóòîå îáîñòðåíèå ãðàäè-åíòîâ, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãîïîðÿäêà: (
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ρ(r, t) = µ∆ρ(r, t), ρ(r, 0) = ρ0(r). (1.25)Çàìå÷àíèå 1.1. Ó÷åò ý��åêòà ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèèÎòìåòèì, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1.25) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêîéèíòåðïðåòàöèåé ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïî-ðÿäêà, à èìåííî: åñëè ðàññìîòðåòü âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t) + V (t)

∂

∂r

)
ρ̃(r, t) = 0, ρ̃(r, 0) = ρ0(r), (1.26)ãäå V (t) � âåêòîðíûé ãàóññîâ ïðîöåññ ¾áåëîãî øóìà¿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

〈Vi(t)〉 = 0, 〈Vi(t)Vj(t
′)〉 = 2µδijδ(t − t′), (1.27)òî

ρ(r, t) = 〈ρ̃(r, t)〉V .�åøåíèå æå ñàìîãî óðàâíåíèÿ (1.26), ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1.21), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ρ̃(r, t) =

∫
dr0 ρ0(r0)δ(r(t|r0) − r),è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(r, t) =

∫
dr0 ρ0(r0) 〈δ(r(t|r0) − r)〉V , (1.28)ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ (òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû) îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíè-åì

d

dt
r(t) = U(r, t) + V (t), r(0) = r0. (1.29)

1.2. Áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñü 19Óñðåäíÿÿ òåïåðü ðàâåíñòâî (1.28) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ {U(r, t)}, ïîëó-÷àåì îêîí÷àòåëüíîå ðàâåíñòâî

〈ρ(r, t)〉 =

∫
dr0 ρ0(r0)P (r, t|r0), (1.30)ãäå òåïåðü îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû

P (r, t|r0) = 〈〈δ(r(t|r0) − r)〉V 〉
U

. (1.31)Òàêèì îáðàçîì, è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà (1.3) ìîæíîðàññìàòðèâàòü ëàãðàíæåâî îïèñàíèå íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.26). Àíàëîãè÷-íûì îáðàçîì äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ïëîòíîñòè â ýéëåðîâîìîïèñàíèè ñ ó÷åòîì ý��åêòà ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè,
Γ(r1, r2, t) = 〈ρ(r1, t)ρ(r2, t)〉 ,ïîëó÷àåì ñâÿçü ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö

P (r1, r2, t|r01, r02) = 〈δ(r1(t|r01) − r1)δ(r2(t|r02) − r2)〉â âèäå ðàâåíñòâà
Γ(r1, r2, t) =

∫
dr01

∫
dr02ρ0(r01)ρ0(r02)P (r1, r2, t|r01, r02),ãäå ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö

P (r1, r2, t|r01, r02) = 〈δ(r1(t|r01) − r1)δ(r2(t|r02) − r2)〉{V },Uîïðåäåëÿåòñÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äèíàìèêè äâóõ ÷àñòèö, îïèñûâàåìûõ òåïåðü óðàâ-íåíèÿìè
d

dt
r1(t) = U(r1, t) + V 1(t), r1(0) = r01,

d

dt
r2(t) = U(r2, t) + V 2(t), r2(0) = r02,

(1.32)ãäå V 1(t) è V 2(t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå âåêòîðíûå ïðîöåññû ñ ïàðàìåòðàìè (1.27).

� Èòàê, â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèè ïîâåäåíèå áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö è ïëîòíî-ñòè ïàññèâíîé ïðèìåñè îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûìè íåëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëü-íûìè óðàâíåíèÿìè (1.6), (1.19). Îò íèõ ëåãêî ïåðåéòè ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Ëè-óâèëëÿ äëÿ èíäèêàòîðíûõ �óíêöèé â ñîîòâåòñòâóþùåì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿýòîãî ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕLag(r, ρ, j, t|r0) = δ(r(t|r0) − r)δ(ρ(t|r0) − ρ)δ(j(t|r0) − j), (1.33)â �îðìå çàïèñè êîòîðîé ÿâíî ó÷òåíî, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèéçàâèñèò îò ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò r0. Äè��åðåíöèðóÿ (1.33) ïî âðåìåíè è èñïîëüçóÿóðàâíåíèÿ (1.6) è (1.19), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ, ýêâèâàëåíòíîìó èñõîäíîéçàäà÷å:

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ϕLag(r, ρ, j, t|r0) =

∂U(r, t)

∂r

(
∂

∂ρ
ρ − ∂

∂j
j

)
ϕLag(r, ρ, j, t|r0),

ϕLag(r, ρ, j, 0|r0) = δ(r0 − r)δ(ρ0(r0) − ρ)δ(j − 1). (1.34)



20 �ëàâà 1. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿÎäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ (1.6)è (1.19) ñîâïàäàåò ñ óñðåäíåííûì ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé çíà÷åíèåì èíäèêàòîðíîé�óíêöèè:

P (r, ρ, j, t|r0) = 〈ϕLag(r, ρ, j, t|r0)〉 .Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèè ââåäåì èíäèêàòîðíóþ�óíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ (1.33),

ϕ(r, t; ρ) = δ(ρ(r, t) − ρ), (1.35)ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ïîâåðõíîñòè ρ(r, t) = ρ = const â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èëè íàêîíòóðå â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Îíà ñâÿçàíà ñ ëàãðàíæåâîé èíäèêàòîðíîé �óíêöèåéðàâåíñòâîì:

ϕ(r, t; ρ) =

∫
dr0

∞∫

0

j dj ϕLag(r, ρ, j, t|r0),è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ) =

∂U(r, t)

∂r

∂

∂ρ
[ρϕ(r, t; ρ)] ,

ϕ(r, 0; ρ) = δ(ρ0(r) − ρ),

(1.36)èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè âîçíèêàþò òîëüêî äëÿ äèâåð-ãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé U(r, t).Îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.7)â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ óñðåäíåííîé ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé èíäèêàòîðíîé �óíê-öèåé:

P (r, t; ρ) = 〈δ(ρ(r, t) − ρ)〉 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïîëÿ ïëîòíîñòè â ýéëåðîâîìîïèñàíèè ñâÿçàíà ñ îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèèðàâåíñòâîì

P (r, t; ρ) =

∫
dr0

∞∫

0

j dj P (r, ρ, j, t|r0). (1.37)Ýéëåðîâà èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ äàåò áîãàòóþ êîëè÷åñòâåííóþ è êà÷åñòâåííóþèí�îðìàöèþ î ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ïëîòíîñòè ρ(r, t) (ñì. Ïðè-ëîæåíèå). Äëÿ åå àíàëèçà óäîáíî èñïîëüçîâàòü èäåîëîãèþ ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà-�èè.Â ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ, êàê è â îáû÷íîé òî-ïîãðà�èè ãîðíûõ ìàññèâîâ, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà êîíòóðîâ � ëèíèé óðîâíÿ (â äâóìåðíîìñëó÷àå) èëè ïîâåðõíîñòåé (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõðàâåíñòâîì

ρ(r, t) = ρ = const.Äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû êîíòóðîâ (çäåñü äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ãîâîðèòü î äâóìåðíîìñëó÷àå) óäîáíî ââåñòè ñèíãóëÿðíóþ èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ (1.35), ñîñðåäîòî÷åííóþíà êîíòóðàõ è ÿâëÿþùóþñÿ �óíêöèîíàëîì ïàðàìåòðîâ ñðåäû.×åðåç �óíêöèþ (1.35) âûðàæàþòñÿ, íàïðèìåð, òàêèå âåëè÷èíû, êàê îáùàÿ ïëî-ùàäü îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ëèíèÿìè óðîâíÿ, ãäå ρ(r, t) > ρ:
S(t, ρ) =

∞∫

ρ

dρ̃

∫
dr ϕ(r, t; ρ̃), (1.38)

1.2. Áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñü 21è îáùàÿ ¾ìàññà¿ ïîëÿ, çàêëþ÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ:
M(t, ρ) =

∞∫

ρ

ρ̃ dρ̃

∫
dr ϕ(r, t; ρ̃). (1.39)Òàê, äëÿ äèíàìèêè ïàññèâíîé ïðèìåñè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ (1.36),äè��åðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè ðàâåíñòâà (1.38) è (1.39), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

∂

∂t
S(t, ρ) =

∫
dr

∞∫

ρ

dρ̃
∂U(r, t)

∂r

(
∂

∂ρ̃
ρ̃ + 1

)
ϕ(r, t; ρ̃),

∂

∂t
M(t, ρ) =

∫
dr

∞∫

ρ

dρ̃
∂U (r, t)

∂r
ρ̃

(
∂

∂ρ̃
ρ̃ + 1

)
ϕ(r, t; ρ̃),è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì ρ(r, t) = ρ = const, à òàê-æå îáùàÿ ìàññà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ýòîé îáëàñòè, ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãîïîëÿ ñêîðîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ ÷èñëî çàìêíóòûõ êîíòó-ðîâ, êîòîðûå íå ìîãóò èñ÷åçàòü è ïîðîæäàòüñÿ â ñðåäå, à ëèøü ýâîëþöèîíèðóþò âîâðåìåíè èñõîäÿ èç çàäàííîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòóðîââ ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì ρ0(r) = ρ = const.Ïðè íàëè÷èè ó ïîëÿ ñêîðîñòè ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âñå ýòè âåëè÷èíû ýâî-ëþöèîíèðóþò âî âðåìåíè.Ñðåäíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé (1.38) è (1.39) íåïîñðåä-ñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé.Äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î äåòàëüíîé ñòðóêòóðå ïîëÿ ρ(r, t) ìîæíî ïîëó-÷èòü, âêëþ÷èâ â ðàññìîòðåíèå åãî ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò p(r, t) = ∇ρ(r, t). Òàê,íàïðèìåð, âåëè÷èíà

l(t, ρ) =

∫
dr
∣∣p(r, t)

∣∣δ(ρ(r, t) − ρ) =

∮
dl (1.40)îïèñûâàåò îáùóþ äëèíó êîíòóðîâ ρ(r, t) = ρ = const.Âûðàæåíèå (1.40) îïèñûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé

ϕ(r, t; ρ,p) = δ(ρ(r, t) − ρ)δ(p(r, t) − p), (1.41)óäîâëåòâîðÿþùåé äëÿ ïðèìåñè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé ðàñøèðåííîìó óðàâíåíèþËèóâèëëÿ, âûòåêàþùåìó èç (1.7) è (1.24):

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ,p) =

=

[
∂Uk(r, t)

∂ri

∂

∂pi
pk +

∂U(r, t)

∂r

(
∂

∂ρ
ρ +

∂

∂p
p

)
+

∂2U(r, t)

∂ri∂r

∂

∂pi
ρ

]
ϕ(r, t; ρ,p), (1.42)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ϕ(r, 0; ρ,p) = δ(ρ0(r) − ρ)δ(p0(r) − p).



22 �ëàâà 1. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿÑëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (1.42) ÿâëÿåòñÿ ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ äëèíû êîí-òóðà (1.40):

∂

∂t
l(t, ρ) =

∫
dr

∫
dp p

∂

∂t
ϕ(r, t; ρ,p) =

=

∫
dr

∫
dp

[
−∂Uk(r, t)

∂ri

pipk

p
+

∂U(r, t)

∂r
p

∂

∂ρ
ρ − ∂2U(r, t)

∂ri∂r

pi

p
ρ

]
ϕ(r, t; ρ,p), (1.43)èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî äëèíà êîíòóðà ýâîëþöèîíèðóåò âî âðåìåíè äàæå äëÿ áåçäè-âåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé.Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ �îðìóë (1.40), (1.43) ñâÿçàíû ñ ñîâìåñòíîéîäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïîëÿ ïëîòíîñòè ρ(r, t) è åãî ãðàäèåíòà p(r, t),îïðåäåëÿåìîé ïóòåì óñðåäíåíèÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè (1.41) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçà-öèé, ò. å. �óíêöèåé

P (r, t; ρ,p) = 〈δ(ρ(r, t) − ρ)δ(p(r, t) − p)〉 .
�ë à â à 2ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÈÔÔÓÇÈÈÈ ÊËÀÑÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÁÅÇÛÍÅ�ÖÈÎÍÍÎÉ Ï�ÈÌÅÑÈ�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äè��óçèè áåçûíåðöèîííîéïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé â îòñóòñòâèå ñðåäíåãî ïîòîêà(u0(r, t) = 0). 2.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿÑëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðåäïîëàãàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå äèâåð-ãåíòíûì (div u(r, t) 6= 0) è â òî æå âðåìÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûìâ ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíûì âî âðåìåíè ñëó÷àéíûì ãàóññîâûì ïîëåì ñ êîððåëÿ-öèîííûì è ñïåêòðàëüíûì òåíçîðàìè (〈u(r, t)〉 = 0):

Bij(r − r′, t − t′) =
〈
ui(r, t)uj(r

′, t′)
〉

=

∫
dk Eij(k, t − t′)eik(r−r

′),

Eij(k, t) =
1

(2π)d

∫
dr Bij(r, t)e−ikr, Eij(k, t) = Es

ij(k, t) + Ep

ij(k, t),

(2.1)ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, à ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ïîëÿ ñêî-ðîñòåé èìåþò ñòðóêòóðó
Es

ij(k, t) = Es(k, t)

(
δij −

kikj

k2

)
, Ep

ij(k, t) = Ep(k, t)
kikj

k2
. (2.2)Çäåñü ÷åðåç Es(k, t) è Ep(k, t) îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ñîëåíîèäàëüíàÿ è ïîòåíöè-àëüíàÿ êîìïîíåíòû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé.Âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ u(r, t) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

τ0σ
2
u =

∞∫

0

dτBii(0, τ) =

∞∫

0

dτ

∫
dk
[
(d − 1) Es(k, τ) + Ep(k, τ)

]
,ãäå äèñïåðñèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé

σ2
u = Bii(0, 0) =

〈
u2(r, t)

〉
.Íåïîñðåäñòâåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

• ×èñòî áåçäèâåðãåíòíûé ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîòîê, äëÿ êîòîðîãî div u(r, t) = 0
(Ep(k, t) = 0).

• Ñëó÷àé ÷èñòî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé (Es(k, t) = 0). Òàêîé ñëó÷àé èìååòìåñòî, íàïðèìåð, ïðè äè��óçèè ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ.23
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• Ñìåøàííûé ñëó÷àé. Òàêîé ñëó÷àé îñóùåñòâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè äè��óçèèïëàâó÷åé ïðèìåñè è äè��óçèè ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö.Â ñèëó îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r, t) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Bkl(0, τ) = D0(τ)δkl,
∂

∂ri
Bkl(0, τ) = 0,

− ∂2

∂ri∂rj
Bkl(0, τ) =

Ds(τ)

d(d + 2)
[(d + 1)δklδij − δkiδlj − δkjδli] +

+
Dp(τ)

d(d + 2)

[
δklδij

+ δkiδlj + δkjδli

]
. (2.3)Çäåñü d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, êàê îáû÷íî, ïðåä-ïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

D0(τ) =
1

d
〈u(r, t + τ)u(r, t)〉 =

1

d

∫
dk
[
(d − 1)Es(k, τ) + Ep(k, τ)

]
,

Ds(τ) =

∫
dk k2Es(k, τ),

Dp(τ) =

∫
dk k2Ep(k, τ) =

〈
∂u(r, t + τ)

∂r

∂u(r, t)

∂r

〉
.

(2.4)Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû ïî âðåìåíè îò êîý��èöèåíòîâ (2.4) îïèñûâàþòñÿ âûðà-æåíèÿìè

D0 =

∞∫

0

dτ D0(τ) =
1

d
σ2

uτ0, Ds =

∞∫

0

dτ Ds(τ) =

∞∫

0

dτ

∫
dk k2Es(k, τ),

Dp =

∞∫

0

dτDp(τ) = τdiv u σ2
div u,

(2.5)ãäå τdiv u � âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ div u(r, t), à åå äèñïåðñèÿ � σ2
div u =〈

(∂u(r, t)/∂r)2
〉.Äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé (Ep = 0) ðàâåíñòâà (2.3) è (2.4) óïðîùàþòñÿè âåëè÷èíà Ds,

Ds =

∞∫

0

dτ

∫
dk k2Es(k, τ) = − 1

d − 1

∞∫

0

dτ 〈u(r, t + τ)∆u(r, t)〉, (2.6)ñâÿçàíà ñ âèõðåâîé ñòðóêòóðîé ñëó÷àéíîãî áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ u(r, t).Ñëó÷àéíîå ïîëå u(r, t) êîððåëèðóåò ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (1.34), (1.36), êîòî-ðûå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèîíàëàìè ïîëÿ u(r, t). �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâàïîëÿ u(r, t) îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (Á.19) íà ñ. 110â Ïðèëîæåíèè, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:
〈uk(r, t)R[t;u(r, τ)]〉 =

∫
dr′

t∫

0

dt′ Bkl(r − r′, t − t′)

〈
δR[t;u(r, τ)]

δul(r′, t′)

〉
. (2.7)Ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) ñ íóëåâûì ñðåäíèìçíà÷åíèåì è ïðîèçâîëüíûì �óíêöèîíàëîì îò íåãî R[t;u(r, τ)] (0 ≤ τ ≤ t) (ñì. òàêæå[8, 9℄).

2.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé 252.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíèïîëÿ ñêîðîñòåéÏðè ðàñ÷åòå ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ äè��óçèè áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö è ïîëÿïëîòíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè âî âðåìåíè ïîëÿñêîðîñòåé u(r, t), â ðàìêàõ êîòîðîãî êîððåëÿöèîííûé òåíçîð (2.1) àïïðîêñèìèðóåòñÿâûðàæåíèåì

Bij(r, τ) = 2Be�
ij (r)δ(τ), (2.8)ãäå

Be�
ij (r) =

1

2

∞∫

−∞

dτ Bij(r, τ) =

∞∫

0

dτ Bij(r, τ).Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ðàâåíñòâ (2.3) èìååì ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà
Be�

kl (0) = D0δkl,
∂

∂ri
Be�

kl (0) = 0,

− ∂2

∂ri∂rj
Be�

kl (0) =
Ds

d(d + 2)
[(d + 1)δklδij − δkiδlj − δkjδli] +

+
Dp

d(d + 2)

[
δklδij

+ δkiδlj + δkjδli

] (2.9)ñ êîý��èöèåíòàìè (2.5).Äè��óçèÿ ïðèìåñè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèèîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ (1.34), à â ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèè � óðàâíåíè-åì (1.36). Óñðåäíåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ ñêîðîñòåé {u}ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äëÿ îäíîâðåìåíí�îãî ëàãðàíæåâà âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ P (r, ρ, j, t|r0) è îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòè ýéëåðîâà âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P (r, t; ρ).�àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâà ïîëÿ u(r, t) ñ �óíêöèîíàëàìè îò íåãî îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëå Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7), êîòîðàÿ äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàí-íîãî ïîëÿ u(r, t) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

〈uk(r, t)R[t;u(r, τ)]〉 =

∫
dr′ Be�

kl (r − r′)

〈
δR[t;u(r, τ)]

δul(r′, t − 0)

〉
, (2.10)ãäå 0 ≤ τ ≤ t.2.2.1. Ëàãðàíæåâî îïèñàíèå (äè��óçèÿ ÷àñòèö)Îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèÓñðåäíèâ óðàâíåíèå (1.34) íà ñ. 19 ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

u(r, t), èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.10) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñ-òâî

δ

δuβ(r′, t − 0)
ϕLag(r, ρ, j, t|r0) =

=

{
− ∂

∂rβ
δ(r − r′) +

∂δ(r − r′)

∂rβ

(
∂

∂ρ
ρ − ∂

∂j
j

)}
ϕLag(r, ρ, j, t|r0)



26 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äè��óçèè áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñèè ñîîòíîøåíèÿ (2.9), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ îäíîâðåìåíí�îé ëàãðàí-æåâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (r, ρ, j, t|r0) êîîðäèíàòû ÷àñòèöû r(t|r0), åå ïëîòíî-ñòè ρ(t|r0) è ðàñõîäèìîñòè j(t|r0):

(
∂

∂t
− D0∆

)
P (r, ρ, j, t|r0) = Dp( ∂

∂ρ
ρ2 ∂

∂ρ
− 2

∂2

∂ρ∂j
ρj +

∂2

∂j2
j2

)
P (r, ρ, j, t|r0),

P (r, ρ, j, 0|r0) = δ(r − r0)δ(ρ − ρ0(r0))δ(j − 1). (2.11)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2.11) èìååò âèä

P (r, ρ, j, t|r0) = P (r, t|r0)P (j, t|r0)P (ρ, t|r0), (2.12)ãäå P (t; r|r′) � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ÷àñòèöû, óäîâëåòâîðÿþùååóðàâíåíèþ, âûòåêàþùåìó èç (2.11),

∂

∂t
P (r, t|r0) = D0

∂2

∂r2
P (r, t|r0), P (r, 0|r0) = δ(r − r0),è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì:

P (r, t|r0) = exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
δ(r − r0) =

1

(4πD0dt)d/2
exp

{
−(r − r0)

2

4D0t

}
, (2.13)ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.Ôóíêöèÿ P (j, t|r0) � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ðàñõîäèìîñòè â îêðåñòíî-ñòè ÷àñòèöû � óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, âûòåêàþùåìó èç (2.11),

∂

∂t
P (j, t|r0) = Dp ∂2

∂j2
j2P (j, t|r0), P (j, 0|r0) = δ(j − 1), (2.14)êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂t
jP (j, t|r0) = Dpj ∂

∂j

(
j

∂

∂j
+ 1

)
jP (j, t|r0), P (j, 0|r0) = δ(j − 1). (2.15)Â óðàâíåíèè (2.15) ìîæíî âûïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

j = eη, η = ln j, (2.16)è, ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂η
= j

∂

∂j
.Òîãäà, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ (2.16), óðàâíåíèå (2.15) äëÿ �óíêöèè

jP (j, t|r0)
∣∣∣
j=eη

= F (η, t)ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ

∂

∂t
F (η, t) = Dp ∂

∂η

(
∂

∂η
+ 1

)
F (η, t) (2.17)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

F (η, 0) = jP (j, 0|r0)|j=eη = eηδ(eη − 1) = eη δ(η)

eη
= δ(η). (2.18)

2.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé 27Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (2.17), (2.18) ñîîòâåòñòâóåò ãàóññîâó ðàñïðåäåëå-íèþ âåðîÿòíîñòåé:

F (η, t) =
1

2
√

πτ
exp

{
−(η + τ)2

4τ

}
. (2.19)Â (2.19) è íèæå èñïîëüçóåòñÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = Dpt. Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê �óíêöèè

F (η, t)|η=ln j = jP (j, t|r0), ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.14) â âèäå
P (j, t|r0) = exp

{
Dpt ∂2

∂j2
j2

}
δ(j − 1) =

1

2j
√

πτ
exp

{
−(ln j + τ)2

4τ

}
=

=
1

2j
√

πτ
exp

{
− ln2 (jeτ )

4τ

}
. (2.20)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (2.12) îçíà÷àåò ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñè-ìîñòü êîîðäèíàò r(t|r0) è ðàñõîäèìîñòè j(t|r0) â îêðåñòíîñòè ÷àñòèöû ñ ëàãðàíæåâîéêîîðäèíàòîé r0. Ïðè÷åì ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (2.20) îçíà÷àåò,÷òî âåëè÷èíà η(t|r0) = ln j(t|r0) ðàñïðåäåëåíà ïî ãàóññîâó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè

〈η(t|r0)〉 = −τ, σ2
η(t) = 2τ. (2.21)Â ÷àñòíîñòè, èç (2.20), êàê âïðî÷åì è íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (2.14), âûòå-êàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ðàñõîäèìîñòè:

〈jn(t|r0)〉 = en(n−1)τ , n = ±1,±2, . . . (2.22)Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ðàñõîäèìîñòü ïîñòîÿííà: 〈j(t|r0)〉 = 1, à åå âûñøèå ìîìåíòûýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò ñî âðåìåíåì.Çàìåòèì åùå, ÷òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (1.20) íà ñ. 15 è (2.22) èìååì ñëåäóþùååâûðàæåíèå äëÿ ëàãðàíæåâûõ ìîìåíòîâ ïëîòíîñòè:

〈ρn(t|r0)〉 = ρn
0 (r0)e

n(n+1)τ ,îçíà÷àþùåå, â ÷àñòíîñòè, ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò êàê ñðåäíåé ïëîòíîñòè, òàê è ååâûñøèõ ìîìåíòîâ â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ρ(t|r0)ÿâëÿåòñÿ ëîãíîðìàëüíûì è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ïëîòíîñòè ÷àñòèöû èìååò âèä

P (ρ, t|r0) =
1

2ρ
√

πτ
exp

{
− ln2(ρe−τ/ρ0(r0)

)

4τ

}
. (2.23)Ýòó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü è êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ñëåäóþùåãî èç (2.11):

∂

∂τ
P (ρ, τ |r0) =

∂

∂ρ
ρ2 ∂

∂ρ
P (ρ, τ |r0), P (ρ, 0|r0) = δ(ρ − ρ0(r0)). (2.24)Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.24) â âèäå

∂

∂τ
ρP (ρ, τ |r0) = ρ

∂

∂ρ

(
ρ

∂

∂ρ
− 1

)
ρP (ρ, τ |r0), P (ρ, 0|r0) = δ(ρ − ρ0(r0)). (2.25)Òîãäà, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ, àíàëîãè÷íîé (2.16),

ρ = eη, η = ln ρ,
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ρP (ρ, τ |r0)|ρ=eη = F (η, τ |r0)ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ

∂

∂τ
F (η, τ |r0) =

∂

∂η

(
∂

∂η
− 1

)
F (η, τ |r0) (2.26)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

F (η, 0|r0) = ρP (ρ, 0|r0)|ρ=eη = eηδ(eη − ρ0(r0)) = δ(η − ln ρ0(r0)). (2.27)Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (2.26), (2.27) ñîîòâåòñòâóåò ãàóññîâó ðàñïðåäåëå-íèþ âåðîÿòíîñòåé

F (η, τ |r0) =
1

2
√

πτ
exp

{
−(η − ln ρ0(r0) − τ)2

4τ

}
. (2.28)Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê �óíêöèè F (η, τ |r0)|η=ln ρ = ρP (ρ, τ |r0), è ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (2.24) â âèäå (2.23). Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðå-äåëåíèå (2.28) îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà η(t|r0) = ln ρ(t|r0) ðàñïðåäåëåíà ïî ãàóññîâóçàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè

〈η(t|r0)〉 = ln ρ0(r0) + τ, σ2
η(t) = 2τ.Âûÿâëåííîå âûøå ïàðàäîêñàëüíîå ïîâåäåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàñ-õîäèìîñòè è ïëîòíîñòè, ñîñòîÿùåå â îäíîâðåìåííîì ðîñòå ñî âðåìåíåì èõ ìîìåíòíûõ�óíêöèé, îáúÿñíÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âå-ðîÿòíîñòåé. Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.15) è (Â.16) íà ñ. 114 Ïðèëîæåíèÿ,êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ðàñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïà-äàþùàÿ êðèâàÿ

j∗(t) = e−τ .Êðîìå òîãî, äëÿ ðåàëèçàöèé ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóþòòàêæå ìàæîðàíòíûå îöåíêè. È, íàïðèìåð, ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1/2

j(t|r0) < 4e−τ/2íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ (t1, t2).Àíàëîãè÷íî, äëÿ ðåàëèçàöèé ïëîòíîñòè èìååì êðèâóþ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè è ìè-íîðàíòíóþ îöåíêó:

ρ∗(t) = ρ0e
τ , ρ(t|r0) >

ρ0

4
eτ/2.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èññëåäîâàííûå âûøå ëàãðàíæåâû ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷àñ-òèöû â ïîòîêàõ, ñîäåðæàùèõ ñëó÷àéíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, êà÷åñòâåí-íî îòëè÷àþòñÿ îò ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÷àñòèöû â áåçäèâåðãåíòíûõ ïîòîêàõ, ãäå

j(t|r0) ≡ 1, à ïëîòíîñòü â îêðåñòíîñòè �èêñèðîâàííîé ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ: ρ(t|r0) =
ρ0(r0) = const. Ïðèâåäåííûå âûøå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ÷àñòèöû îçíà÷àþò, ÷òîñòàòèñòèêà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ j(t|r0) è ρ(t|r0) �îðìèðóåòñÿ âûáðîñàìè èõ ðåàëè-çàöèé îòíîñèòåëüíî êðèâûõ òèïè÷íûõ ðåàëèçàöèé.Â òî æå âðåìÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êîîðäèíàò ÷àñòèö â îáîèõ ñëó÷àÿõäèâåðãåíòíîãî è áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ïî ñóòè îäèíàêîâû.

2.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé 29Ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûé ñðåäíèé ïîòîêÂûøå ìû ðàññìîòðåëè ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè ÷àñòèöû â îòñóòñòâèåñðåäíåãî ïîòîêà. Ïðåäñòàâëÿåò òàêæå îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ñëó÷àé äâóìåðíîãî ïëîñ-êî-ïàðàëëåëüíîãî ñðåäíåãî ïîòîêà æèäêîñòè, äëÿ êîòîðîãî
u0(r, t) = v(y)l,ãäå r = (x, y), l = (1, 0). Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1.6) íà ñ. 10 ñâîäèòñÿê äâóì ñêàëÿðíûì:

d

dt
x(t) = v(y) + u1(r, t),

d

dt
y(t) = u2(r, t). (2.29)Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïîòîêè ñëåäóþùèõ âèäîâ:

• ëèíåéíûé ñäâèãîâîé ïîòîê, äëÿ êîòîðîãî v(y) = αy;
• òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ, äëÿ êîòîðîãî v(y) = v0θ(y−y0)−v0θ(y0−y), ãäå θ(y) �ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ 1 ïðè y > 0 è 0 â ïðîòèâîïîëîæíîìñëó÷àå;
• êîëìîãîðîâñêèé ïîòîê, äëÿ êîòîðîãî v(y) = v0 sin βy;

• ñòðóéíîå òå÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî v(y)=ṽ(y)θ(|y0| − y).Çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ïîòîêîâ æèäêîñòè. Äëÿïîòîêîâ òàêîãî òèïà â çàäà÷å (2.29) ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ èíäèêà-òîðíîé �óíêöèè
ϕ(x, y, t) = δ(x(t) − x)δ(y(t) − y)óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

(
∂

∂t
+ v(y)

∂

∂x

)
ϕ(r, t) = −

[
∂

∂x
u1(r, t) +

∂

∂y
u2(r, t)

]
ϕ(r, t). (2.30)Óñðåäíèâ òåïåðü óðàâíåíèå (2.30) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t),ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà

(
∂

∂t
+ v(y)

∂

∂x

)
P (r, t) = D0∆P (r, t), P (r, 0) = δ(x − x0)δ(y − y0). (2.31)Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèþ (2.31) ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ÷àñòèöà, äèíàìèêà êî-òîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

d

dt
x(t) = v(y) + u1(t),

d

dt
y(t) = u2(t),ãäå ui(t), i = 1, 2, � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ïðîöåññû ¾áåëîãî øóìà¿ ñîñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

〈u(t)〉 = 0,
〈
ui(t)uj(t

′)
〉

= 2D0δ(t − t′).Ýòè óðàâíåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

y(t) = y0 + w2(t), x(t) = x0 + w1(t) +

t∫

0

dτ v (y + w2(τ)) , (2.32)
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wi(t) =

t∫

0

dτ ui (τ)� íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

〈w(t)〉 = 0,
〈
wi(t)wj(t

′)
〉

= 2D0δij min{t, t′}.Â ÷àñòíîñòè, èç (2.32) ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòà y(t) èìååò ãàóññîâó ïëîòíîñòü ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè

〈y(t)〉 = y0,
〈
y2(t)

〉
= y2

0 + 2D0t,÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó áðîóíîâñêîìó äâèæåíèþ ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèèD0.Èç ðàâåíñòâ (2.32) òàêæå ëåãêî âû÷èñëèòü ëþáûå ìîìåíòíûå �óíêöèè 〈xn(t)〉è êîððåëÿöèè 〈xn(t)ym(t)〉 äëÿ òðàåêòîðèè ÷àñòèö.Òàê, â ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ëèíåéíîãî ñäâèãîâîãî ïîòîêà

vx = αy, vy = 0ðàâåíñòâà (2.32) ñîîòâåòñòâóþò ñîâìåñòíîé ãàóññîâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðà-ìåòðàìè [42, 50, 102℄

〈y(t)〉 = y0, 〈x(t)〉 = x0 + αy0t,

σ2
xx(t) = 2D0t

(
1 + αt +

1

3
α2t2

)
, σ2

yy(t) = 2D0t, σ2
xy(t) = 2D0t (1 + αt) ,ãäå

σ2
xx(t) =

〈
[x(t) − 〈x(t)〉]2

〉
, σ2

yy(t) =
〈
[y(t) − 〈y(t)〉]2

〉
,

σ2
xy(t) = 〈[x(t) − 〈x(t)〉] [y(t) − 〈y(t)〉]〉 .Â ñëó÷àå êîëìîãîðîâñêîãî ïîòîêà èìååì

〈y(t)〉 = y0, 〈x(t)〉 = x0 +
v0

β2D0

[
1 − e−β2D0t

]
sin(βy0),è ïðè óñëîâèè t ≫ 1/(D0β

2)

〈x(t)〉 = x0 +
v0

β2D0
sin(βy0),ò. å. ÷àñòèöà â ñðåäíåì íàõîäèòñÿ â êîíå÷íîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå êîð-ðåëÿöèÿ x(t) è y(t) òàêæå íå çàâèñèò îò âðåìåíè:

〈(x(t) − x0)(y(t) − y0)〉t→∞ = x0 +
4v0

β3D0
cos(βy0).Îäíàêî â ýòîì ïðåäåëå âåëè÷èíà x(t) âåäåò ñåáÿ êàê áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà ñ êîý��è-öèåíòîì äè��óçèè D0, ò. å. σ2

xx ∼ 2D0t.Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êîëìîãîðîâà óñòàíàâëèâàåòñÿêâàçèïåðèîäè÷åñêèé â ïëîñêîñòè (x, y) ïîòîê. Äè��óçèÿ ïðèìåñè â ïîòîêå òàêîãîòèïà ñ u0(r, t) = {B cos y,A sin x} ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [41, 46℄.
2.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé 31Çàìå÷àíèå 2.1. Äè��óçèÿ îáëàêà ïðèìåñèÂûøå ìû ðàññìîòðåëè äè��óçèþ ÷àñòèö ïðè íàëè÷èè ñðåäíåãî ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîãîïîòîêà æèäêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè â ýéëåðîâîì îïèñàíèè,î÷åâèäíî, òàêæå èìååò âèä

(
∂

∂t
+ v(y)

∂

∂x

)
〈ρ(r, t)〉 = D0∆ 〈ρ(r, t)〉 , 〈ρ(r, 0)〉 = ρ0(r),îòëè÷àþùèéñÿ îò (2.31) òîëüêî íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýéëåðîâà îïèñàíèÿ äëÿñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ïîëÿ ïðèìåñè íàéäåííûå ìîìåíòíûå �óíêöèè òèïà 〈xn(t)ym(t)〉, õà-ðàêòåðèçóþò ðàñïëûâàíèå ¾îáëàêà¿ ïðèìåñè. Òàê, âåëè÷èíà
〈r(t)〉 =

1

M

∫
dr r 〈ρ(r, t)〉 ,ãäå M =

∫
dr 〈ρ(r, t)〉 =

∫
dr ρ0(r) � îáùàÿ ìàññà ïðèìåñè, îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ¾öåíòðàòÿæåñòè¿ îáëàêà ïðèìåñè âî âðåìåíè, à áîëåå âûñîêèå ìîìåíòû, êàê, íàïðèìåð,

〈ri(t)rj(t)〉 =
1

M

∫
dr rirj 〈ρ(r, t)〉 ,õàðàêòåðèçóþò äå�îðìàöèþ ýòîãî îáëàêà. �Äâóõòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè�àññìîòðèì òåïåðü ñîâìåñòíóþ äèíàìèêó äâóõ ÷àñòèö â îòñóòñòâèå ñðåäíåãî ïî-òîêà. Â ýòîì ñëó÷àå èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ

ϕ(r1, r2, t) = δ(r1(t) − r1)δ(r2(t) − r2)îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ:
∂

∂t
ϕ(r1, r2, t) = −

[
∂

∂r1
u1(r, t) +

∂

∂r2
u2(r, t)

]
ϕ(r1, r2, t).È óñðåäíåíèå ýòîé �óíêöèè ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ u(r, t), ñ ó÷åòîì �îðìóëûÔóðóòöó�Íîâèêîâà (2.10) íà ñ. 25 è ðàâåíñòâà

δ

δuj(r′, t − 0)
ϕ(r1, r2, t) = −

[
∂

∂r1j
δ(r1 − r′) +

∂

∂r2j
δ(r2 − r′)

]
ϕ(r1, r2, t),ïðèâîäèò äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ äâóõ ÷àñòèö,

P (r1, r2, t) = 〈ϕ(r1, r2, t)〉 ,ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà

∂

∂t
P (r1, r2, t) =

[
∂2

∂1i∂r1j
+

∂2

∂r2i∂r2j

]
Be�

ij (0)P (r1, r2, t) +

+ 2
∂2

∂1i∂r2j
Be�

ij (r1 − r2)P (r1, r2, t). (2.33)Óìíîæàÿ òåïåðü óðàâíåíèå (2.33) íà �óíêöèþ δ(r1 − r2 − l) è èíòåãðèðóÿ ïî r1è r2, ïîëó÷àåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé îòíîñèòåëüíîé äè��óçèè äâóõ ÷àñòèö,

P (l, t) = 〈δ(r1(t) − r2(t) − l)〉 ,
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∂

∂t
P (l, t) =

∂2

∂lα∂lβ
Dαβ(l)P (l, t), P (l, 0) = δ(l − l0), (2.34)ãäå

Dαβ(l) = 2
[
Be�

αβ(0) − Be�

αβ(l)
]� ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà âåêòîðíîãî ïîëÿ u(r, t), à l0 � íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó÷àñòèöàìè.Â îáùåì ñëó÷àå ðåøèòü óðàâíåíèå (2.34) íå óäàåòñÿ. Îäíàêî åñëè íà÷àëüíîå ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè l0 ≪ lor, ãäå lor � ïðîñòðàíñòâåííûé ðàäèóñ êîððåëÿöèèïîëÿ ñêîðîñòè u(r, t), òî ìîæíî ðàçëîæèòü �óíêöèè Dαβ(l) â ðÿä Òåéëîðà, â ðåçóëü-òàòå ÷åãî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì

Dαβ(l) = −
∂2Be�

αβ(l)

∂li∂lj

∣∣∣∣∣
l=0

lilj.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåíèÿ (2.2)�(2.4) íà ñ. 23 äè��óçèîííûé òåíçîð óïðîùà-åòñÿ è ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Dαβ(l) =
1

d(d + 2)

{
[Ds(d + 1) + Dp] δαβ l2 − 2(Ds − Dp)lαlβ

}
, (2.35)ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (2.35) â (2.34), óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿíà |l|n = ln è èíòåãðèðóÿ ïî l, ïîëó÷àåì çàìêíóòîå óðàâíåíèå

d

dt
ln 〈ln(t)〉 =

1

d(d + 2)
[(Ds(d + 1) + Dp)n (d + n − 2) − 2 (Ds − Dp) n(n − 1)] ,ðåøåíèå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì âî âðåìåíè �óíêöèÿìäëÿ âñåõ ìîìåíòîâ (n = 1, 2, . . .) . Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñëó÷àé-íîãî ïðîöåññà l(t)/l0 áóäåò ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíûì.Îòìåòèì, ÷òî óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.34) íà δ(|l| − l) è èíòåãðèðóÿ ïî l, ëåãêîïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ìîäóëÿ âåêòîðà l(t),

P (l, t) = 〈δ(|l(t)| − l)〉 =

∫
dl δ(|l(t)| − l)P (l, t),âèäà

∂

∂t
P (l, t) = − ∂

∂l

Dii(l)

l
P (l, t) +

∂

∂l

N(l)

l
P (t, l) +

∂2

∂l2
N(l)P (l, t),ãäå N(l) = liljDij(l)/l

2. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè 〈ln l(t)〉,à èìåííî

d

dt
〈ln l(t)〉 =

〈
Dii(l)

l2
− 2

N(l)

l2

〉
,è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òåíçîðà Dij(l) âèäà (2.35) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈
ln

(
l(t)

l0

)〉
=

1

d(d + 2)
{Ds(d − 1)d − Dp(4 − d)}t.

2.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé 33Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.15) è (Â.16) íà ñ. 114 Ïðèëîæåíèÿ,êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè áóäåò ýêñïî-íåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè

l∗(t) = l0 exp

{
1

d(d + 2)
[Dsd(d − 1) − Dp(4 − d)] t

}
, (2.36)è ýòà �óíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòîé .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå (d = 2) âûðàæåíèå

l∗(t) = l0 exp

{
1

4
(Ds − Dp) t

}ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíàêà ðàçíîñòè (Ds−Dp). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãîïîëÿ ñêîðîñòåé (Dp = 0) èìååì ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùóþ òèïè÷íóþ ðåàëèçàöèþ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîìó ðàçáåãàíèþ ÷àñòèö ïðè ìàëûõ ðàññòî-ÿíèÿõ ìåæäó íèìè. Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ âðåìåí
1

4
Dst ≪ ln

(
lor
l0

)
,ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (2.35). Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå � ïîòåí-öèàëüíîì ïîëå ñêîðîñòåé (Ds = 0) � òèïè÷íîé ðåàëèçàöèåé áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíîóáûâàþùàÿ êðèâàÿ, ò. å. íàëèöî ñòðåìëåíèå ÷àñòèö ¾ñëèòüñÿ¿. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðèýòîì ñàìè æèäêèå ÷àñòèöû ñæèìàþòñÿ, ìû âèäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äîëæíû îáðà-çîâûâàòüñÿ êëàñòåðû, ò. å. çîíû êîìïàêòíîãî ñîñðåäîòî÷åíèÿ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûåâ áîëüøåé ñòåïåíè â ðàçðåæåííûõ çîíàõ, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ðåàëèçàöèè îäíîðîäíîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñêîðîñòåé, ïðèâåäåííîãî íàðèñ. 1.1, á, ñ. 12 (ïðàâäà, äëÿ ñîâåðøåííî äðóãîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëÿ ñêîðî-ñòåé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñàìî ÿâëåíèå êëàñòåðèçàöèè íå çàâèñèò îò ìîäåëè ñëó÷àéíîãîïîëÿ ñêîðîñòåé, õîòÿ, êîíå÷íî, ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ýòî ÿâ-ëåíèå, ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëàñòåðèçàöèè÷àñòèö äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Ds < Dp. (2.37)Â òðåõìåðíîì æå ñëó÷àå (d = 3) èç (2.36) ñëåäóåò, ÷òî

l∗(t) = l0 exp

{
1

15
(6Ds − Dp) t

}
,è êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàòü ñî âðåìåíåì ïðè âû-ïîëíåíèè áîëåå æåñòêîãî (÷åì â äâóìåðíîì ñëó÷àå) óñëîâèÿ

Dp > 6Ds.Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

l∗(t) = l0e
−Dptêðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè âñåãäà óáûâàåò ñî âðåìåíåì, òàê êàê ïîëå ñêîðîñòåéâ ýòîì ñëó÷àå âñåãäà äèâåðãåíòíî.



34 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äè��óçèè áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè2.2.2. Ýéëåðîâî îïèñàíèåÏðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿñêîðîñòè îò ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.25) íà ñ. 18 â îòñóòñòâèå ñðåäíåãî ïîòîêà ñðàâíè-òåëüíî ëåãêî ïåðåéòè ê çàìêíóòûì óðàâíåíèÿì êàê äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ïðèìåñè,òàê è äëÿ åå âûñøèõ ìíîãîòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé. Íàïðèìåð, óñðåäíèâóðàâíåíèå (1.25), èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.10) íà ñ. 25 è âûðàæåíèåäëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé,

δρ(r, t)

δuα(r′, t − 0)
= − ∂

∂rα
δ(r − r′)ρ(r, t),âûòåêàþùåå èç óðàâíåíèÿ (1.25), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ïðèìåñè:

∂

∂t
〈ρ(r, t)〉 = (D0 + µ) ∆ 〈ρ(r, t)〉 . (2.38)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ D0 ≫ µ (µ ≪ σ2

ul2or), ãäå σ2
u � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿñêîðîñòåé, à lor � åãî ðàäèóñ êîððåëÿöèè, óðàâíåíèå (2.38) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåìäëÿ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèöû (2.13) è, ñëåäîâàòåëüíî, êî-ý��èöèåíò äè��óçèè D0, àíàëîãè÷íî äè��óçèè â áåçäèâåðãåíòíîì ñëó÷àéíîì ïîëåñêîðîñòåé, õàðàêòåðèçóåò ëèøü ìàñøòàáû îáëàñòè ñîñðåäîòî÷åíèÿ ïðèìåñè â öåëîì,íå íåñÿ èí�îðìàöèè î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå ðåàëèçàöèé ïëîòíîñòè.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ïëîò-íîñòè

Γ(r1, r2, t) = 〈ρ(r1, t)ρ(r2, t)〉ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂

∂t
Γ(r1, r2, t) =

[
∂2

∂r1i∂r1j
+

∂2

∂r2i∂r2j

] [
Be�

ij (0) + µδij

]
Γ(r1, r2, t) +

+
∂2

∂r1i∂r2j
Be�

ij (r1 − r2)Γ(r1, r2, t),ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé â îòñóòñòâèåìîëåêóëÿðíîãî êîý��èöèåíòà äè��óçèè (µ = 0).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè (ρ0(r) =
ρ0 = const) ñëó÷àéíîå ïîëå ρ(r, t) áóäåò îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì.Â ýòîì ñëó÷àå 〈ρ(r, t)〉 = ρ0, à óðàâíåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè óïðîùàåòñÿè ïðèíèìàåò âèä (r = r1 − r2)

∂

∂t
Γ(r, t) = 2µ∆Γ(r, t) +

∂2

∂ri∂rj
Dij(r)Γ(r, t),ãäå

Dij(r) = 2
[
Be�

ij (0) − Be�
ij (r)

]� ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà âåêòîðíîãî ïîëÿ u(r, t). Ïðè îòñóòñòâèè ìîëåêóëÿðíîé äè�-�óçèè ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé îòíîñèòåëü-íîé äè��óçèè äâóõ ÷àñòèö.Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ Γ(r, t) òåïåðü áóäåò çàâèñåòü îò ìîäóëÿ âåêòîðà r, ò. å.

Γ(r, t) = Γ(r, t), è, êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ r, t, áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì

∂

∂t
Γ(r, t) =

1

rd−1

∂

∂r
rd−1

[
∂Dii(r)

∂r
+

(
2µ +

rirj

r2
Dij(r)

)
∂

∂r

]
Γ(r, t),

2.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé 35ãäå, êàê è ðàíåå, d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ñòàöèî-íàðíîå ðåøåíèå Γ(r) = Γ(r,∞), ñîîòâåòñòâóþùåå êðàåâîìó óñëîâèþ
Γ(∞) = ρ2

0,âèäà [33, 34℄

Γ(r) = ρ2
0 exp






∞∫

r

dr′
∂Dii(r

′)/∂r′

2µ + r′ir
′
jDij(r′)/r′2




 .Ïîäîáíàÿ çàäà÷à äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà æèäêîñòè â îòñóò-ñòâèå ý��åêòà ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè àíàëèçèðîâàëàñü â ðàáîòå [25℄.Äëÿ îïèñàíèÿ ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåàëèçàöèé ïðèìåñè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêî-ðîñòåé íóæíî çíàòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå åå ïëîòíîñòè. Â ïðåíåáðåæåíèè ìî-ëåêóëÿðíîé äè��óçèåé óðàâíåíèå äëÿ ýéëåðîâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ëåãêî âû-âåñòè, â ñèëó �îðìóëû (1.37) íà ñ. 20, äîìíîæèâ óðàâíåíèå (2.11) íà j è èíòåãðèðóÿåãî ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì j è r0. Â èòîãå íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòåé ïîëÿ ïëîòíîñòè â âèäå
(

∂

∂t
− D0∆

)
P (r, t; ρ) = Dρ

∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ), P (r, 0; ρ) = δ(ρ − ρ0(r)), (2.39)ãäå êîý��èöèåíò äè��óçèè â ρ-ïðîñòðàíñòâå Dρ = Dp.Óðàâíåíèå (2.39) ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (1.36) íàñ. 20 ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ

u(r, t) â îòñóòñòâèå ñðåäíåãî ïîòîêà, èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.10)è âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé:

δϕ(r, t; ρ)

δuβ(r′, t − 0)
=

{
−δ(r − r′)

∂

∂rβ
+

∂δ(r − r′)

∂rβ

∂

∂ρ
ρ

}
ϕ(r, t; ρ).Èç óðàâíåíèÿ (2.39), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíòíûå �óíêöèè ïîëÿ ïëîòíîñòèîïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
− D0∆

)
〈ρn(r, t)〉 = Dρn(n − 1) 〈ρn(r, t)〉 , 〈ρn(r, 0)〉 = ρn

0 (r). (2.40)Åãî ðåøåíèå èìååò ñòðóêòóðó

〈ρn(r, t)〉 = en(n−1)τ
∫

dr′P (r, t|r′)ρn
0 (r′), (2.41)ãäå �óíêöèÿ P (r, t|r′) îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.13), à ïàðàìåòð τ = Dρt.Åñëè íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ïðèìåñè âñþäó îäèíàêîâà: ρ0(r) = ρ0 = const, òî âåðî-ÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè íå çàâèñèò îò r è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂

∂t
P (t; ρ) = Dρ

∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ), P (0; ρ) = δ(ρ − ρ0), (2.42)êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (2.14) íà ñ. 26 äëÿ ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè âåðî-ÿòíîñòåé ðàñõîäèìîñòè ÷àñòèöû è îòëè÷àåòñÿ îò íåãî òîëüêî íà÷àëüíûì óñëîâèåì.Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ýéëåðîâî ïîëå ïëîòíîñòè ëîãíîðìàëüíî ñ ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòåé è ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåãðàëüíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ:

P (t; ρ) =
1

2ρ
√

πτ
exp

{
− ln2 (ρeτ/ρ0)

4τ

}
, F (t; ρ) = Φ

(
ln (ρeτ/ρ0)

2
√

τ

) , (2.43)
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Φ(z) =
1√
2π

z∫

−∞

dy exp

{
−y2

2

}
.Ñ òî÷êè çðåíèÿ îäíîòî÷å÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ ïëîòíîñòè ρ(r, t) â ýòîì ñëó÷àåçàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó è ïðè ýòîì âñå ìîìåíòíûå�óíêöèè íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò ñî âðåìåíåì:

〈ρ(r, t)〉 = ρ0, 〈ρn(r, t)〉 = ρn
0en(n−1)τ , (2.44)à â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.15) è (Â.16) íà ñ. 114 Ïðèëîæåíèÿ êðèâàÿ òèïè÷íîéðåàëèçàöèè ïîëÿ ïëîòíîñòè â ëþáîé �èêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ýêñïîíåíöè-àëüíî ñïàäàåò âî âðåìåíè:

ρ∗(t) = ρ0e
−τ , (2.45)÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè êëàñòåðíîãî õàðàêòåðà �ëóêòóàöèé ïëîòíîñòè ñðåäûâ ïðîèçâîëüíûõ äèâåðãåíòíûõ ïîòîêàõ. Ôîðìèðîâàíèå æå ýéëåðîâîé ñòàòèñòèêè ïëîò-íîñòè â ëþáîé �èêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà èäåò çà ñ÷åò �ëóêòóàöèé ïëîòíîñòèâîêðóã ýòîé êðèâîé.Âûøå ìû îáñóäèëè îäíîòî÷å÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïðè-ìåñè â ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèè, ÷òî óæå ïîçâîëèëî íàì ñäåëàòü ðÿä çàêëþ÷åíèéî ïîâåäåíèè ðåàëèçàöèé ïîëÿ ïëîòíîñòè âî âðåìåíè â �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ïðî-ñòðàíñòâà. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå äàåò òàêæå âîçìîæíîñòü âûÿñíèòüíåêîòîðûå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé ñòðóêòóðû ðåàëèçà-öèé ïîëÿ ïëîòíîñòè.Äëÿ íàãëÿäíîñòè îãðàíè÷èìñÿ çäåñü äâóìåðíûì ñëó÷àåì. Êàê ãîâîðèëîñü âûøå,âàæíûå ñâåäåíèÿ î ïðîñòðàíñòâåííîì ïîâåäåíèè ðåàëèçàöèé íåñåò àíàëèç ëèíèé óðîâ-íÿ, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì

ρ(r, t) = ρ = const. (2.46)Â ÷àñòíîñòè, òàêèå �óíêöèîíàëû ïîëÿ ïëîòíîñòè, êàê îáùàÿ âåëè÷èíà ïëîùàäè â îá-ëàñòè, ãäå ρ(r, t) > ρ � S(t, ρ), îáùàÿ ìàññà ïðèìåñè, çàêëþ÷åííàÿ â ýòîé îáëàñòè −
M(t, ρ), ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-íîñòåé, îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

〈S(t, ρ)〉 =

∞∫

ρ

dρ̃

∫
dr P (r, t; ρ̃), 〈M(t, ρ)〉 =

∞∫

ρ

ρ̃ dρ̃

∫
dr P (r, t; ρ̃). (2.47)Ïîäñòàâèâ ñþäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.39), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêîíàéòè ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ âåëè÷èí:

〈S(t, ρ)〉 =

∫
dr Φ

(
1

2
√

τ
ln

(
ρ0(r)e−τ

ρ

))
,

〈M(t, ρ)〉 =

∫
dr ρ0(r)Φ

(
1

2
√

τ
ln

(
ρ0(r)eτ

ρ

))
.

(2.48)Îòñþäà âèäíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè τ ≫ 1 ñðåäíÿÿ ïëîùàäü îáëàñòåé, ãäå ïëîòíîñòüâûøå óðîâíÿ ρ, óáûâàåò ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
〈S(t, ρ)〉 ≈ 1√

πτρ
e−τ/4

∫
dr

√
ρ0(r), (2.49)

2.2. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðîñòåé 37â òî âðåìÿ êàê çàêëþ÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ ñðåäíÿÿ ìàññà ïðèìåñè
〈M(t, ρ)〉 ≈ M −

√
ρ

πτ
e−τ/4

∫
dr
√

ρ0(r) (2.50)ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê ïîëíîé åå ìàññå M =
∫

dr ρ0(r). Ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåòñäåëàííûé ðàíåå âûâîä î òîì, ÷òî ÷àñòèöû ïðèìåñè ñî âðåìåíåì ñòðåìÿòñÿ ñîáðàòüñÿâ êëàñòåðû � êîìïàêòíûå îáëàñòè ïîâûøåííîé ïëîòíîñòè, îêðóæåííûå ðàçðåæåííû-ìè îáëàñòÿìè.Äèíàìèêó �îðìèðîâàíèÿ êëàñòåðîâ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå, êîãäàïåðâîíà÷àëüíî ïðèìåñü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïëîñêîñòè: ρ0(r) = ρ0 = const.Ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ óäåëüíàÿ ïëîùàäü îáëàñòè (ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè),âíóòðè êîòîðîé ρ(r, t) > ρ, ðàâíà
s(t, ρ) =

∞∫

ρ

dρ̃ P (t; ρ̃) = Φ

(
ln (ρ0 e−τ/ρ)

2
√

τ

)
, (2.51)ãäå P (t; ρ)� íå çàâèñÿùåå îò r ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.42) (ò. å. �óíêöèÿ (2.43)), à óäåëü-íàÿ ñðåäíÿÿ ìàññà ïðèìåñè (ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè), ñîñðåäîòî÷åííàÿâ ýòîé îáëàñòè, îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

m(t, ρ) =
1

ρ0

∞∫

ρ

ρ̃ dρ̃ P (t; ρ̃) = Φ

(
ln (ρ0 eτ/ρ)

2
√

τ

)
. (2.52)Èç (2.51), (2.52) ñëåäóåò, ÷òî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ñðåäíÿÿ óäåëüíàÿ ïëîùàäü óáûâàåòïî çàêîíó

s(t, ρ) = Φ(−
√

τ/2) ≈ 1√
πτ

e−τ/4, (2.53)íåçàâèñèìî îò îòíîøåíèÿ ρ/ρ0, â òî âðåìÿ êàê âíóòðè ýòîé ïëîùàäè ñîáèðàåòñÿ ïðàê-òè÷åñêè âñÿ ìàññà ïðèìåñè:
m(t, ρ) = Φ(

√
τ/2) ≈ 1 − 1√

πτ
e−τ/4. (2.54)Õàðàêòåð æå âðåìåíí�îé ýâîëþöèè îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû ñóùåñòâåí-íî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ρ/ρ0. Òàê, åñëè ρ/ρ0 < 1, òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

s(0, ρ) = 1 è m(0, ρ) = 1. Äàëåå, ââèäó òîãî ÷òî ÷àñòèöû ïðèìåñè ïåðâîå âðåìÿ ñòðå-ìÿòñÿ ðàçáåæàòüñÿ, îáðàçóþòñÿ íåáîëüøèå îáëàñòè, ãäå ρ(r, t) < ρ, è ýòè îáëàñòè ñî-äåðæàò íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îáùåé ìàññû. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòè îáëàñòè áûñòðîóâåëè÷èâàþòñÿ, à èõ ìàññà ïåðåòåêàåò â êëàñòåðíûå îáëàñòè, äîâîëüíî áûñòðî âûõîäÿíà àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè (2.53), (2.54) (ðèñ. 2.1).Îòìåòèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè τ∗ = ln (ρ/ρ0) âåëè÷èíà ïëîùàäè s(t∗, ρ) = 1/2.Â îáðàòíîì, áîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå ρ/ρ0 > 1 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

s(0, ρ) = 0 è m(0, ρ) = 0. Èç-çà íà÷àëüíîãî ðàçáåãàíèÿ ÷àñòèö îáðàçóþòñÿ íåáîëüøèåêëàñòåðíûå îáëàñòè, ãäå ρ(r, t) > ρ; ýòè îáëàñòè ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíÿþòñÿ âî âðåìåíèè èíòåíñèâíî âòÿãèâàþò â ñåáÿ çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îáùåé ìàññû. Â äàëüíåéøåì ïëî-ùàäè ýòèõ îáëàñòåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óìåíüøàþòñÿ, à ñîäåðæàùàÿñÿ â íèõ ìàññàóâåëè÷èâàåòñÿ ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêèì çàâèñèìîñòÿì (2.53), (2.54) (ðèñ. 2.2, à,á ).Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé íåîá-õîäèìî, êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå, ðàññìàòðèâàòü åãî ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò

p(r, t) = ∇ρ(r, t) è, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîäíûå âûñøåãî ïîðÿäêà.
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0�èñ. 2.1. Äèíàìèêà îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðîâ äëÿ ρ/ρ0 = 0,5�ðàäèåíò ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì (1.24) íà ñ. 18, è, ñëå-äîâàòåëüíî, ðàñøèðåííàÿ èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ

ϕ(r, t; ρ,p) = δ(ρ(r, t) − ρ)δ(p(r, t) − p)îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.42) íà ñ. 21. Óñðåäíÿÿ òåïåðü (1.42) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçà-öèé ïîëÿ ñêîðîñòåé â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ ñêîðî-ñòåé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îäíîòî÷å÷íîé ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîëÿïëîòíîñòè è åãî ãðàäèåíòà P (r, t; ρ,p) = 〈ϕ(r, t; ρ,p)〉, çàâèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííîâðåìåíí�îé òî÷êè (r, t), âèäà

∂

∂t
P (r, t; ρ,p) =

[
D0∆ +

2

d
Dp ∂2

∂r∂p
ρ + Dp ∂2

∂ρ2
ρ2 +

1

d(d + 2)
DsL̂s(p) +

+
1

d(d + 2)
DpL̂p(p) +

2(d + 1)

d
Dp ∂

∂p
p

∂

∂ρ
ρ +Dp

4

∂2

∂p2
ρ2

]
P (r, t; ρ,p), (2.55)ãäå ââåäåíû îïåðàòîðû

L̂s(p) = (d + 1)
∂2

∂p2
p2 − 2

∂

∂p
p − 2

(
∂

∂p
p

)2

= (d + 1)
∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl,

L̂p(p) =
∂2

∂p2
p2 + (d2 + 4d + 6)

(
∂

∂p
p

)2

+ (d2 + 2d + 2)
∂

∂p
p.Óðàâíåíèå (2.55) íå óäàåòñÿ èññëåäîâàòü â îáùåì ñëó÷àå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëü-êî äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, êîãäà

∂

∂t
P (r, t; ρ,p) = D0∆P (r, t; ρ,p) +

+
1

d(d + 2)
Ds((d + 1)

∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)
P (r, t; ρ,p). (2.56)Òàê êàê ñëó÷àéíîå ïîëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì, òî ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ (2.56) èìååò ñòðóêòóðó

P (r, t; ρ,p) =

∫
dr0 P (r, t|r0)P (p, t|r0), (2.57)
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�èñ. 2.2. Äèíàìèêà îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðîâ äëÿ ρ/ρ0 = 1,5 (à) è ρ/ρ0 = 10 (á )ãäå P (r, t|r0) è P (p, t|r0) � ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæåâû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è åå ãðàäèåíòà. Ïåðâàÿ �óíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.13)íà ñ. 26, à âòîðàÿ � óðàâíåíèåì
∂

∂t
P (p, t|r0) =

1

d(d + 2)
Ds((d + 1)

∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)
P (p, t|r0). (2.58)Ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (2.58) ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòàïëîòíîñòè ÷àñòèöû ïðèìåñè: 〈p(r, t)〉 = p0(r0). ×òî æå êàñàåòñÿ ìîìåíòíûõ �óíê-öèé ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè, òî îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, âûòåêàþùèìèèç (2.58):

d

dt
〈pn(t|r0)〉 =

n(d + n)(d − 1)

d(d + 2)
Ds 〈pn(t|r0)〉 , 〈pn(0|r0)〉 = pn

0 (r0). (2.59)Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòè â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè ÿâëÿ-åòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîé âåëè÷èíîé, êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè êîòîðîé,òàê æå êàê è åãî ìîìåíòíûå �óíêöèè, ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò âî âðåìåíè. Â ÷àñòíî-ñòè, ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíò â äâóìåðíîì ñëó÷àå îïèñûâàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

〈|p(t|r0)|〉 = |p0(r0)| exp

(
3

8
Dst) ,

〈
p2(t|r0)

〉
= p2

0(r0) exp (Dst) . (2.60)Îòìåòèì, ÷òî ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ïðèìåñè, âïåðâûåïðåäïîëîæåííîå â ðàáîòå [51℄, ñîãëàñóåòñÿ ñ àòìîñ�åðíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-íûìè [44, 55℄.Êðîìå òîãî, èç �îðìóëû (1.40) íà ñ. 21 ñëåäóåò, ÷òî îáùàÿ ñðåäíÿÿ äëèíà êîíòóðà

ρ(r, t) = ρ = const (â äâóìåðíîì ñëó÷àå) òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò âî âðåìåíè
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〈l(t, ρ)〉 = l0e
Dst,ãäå l0 � íà÷àëüíàÿ äëèíà êîíòóðà [58,59,86℄. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ áåçäè-âåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ñîõðàíÿåòñÿ ÷èñëî êîíòóðîâ, êîòîðûå íå ìîãóò èñ÷åçàòüè ïîðîæäàòüñÿ â ñðåäå, à ëèøü ýâîëþöèîíèðóþò âî âðåìåíè èñõîäÿ èç çàäàííîãî â íà-÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèÿ èõ â ïðîñòðàíñòâå.Òàêèì îáðàçîì, ãëàäêîå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè ñòà-íîâèòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûì; ïðîñòðàíñòâåííûå ãðàäèåí-òû îáîñòðÿþòñÿ, è ëèíèè óðîâíÿ ïðèîáðåòàþò �ðàêòàëüíûé õàðàêòåð. Òàêóþ êàðòèíó,ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ìû âèäåëè íà ðèñ. 1.1, à íà ñ. 12.Çàìå÷àíèå 2.2. Äè��óçèÿ íåêîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñèÂûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ó ïîëÿ ñêîðîñòèìîæåò ïðîèñõîäèòü êëàñòåðèçàöèÿ ÷àñòèö â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîëåíîè-äàëüíîé è ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèìè ïîëÿ ñêîðîñòåé. Â òî æå âðåìÿ â ýéëåðîâîì ïîëåïëîòíîñòè âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåéïîëÿ ñêîðîñòåé.Íàðÿäó ñ äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì (1.7) íà ñ. 10, ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñè óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåíîñó íåêîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè (ñì., íàïðèìåð, [22℄):

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ρ(r, t) = 0, ρ(r, 0) = ρ0(r).Â ýòîì ñëó÷àå â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè óðàâíåíèå äëÿ äèíàìèêè ÷àñòèö ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíè-åì (1.6) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÷àñòèö ìîæåò ïðîèñõîäèòü êëàñòåðèçàöèÿ. Îäíàêî â ýéëåðîâîìîïèñàíèè, êàê ëåãêî âèäåòü, êëàñòåðèçàöèÿ íå îñóùåñòâëÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî áåç-äèâåðãåíòíîìó ïîëþ ñêîðîñòåé, ñîõðàíÿåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî êîíòóðîâ, ñðåäíÿÿ ïëîùàäü, ãäå

ρ(r, t) > ρ, è ñðåäíÿÿ ¾ìàññà¿ ïðèìåñè ∫ dS ρ(r, t), ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ýòèõ êîíòóðàõ. �2.3. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîðîâÂûøå ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøèå ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è î äè��óçèè ïðèìåñèâ ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé â îòñóòñòâèå ðåãóëÿðíîãî ïîòîêà è ý��åêòà ìîëåêóëÿð-íîé äè��óçèè. Òàêæå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàëîñü ïðèáëèæåíèåäåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Âñå íåó÷òåííûå �àêòîðû íà÷è-íàþò äåéñòâîâàòü ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà âðåìåíè, òàê ÷òî ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòûñïðàâåäëèâû ëèøü íà íà÷àëüíîì ýòàïå äè��óçèè. Êðîìå òîãî, ýòè �àêòîðû ìîãóòïðèâîäèòü è ê íîâûì �èçè÷åñêèì ý��åêòàì. Êðàòêî îáñóäèì ýòè äîïîëíèòåëüíûåçàäà÷è äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî (íåñæèìàåìîãî) ïîëÿ ñêîðîñòåé.2.3.1. Ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûé ñðåäíèé ïîòîêÄèíàìèêà ÷àñòèö ïðè íàëè÷èè ñðåäíåãî ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîãî ïîòîêà æèäêîñòèðàññìàòðèâàëàñü â ï. 2.2.1.Áîëåå ïîëíóþ êàðòèíó äè��óçèè ïðèìåñè ìîæíî ïîëó÷èòü, âêëþ÷èâ â ðàññìîò-ðåíèå ïîëå ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè ïðèìåñè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è, ñîîò-âåòñòâóþùåé ëèíåéíîìó ñäâèãó u0(r, t) = αyl, l = (1, 0), âìåñòî óðàâíåíèÿ (2.56)
2.3. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîðîâ 41ïîëó÷àåì óðàâíåíèå [58, 59℄

∂

∂t
P (r, t; ρ,p) =

[
−αy

∂

∂x
+ D0∆

]
P (r, t; ρ,p) +

+

{
αpx

∂

∂py
+

1

8
Ds(3

∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)}
P (r, t; ρ,p). (2.61)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2.61) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå èíòåãðàëà (2.57), ãäå ëàãðàí-æåâû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (r, t|r0) è P (p, t|r0) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂

∂t
P (r, t|r0) =

[
−αy

∂

∂x
+ D0∆

]
P (r, t|r0), P (r, 0|r0) = δ(r − r0); (2.62)

∂

∂t
P (p, t|r0) =

{
αpx

∂

∂py
+

1

8
Ds(3

∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)}
P (p, t|r0),

P (p, 0|r0) = δ(p − p0(r0)).

(2.63)Äè��óçèÿ ÷àñòèöû, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (2.62), ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå. Ñëåä-ñòâèåì óðàâíåíèÿ (2.63) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòèïðèìåñè óæå íå ñîõðàíÿåòñÿ è ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ çàäà÷è ïðè îòñóòñòâèè �ëóê-òóàöèé ïîëÿ ñêîðîñòåé:
〈px(t)〉 = px(0), 〈py(t)〉 = py(0) − αpx(0)t.×òî êàñàåòñÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ ãðàäèåíòà, òî îíè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíå-íèé:

d

dt

〈
p2(t)

〉
= Ds 〈p2(t)

〉
− 2α 〈px(t)py(t)〉 ,

d

dt
〈px(t)py(t)〉 = −1

2
Ds 〈px(t)py(t)〉 − α

〈
p2

x(t)
〉

,

d

dt

〈
p2

x(t)
〉

=
3

4
Ds 〈p2(t)

〉
− 1

2

〈
p2

x(t)
〉

,

(2.64)âûòåêàþùåé èç (2.63). Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (2.64) ðåøåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäà

eλt, ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ λ:

(
λ +

1

2
Ds)2

(λ − Ds) =
3

2
α2Ds, (2.65)êîðíè êîòîðîãî ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà α/Ds.Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé α/Ds ≪ 1 èìååì äëÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.65) ïðèáëèæåííûåðåøåíèÿ

λ1 = Ds +
2α2

3Ds , λ2 = −1

2
Ds + i|α|, λ3 = −1

2
Ds − i|α|.Ñëåäîâàòåëüíî, â äèàïàçîíå âðåìåí Dst ≫ 2 ðåøåíèå çàäà÷è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿñëó÷àéíûì �àêòîðîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ �ëóêòóàöèÿìè ïîëÿñêîðîñòåé, ïîëíîñòüþ äîìèíèðóþò íàä ý��åêòàìè, ñâÿçàííûìè ñî ñëàáûì ãðàäèåí-òîì ëèíåéíîãî ñäâèãà.Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α/Ds ≫ 1 óðàâíåíèå (2.65) èìååò êîðíè

λ1 =
3

√
3

2
α2Ds, λ2 =

3

√
3

2
α2Dsei(2/3)π , λ2 =

3

√
3

2
α2Dse−i(2/3)π .
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√
3

2
α2Dst ≫ 1àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.64) èìååò âèä

〈
p2(t)

〉
∼ exp

{
3

√
3

2
α2Dst} ,è, ñëåäîâàòåëüíî, äàæå ìàëûå �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìèâ ïðèñóòñòâèè ñèëüíîãî ãðàäèåíòà ñäâèãîâîãî ïîòîêà.2.3.2. Ó÷åò ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèèÊàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ãëàäêîå âíà÷àëå ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè ñòàíîâèòñÿ âñåáîëåå è áîëåå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûì, âîçíèêàåò äèíàìèêà íà âñå ìåíüøèõè ìåíüøèõ ìàñøòàáàõ è ïðîñòðàíñòâåííûå ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè îáîñòðÿþòñÿ ïðèíàëè÷èè �ëóêòóàöèé ïîëÿ ñêîðîñòåé. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ, êîíå÷íî, ñóùåñòâîâàíèåìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè ñãëàæèâàåò òàêèå ïðîöåññû è îïèñàííàÿ âûøå äèíàìèêàñïðàâåäëèâà ëèøü íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè.Ïðè íàëè÷èè ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè äè��óçèÿ ïðèìåñè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè-÷åñêèì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà (1.25) íà ñ. 18, äëÿ êîòî-ðîãî óæå íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé.Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ðàçëè÷íûì ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì (ñì., íà-ïðèìåð, [38, 48, 56, 91℄) èëè ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Ïåðâàÿ ïîïûòêà ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ âëèÿíèÿ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè íà êëàñòåðíóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ ïðè-ìåñè â ïîòåíöèàëüíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòè ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [21℄.Îöåíêà óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðåíåáðåæåíèÿ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé.Òåîðèÿ âîçìóùåíèéÎöåíèì âðåìÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå áåçäèâåðãåíòíîãî äâóìåðíîãî ïîòîêà, äëÿ êî-òîðîãî ý��åêòû ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè íåñóùåñòâåííû [58, 59℄.Ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (1.25) íà ñ. 18 ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òåïåðü âå-ëè÷èíà ρn(r, t), n = 1, 2, . . . áóäåò îïèñûâàòüñÿ íåçàìêíóòûì óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+

∂

∂r
u(r, t)

)
ρn(r, t) = µ∆ρn(r, t) − µn(n − 1)ρn−2(r, t)p2(r, t).Óñðåäíÿÿ ýòî óðàâíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ ñêîðîñòåé, ïîëó÷àåì íåçàìêíó-òîå óðàâíåíèå

∂

∂t
〈ρn(r, t)〉 = (D0 + µ) ∆ 〈ρn(r, t)〉 − µn(n − 1)

〈
ρn−2(r, t)p2(r, t)

〉
. (2.66)Ïðè óñëîâèè µ ≪ D0 óðàâíåíèå (2.66) ìîæíî ïåðåïèñàòü â èíòåãðàëüíîì âèäå

〈ρn(r, t)〉 = eD0t∆ρn
0 (r) − µn(n − 1)

t∫

0

dτ eD0(t−τ)∆
〈
ρn−2(r, τ)p2(r, τ)

〉
. (2.67)×òîáû îöåíèòü ïîñëåäíèé ÷ëåí â (2.67), âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (2.58), ñîîòâåòñòâó-þùèì îòñóòñòâèþ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè. Â ðåçóëüòàòå äëÿ âåëè÷èíû〈

ρn−2(r, τ)p2(r, τ)
〉 ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååòâèä 〈

ρn−2(r, t)p2(r, t)
〉

= eDst+D0t∆ρn−2
0 (r)p2

0(r). (2.68)
2.3. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîðîâ 43Ïîäñòàâëÿÿ (2.68) â (2.67), ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäíèé ÷ëåíâ ïðàâîé ÷àñòè (2.67) íå èãðàåò ðîëè. Ýòè óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íàõàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè � r2

0è íà âðåìåíí�îé èíòåðâàë. Îíè èìåþò âèä
Dsr2

0 ≫ µn(n − 1), Dst ≪ ln
Dsr2

0

µn2
.Çàäà÷à ñî ñðåäíèì ãðàäèåíòîì ïëîòíîñòèÑëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ ñðåäíèé ãðàäèåíò ïëîòíîñòè, äîïóñêàåò áîëåå ïîëíûé àíà-ëèç [57�59℄. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.25) íà ñ. 18 ñ íà÷àëü-íûìè óñëîâèÿìè (çäåñü ìû òàêæå îãðàíè÷èâàåìñÿ äâóìåðíûì ñëó÷àåì)

ρ0(r) = Gr, p0(r) = G.Ïðåäñòàâëÿÿ ïîëå ïëîòíîñòè â âèäå
ρ(r, t) = Gr + ρ̃(r, t),ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ �ëóêòóèðóþùåé ÷àñòè ρ̃(r, t) ïîëÿ ïëîòíîñòè:

(
∂

∂t
+

∂

∂r
u(r, t)

)
ρ̃(r, t) = −Gu(r, t) + µ∆ρ̃(r, t), ρ̃(r, 0) = 0. (2.69)�åøåíèå ýòîé çàäà÷è, â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ âûøå, ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì, ò. å. âñå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷å-ñêèå ñðåäíèå íå çàâèñÿò îò r. Ýòî ðåøåíèå èìååò ñòàöèîíàðíûå (ïðè t → ∞) ïëîò-íîñòè âåðîÿòíîñòåé êàê ñàìîãî ïîëÿ ïëîòíîñòè, òàê è åãî ãðàäèåíòà, è â ïîñëåäíååâðåìÿ ïðèâëåêàåò çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå íå òîëüêî ñ òåîðåòè÷åñêîé, íî è ñ ýêñïåðè-ìåíòàëüíîé ñòîðîíû (ñì. ðàáîòû [49,53�55,84,85,90℄). Â ýòèõ ðàáîòàõ íà îñíîâå ÷èñëåí-íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé áûëî îáíàðóæåíîñóùåñòâîâàíèå ó ðàñïðåäåëåíèÿ ¾ìåäëåííî çàòóõàþùèõ õâîñòîâ¿ ýêñïîíåíöèàëüíîãîòèïà. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [90℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî è ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ñàìîãîïîëÿ ïëîòíîñòè òàêæå èìååò ¾ìåäëåííî çàòóõàþùèå õâîñòû¿.Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèÿ (2.66) èç óðàâíåíèÿ (2.69) ñëåäóåò óðàâíåíèå

d

dt
〈ρ̃n(r, t)〉 = n(n − 1)D0G

2
〈
ρ̃n−2(r, t)

〉
− µn(n − 1)

〈
ρ̃n−2(r, t)p̃2(r, t)

〉
, (2.70)ãäå

p̃(r, t) =
∂

∂r
ρ̃(r, t) = p(r, t) − G.Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå (ïðè t → ∞) èç (2.70) ñëåäóåò, ÷òî

〈
ρ̃n−2(r, t)p̃2(r, t)

〉
=

D0G
2

µ

〈
ρ̃n−2(r, t)

〉
, (2.71)è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 2, âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè �ëóêòóàöèé ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè[57℄:

lim
t→∞

〈
p̃2(r, t)

〉
=

D0G
2

µ
. (2.72)



44 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äè��óçèè áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñèÑëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (2.71) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈
ρ̃n−2(r, t)p̃2(r, t)

〉
=
〈
p̃2(r, t)

〉 〈
ρ̃n−2(r, t)

〉
, (2.73)ò. å. â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå âåëè÷èíû ρ̃(r, t) è p̃2(r, t) � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû.Ïåðåïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå (2.70) â âèäå

d

dt
〈ρ̃n(r, t)〉 = n(n − 1)D0G

2
〈
f(r, t)ρ̃n−2(r, t)

〉
, (2.74)ãäå

f(r, t) = 1 − µ

D0G
2 p̃2(r, t).Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèÿ ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (〈ρ̃(r, t)〉 = 0)

〈
ρ̃2(r, t)

〉
= 2D0G

2

t∫

0

dτ 〈f(r, τ)〉. (2.75)Ïðè îòñóòñòâèè ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè èìååì f(r, t) ≡ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈
ρ̃2(r, t)

〉
= 2D0G

2t. (2.76)Â ýòîì ñëó÷àå îäíîòî÷å÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ρ̃(r, t) ãàóññîâî è ïîëå ρ̃(r, t) íåêîð-ðåëèðîâàííî ñ åãî ïðîñòðàíñòâåííûì ãðàäèåíòîì. Â îáùåì ñëó÷àå âûðàæåíèå (2.76)ñïðàâåäëèâî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ âðåìåí.Îòìåòèì, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ïîëÿ ρ̃(r, t):

Γ(r, t) = 〈ρ̃(r1, t)ρ̃(r2, t)〉 , r = r1 − r2,äëÿ äàííîé çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, âûòåêàþùèì èç (2.69):
∂

∂t
Γ(r, t) = 2GiGjB

e�

ij (r) + 2
[
Be�

ij (0) − Be�

ij (r) + µδij

] ∂2

∂ri∂rj
Γ(r, t),è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå

Γ(r) = lim
t→∞

Γ(r, t)îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

GiGjB

e�

ij (r) = −
[
Be�

ij (0) − Be�
ij (r) + µδij

] ∂2

∂ri∂rj
Γ(r). (2.77)Ïîëàãàÿ â ýòîì óðàâíåíèè r = 0, ìû ïðèõîäèì, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.3), (2.4) íàñ. 24, ê ðàâåíñòâó (2.72). À äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (2.77) äâàæäû ïî r è ïîëàãàÿ

r = 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

µ2
〈
(∆ρ̃(r, t))2

〉
=

1

2
Ds(D0 + µ)G2. (2.78)Òî÷íûå ðàâåíñòâà (2.72) è (2.78) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ÷èñëåííûõ ñõåì è ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíàêî äëÿ âû-÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ 〈ρ̃2(r, t)

〉 ïðè t → ∞ íåîáõîäèìî çíàòü âðåìåíí�óþýâîëþöèþ âòîðîãî ìîìåíòà 〈p̃2(r, t)
〉. Òàêóþ èí�îðìàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü ïðè

2.3. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîðîâ 45îòñóòñòâèè ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ãðà-äèåíòà ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.56), êîòîðîå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-÷è óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

∂

∂t
P (r, t;p) =

1

8
Ds(3

∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)
P (r, t;p),

P (0, r;p) = δ(p − G).

(2.79)Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.60)
〈
|p̃(r, t)|2

〉
= G2

{
eDst − 1

}
. (2.80)Òî÷íàÿ �îðìóëà (2.72) è ðàâåíñòâî (2.80) ïîçâîëÿþò îöåíèòü âðåìÿ âûõîäà íàñòàòèñòè÷åñêèé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì äëÿ âåëè÷èíû 〈

p̃2(r, t)
〉 ïðè t → ∞, à èìåííî

DsT0 ∼ ln

(
D0 + µ

µ

)
.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñòàöèîíàðíîé äèñïåðñèè �ëóêòóàöèé ïîëÿ ïëîòíîñòè èç ðàâåí-ñòâà (2.75) ïîëó÷àåì îöåíêó

lim
t→∞

〈
ρ̃2(r, t)

〉
∼ 2

D0

Ds G2 ln

(
D0 + µ

µ

)
.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî D0 ∼ σ2

uτ0 è D0/D

s ∼ l20, ãäå σ2
u � äèñïåðñèÿ �ëóêòóàöèéïîëÿ ñêîðîñòè, à τ0 è l0 � åãî âðåìåíí�îé è ïðîñòðàíñòâåííûé ðàäèóñû êîððåëÿöèèñîîòâåòñòâåííî, âèäèì, ÷òî âðåìÿ T0, ââèäó ëîãàðè�ìè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò êîý�-�èöèåíòà ìîëåêóëÿðíîé çàâèñèìîñòè µ, ìîæåò áûòü íå ñëèøêîì áîëüøèì:

T0 ≈ l20
σ2

uτ0
ln

(
σ2

uτ0

µ

)
,à âåëè÷èíà

〈
ρ̃2
〉
∼ G2l20 ln

(
σ2

uτ0

µ

) ïðè µ ≪ σ2
uτ0.2.3.3. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæå-íèÿÓñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

u(r, t) (2.8) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ìàëîñòè âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ïîëÿ u(r, t)ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè âðåìåíí�ûìè ìàñøòàáàìè, èìåþùèìèñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çà-äà÷å, ò. å. τ0 ≪ τ1. Ïðè íàëè÷èè ñðåäíåãî ïîòîêà ïàðàìåòð τ1 ∼ L/v, èëè L/
√
〈u2〉,ãäå ïàðàìåòð L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òèïè÷íûé ìàñøòàá äëèíû. Ýòîò ìàñøòàá ìîæåòçàâèñåòü îò ñâîéñòâ ñðåäíåãî òå÷åíèÿ (íàïðèìåð, L = v/|∇v| � òèïè÷íûé ðàçìåðâèõðåé) èëè îò ïëîòíîñòè ïðèìåñè (L = ρ/|∇ρ|). Â ëþáîì ñëó÷àå ýòè ðàçìåðû óìåíü-øàþòñÿ ñî âðåìåíåì çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð. Â ðåçóëüòàòå äâàâðåìåíí�ûõ ìàñøòàáà ñòàíîâÿòñÿ ñðàâíèìû, è â òàêîé ñèòóàöèè ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèåêîíå÷íîñòü âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0. Ïðè îòñóòñòâèè ñðåäíåãî ïîòîêà ïà-ðàìåòð L = l0 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàäèóñîì êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
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u(r, t) è óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîãîïîëÿ u(r, t) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ

t ≫ τ0,
σ2

uτ2
0

l20
≪ 1. (2.81)2.3.4. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèåÓ÷åò êîíå÷íîñòè âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) ìîæíîïðîâåñòè â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñì., Ïðèëîæåíèå Ñ). Ýòî ïðèáëèæå-íèå áîëåå íàãëÿäíî è �èçè÷íî, ÷åì �îðìàëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîâëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçäåéñòâèé íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà τ0 íåñóùåñòâåí-íî, ò. å. ÷àñòèöû è ïîëå ïðèìåñè íà ýòèõ ìàñøòàáàõ ýâîëþöèîíèðóþò êàê ñâîáîäíûå.Áîëåå ïîäðîáíî ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò ðàññìîòðåíî â äàëüíåéøåì ïðèàíàëèçå êëàñòåðèçàöèè ìàëîèíåðöèîííîé ïðèìåñè, à òàêæå äè��óçèè è êëàñòåðè-çàöèè îñåäàþùåé ïðèìåñè. Çäåñü æå ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó äè�-�óçèè ïðè íàëè÷èè ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîãî ñðåäíåãî ïîòîêà. Îòìåòèì, ÷òî, ïðè îò-ñóòñòâèè ñðåäíåãî ïîòîêà óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé êàê ëàãðàíæåâûõ,òàê è ýéëåðîâîé ïåðåìåííûõ ïðè óñëîâèè t ≫ τ0 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿ-ìè, ïîëó÷åííûìè â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ïîëÿ u(r, t). Óñëîâèÿìèïðèìåíèìîñòè äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ýòîì òàêæå ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.81).Ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûé ñðåäíèé ïîòîê�àññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó î ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ïëîòíî-ñòè â áåçäèâåðãåíòíîì ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé u(r, t) ñ ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûì ñðåä-íèì ïîòîêîì â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå ïëîòíîñòè ñ ó÷åòîììîëåêóëÿðíîé äè��óçèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ [v(y)l + u(r, t)]

∂

∂r

)
ρ(r, t) = µ∆ρ(r, t), ρ(r, 0) = ρ0(r). (2.82)Äèíàìèêà ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö â îòñóòñòâèå ý��åêòîâ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè îïè-ñûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì (2.29) íà ñ. 29:

d

dt
r(t) = v(y)l + u(r, t), l = (1, 0), (2.83)èëè ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ñêàëÿðíîì âèäå:

d

dt
x(t) = v(y) + u1(r, t),

d

dt
y(t) = u2(r, t).Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (2.82) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) è ó÷è-òûâàÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãîïîëÿ ïëîòíîñòè 〈ρ(r, t)〉 âèäà

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 = µ∆ 〈ρ(r, t)〉 −

−
∫

dr′

t∫

0

dt′Bij(r − r′, t − t′)
∂

∂ri

〈
δρ(r, t)

δuj(r′, t′)

〉

u

. (2.84)
2.3. Ó÷åò äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîðîâ 47Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðè

t′ < t îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
δρ(r, t)

δuj(r′, t′)
= µ∆

δρ(r, t)

δuj(r′, t′)

(2.85)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

δρ(r, t)

δuj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

= −δ(r − r′)
∂

∂rj
ρ(r, t′). (2.86)Îáû÷íî â ãåî�èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ âëèÿíèå âåëè÷èíû µ � êîý��èöèåíòà ìîëåêó-ëÿðíîé äè��óçèè � äîñòàòî÷íî ìàëî íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0. È ÷ëåí, ñîäåðæàùèé µ, ìîæåò áûòü îïóùåí â óðàâíåíèè (2.85)(âî âñÿêîì ñëó÷àå íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåë µ → 0), ò. å. äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîéìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
δρ(r, t)

δuj(r′, t′)
= 0,

δρ(r, t)

δuj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

= −δ(r − r′)
∂

∂rj
ρ(r, t′).

(2.87)Ïðè ýòîì ìîæíî ñîõðàíèòü ÷ëåí, ñîäåðæàùèé µ â óðàâíåíèè (2.84), òàê êàê îí â íåêî-òîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ðåãóëÿðèçóþùèì �àêòîðîì. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (2.87) èìååò ñòðóêòóðó
δρ(r, t)

δuj(r′, t′)
= − exp

(
−(t − t′)v(y)l

∂

∂r

)
δ(r − r′)

∂

∂rj
ρ(r, t′). (2.88)Òàêæå â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíà ρ(r, t′) â ïðàâîé ÷àñòè (2.88) ìî-æåò áûòü îïðåäåëåíà èç ïåðâîíà÷àëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (2.82) â îòñóòñòâèå�ëóêòóàöèîííîãî ÷ëåíà è ÷ëåíà ñ ïàðàìåòðîì µ:

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
ρ(r, t) = 0, ρ(r, t)|t=t′ = ρ(r, t′), (2.89)è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(r, t′) = exp

(
(t − t′)v(y)l

∂

∂r

)
ρ(r, t). (2.90)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ðàâåíñòâà (2.88) è (2.90) â óðàâíåíèå (2.84), ïîëó÷àåì èñêîìîåóðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ ïëîòíîñòè:

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 = µ∆ 〈ρ(r, t)〉 +

∫
dr′

t∫

0

dτBij(r − r′, τ) ×

× ∂

∂ri

{
exp

(
−τv(y)l

∂

∂r

)
δ(r − r′)

∂

∂rj

[
exp

(
τv(y)l

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉

]}
. (2.91)Â óðàâíåíèè (2.91) ìîæíî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî r′ è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 = µ∆ 〈ρ(r, t)〉 +

+
∂

∂ri

t∫

0

dτBij(τv(y)l, τ) exp

(
−τv(y)l

∂

∂r

)
∂

∂rj

[
exp

(
τv(y)l

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉

]
. (2.92)



48 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äè��óçèè áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñèÎòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.92) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

exp

(
−τv(y)l

∂

∂r

)
∂

∂rj
exp

(
τv(y)l

∂

∂r

)
=

∂

∂rj
+ τ

dv(y)

dy
δj,2l

∂

∂r
,è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (2.92) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 =

= µ∆ 〈ρ(r, t)〉 +
∂

∂ri

(
D

(1)
ij (r, t)

∂

∂rj
+ D

(2)
i2 (r, t)

∂

∂x

)
〈ρ(r, t)〉 , (2.93)ãäå ââåäåíû êîý��èöèåíòû äè��óçèè

D
(1)
ij (r, t) =

t∫

0

dτ Bij(τv(y)l, τ),

D
(2)
i2 (r, t) =

t∫

0

dτ τBi2(τv(y)l, τ)
dv(y)

dy
.

(2.94)Åñëè óïðîñòèòü çàäà÷ó, ðàññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå ñèñòåìû íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ

t ≫ τ0, òî ìîæíî çàìåíèòü âåðõíèå ïðåäåëû â èíòåãðàëàõ (2.94) íà áåñêîíå÷íîñòüè ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (2.93) â âèäå

(
∂

∂t
+ v(y)l

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 =

= µ∆ 〈ρ(r, t)〉 +
∂

∂ri

(
D

(1)
ij (r)

∂

∂rj
+ D

(2)
i2 (r)

∂

∂x

)
〈ρ(r, t)〉 , (2.95)ãäå òåïåðü êîý��èöèåíòû äè��óçèè ðàâíû

D
(1)
ij (r) =

∞∫

0

dτ Bij(τv(y)l, τ),

D
(2)
i2 (r) =

∞∫

0

dτ τBi2(τv(y)l, τ)
dv(y)

dy
.

(2.96)Óðàâíåíèå (2.95) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê óðàâíåíèå äëÿ îäíîòî÷å÷íîé ïëîò-íîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèèñ ó÷åòîì ý��åêòîâ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè, åñëè äîïîëíèòü óðàâíåíèå (2.83) ãàóñ-ñîâûìè ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè f(t) (ñì. çàìå÷àíèå 1.1. íà ñ. 18):
d

dt
r(t) = v(y)l + u (r(t), t) + f(t),

r(0) = r0,ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè
〈f(t)〉 = 0,

〈
fi(t)fj(t

′)
〉

= 2µδijδ(t − t′).Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r),ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ τ0 → ∞, íå îïèñûâàåòñÿ äè��óçèîííûì ïðè-áëèæåíèåì. Ýòîò ñëó÷àé, óäîáíûé äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, î÷åíü òðóäåí äëÿàíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, õîòÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõòàêîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [32, 66, 67℄).

2.4. Îñîáåííîñòè äè��óçèè ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ 492.4. Îñîáåííîñòè äè��óçèè ïðèìåñèâ áûñòðîïåðåìåííûõ ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõÄâèæåíèå ÷àñòèö â áûñòðîïåðåìåííûõ ñëó÷àéíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòè èëè ïîä äåé-ñòâèåì áûñòðîïåðåìåííûõ ñëó÷àéíûõ ñèë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ ïðîáëåìó, èìå-þùóþ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêå, ãèäðîäèíàìèêå, �èçèêå ïëàçìû è ò. ï.Ïðè ýòîì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðåíîñ â áûñòðîïåðåìåííûõ êîëåáà-òåëüíûõ è âîëíîâûõ ïîëÿõ ïðèâîäèò ê ðÿäó âàæíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, òàêèõ,íàïðèìåð, êàê óñêîðåíèå Ôåðìè, ñòîõàñòè÷åñêèé íàãðåâ ïëàçìû è ò. ï. [7, 23, 87℄.Â ðÿäå ñëó÷àåâ êîý��èöèåíòû äè��óçèè êàê â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðî-âàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, òàê è â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè ìîãóò îáðàòèòüñÿâ íóëü. Òàêîé ñëó÷àé, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö â áûñòðîïåðå-ìåííûõ ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé [20℄ (ñì. òàêæå ðàáîòû [293�295℄).Òàê, äè��óçèÿ áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dt
r(t) = u(r, t), r(0) = r0, (2.97)ãäå u(r, t) � ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíèñëó÷àéíîå âîëíîâîå âåêòîðíîå ïîëå òàêîå, ÷òî 〈u(r, t)〉 = 0.Ââåäåì òåïåðü íîâîå ïîëå ũ(r, t) ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, òàêîå ÷òî

u(r, t) = σuũ(r, t),ãäå äèñïåðñèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé
σ2

u = Bii(0, 0).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñëó÷àéíîå ïîëå èìååò âîëíîâîå ïðîèñõîæäåíèå è, ñëåäîâàòåëü-íî, åãî êîððåëÿöèîííûé òåíçîð èìååò ñòðóêòóðó

Bij(r, t) =

∫
dk Fij(k) cos {kr−ω(k)t} , (2.98)ãäå ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ Fij(k) òàêîâà, ÷òî ∫ dk Fii(k) = 1 è ω = ω(k) > 0 ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ äëÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿàêóñòè÷åñêèõ âîëí ω(k) = ck, ãäå c � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà, äëÿ ãðàâè-òàöèîííûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ãëóáîêîé æèäêîñòè ω(k) =

√
gk, äëÿ âíóòðåííèõãðàâèòàöèîííûõ âîëí â ñòðàòè�èöèðîâàííîé ñðåäå ω(k) = N
√

k2 − k2
z/k, ãäå N �÷àñòîòà Áðåíòà�Âÿéñÿëÿ, äëÿ âîëí �îññáè â àòìîñ�åðå è îêåàíå ω(k) = −βkx/k2, ãäå

β � ãðàäèåíò ñèëû Êîðèîëèñà â íàïðàâëåíèè y, è ò. ï.Äëÿ òðàäèöèîííûõ âîëíîâûõ äâèæåíèé ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Φij(0) = 0, ãäå Φij(ω) =
∫

dkFij(k)δ[ω − ω(k)], è òåíçîðíûé êî-ý��èöèåíò äè��óçèè â ñîîòâåòñòâóþùåì óðàâíåíèè Ôîêêåðà�Ïëàíêà îáðàùàåòñÿâ íóëü, ò. å.

Dij =

∞∫

0

Bij(0, t) dt = 0.Ýòîò æå êîý��èöèåíò äè��óçèè âîçíèêàåò è â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðèóñëîâèè t ≫ τ0, ãäå τ0 � âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè. È, ñëåäîâàòåëü-íî, êàê ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé, òàê è äè��óçèîííîåïðèáëèæåíèå íå ïðèâîäÿò ê êîíå÷íîìó ðåçóëüòàòó, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðîãî íåîáõî-äèìî ó÷èòûâàòü ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè [20℄.



50 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äè��óçèè áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñèÏóñòü ìàêñèìóì ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè Fij(k) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó âîëíî-âîìó ÷èñëó km, à ìàêñèìóì ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè Φij(ω) � ÷àñòîòå ωm. Îïðåäåëèìïðîñòðàíñòâåííûé è âðåìåíí�îé ìàñøòàáû: l = 2π/km, τ0 = 2π/ωm. Ïðè ýòîì âåëè-÷èíà ε = σuτ0/l äëÿ ðåàëüíûõ âîëíîâûõ ïîëåé, êàê ïðàâèëî, ìàëà è ìîæåò ðàññìàò-ðèâàòüñÿ êàê îñíîâíîé ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è, ò. å. ε ≪ 1. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü,÷òî âî âñåé îáëàñòè, ãäå îïðåäåëåí ñïåêòð ïîëÿ ñêîðîñòè, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

σuk ≪ ω(k), êîòîðîå îáóñëîâëèâàåò îòñóòñòâèå ðåçîíàíñîâ ìåæäó ðàçíûìè êîìïîíåí-òàìè ïîëÿ ñêîðîñòè.Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìóìîâ ñïåêòðàëüíûõ �óíêöèé Fij(k) è Φij(ω) îòíþäü íåîçíà÷àåò ïðèñóòñòâèÿ êâàçèðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé â ïîëå ñëó÷àéíûõ ñêîðîñòåé.È èõ ñóùåñòâîâàíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñàìî ïîëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîìäè��åðåíöèðîâàíèÿ (ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè) äðóãèõ âñïîìîãàòåëüíûõ âîëíîâûõïîëåé (íàïðèìåð, ïîëÿ ïîòåíöèàëà äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé èëè ïîëÿ ñìå-ùåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà è ò. ï.). Êîíå÷íî, åñëè ñïåêòðàëüíûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ î÷åíü¾óçêèìè¿, ò. å. èìåþò äåëüòàîáðàçíûé âèä îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû (âîë-íîâîãî ÷èñëà), òî âîçìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèòü çàäà÷ó ïóòåì äèíàìè÷åñêîãîóñðåäíåíèÿ ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé (âîëíîâûì ÷èñëîì) èñ-õîäíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà ãåî�èçè÷åñêèõ âîëíîâûõçàäà÷ òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå èìååò ìåñòà.Îòìåòèì, ÷òî ãèïîòåçà ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè èìååò, âî-îáùå ãîâîðÿ, îãðàíè÷åííóþ ïðèìåíèìîñòü è íåñïðàâåäëèâà, íàïðèìåð, äëÿ âîëí â àò-ìîñ�åðíîì èëè îêåàíè÷åñêîì âîëíîâîäàõ, ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåíîñà îãðàíè÷åííûìèâîëíîâûìè ïàêåòàìè è ò. ï. Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ãàóññîâàñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, ñîñðåäîòî÷èâ âíèìàíèå íà ïðèí-öèïèàëüíîé ñòîðîíå âîïðîñà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòà-òîâ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ñàìîãî âîëíîâîãî ïîëÿ ñ òî÷íî-ñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, âîçíèêàåò ñðåäíèé ïåðåíîñ(ñòîêñîâ äðåé�) è äè��óçèÿ ÷àñòèö, êîòîðûå äëÿ ðàçíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññìàò-ðèâàëàñü, íàïðèìåð â ðàáîòàõ [52, 88, 96℄, íà îñíîâå ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ñâîåâðåìÿ Òåéëîðîì [94℄. Íàøåé æå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ê óêàçàííîìó êëàññóçàäà÷ áîëåå îáùåãî è ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîäõîäà, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âîëí ðàçëè÷íîéïðèðîäû, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [20℄, è îñíîâàííîãî íà ïîñòðîåíèè ìåòîäà ïîñëå-äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ.Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ òåîðèè ïåðåíîñà, îñíîâàííîéíà óðàâíåíèè Ôîêêåðà-Ïëàíêà, âû÷èñëÿòü ðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-êè àíñàìáëåé ÷àñòèö, ïåðåíîñèìûõ âîëíîâûìè òå÷åíèÿìè, è àíàëèçèðîâàòü íà îñíîâåìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ êëàñòåðèçàöèåé è îáðàçî-âàíèåì êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóð â ïîëÿõ ïëîòíîñòè ïðèìåñè.Äè��óçèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé ũ(r, t) îïèñûâàåòñÿëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèìñÿ óðàâ-íåíèåì íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè êîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè:
(

∂

∂t
+ σu

∂

∂r
ũ(r, t)

)
ρ(r, t) = 0, ρ(r, 0) = ρ0(r), (2.99)ãäå ũ(r, t) � ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíèñëó÷àéíîå âîëíîâîå âåêòîðíîå ïîëå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 〈ũ(r, t)〉 = 0 è êîððåëÿöè-îííûì òåíçîðîì

〈
ũi(r, t)ũj(r

′, t′)
〉

= Bij(r − r′, t − t′) (Bii(0, 0) = 1) .

2.4. Îñîáåííîñòè äè��óçèè ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ 51Ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (2.99) ìîæåò áûòüðåøåíî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ââîäÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå (òðàåêòîðèè ÷àñ-òèöû), äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
d

dt
r(t) = σuũ(r, t), r(0) = r0, (2.100)åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d

dt
ρ(t) = −σu

∂ũ(r, t)

∂r
ρ(t), ρ(0) = ρ0(r0). (2.101)Òàêàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ëàãðàíæåâó îïèñàíèþ, â òî âðåìÿ êàê èñ-õîäíîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.99) ñîîòâåòñòâóåò ýéëåðîâó îïèñàíèþ.�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.100), (2.101) çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðà-ìåòðà � íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ r0, ò. å.

r(t) = r(t|r0), ρ(t) = ρ(t|r0), (2.102)÷òî áóäåì îòìå÷àòü âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé.Òîãäà ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.99) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà

ρ(r, t) =

∫
dr0 ρ0(r0)δ (r(t|r0) − r) , (2.103)óñòàíàâëèâàþùåãî ñâÿçü ìåæäó ëàãðàíæåâûìè è ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.2.4.1. Ëàãðàíæåâî îïèñàíèåÂâåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè êîîðäèíàòû ëàãðàíæåâîé ÷àñòè-öû,

ϕ(r, t) = δ(r(t) − r), (2.104)à òàêæå ïåðâîé è âòîðîé âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ, íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì äëÿâû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ:

δϕ(r, t)

δũi(r′, t′)
= σuSi(r, t; r′, t′),

δ2ϕ(r, t)

δũi(r′, t′)δũj(r′′, t′′)
= σ2

uSij(r, t; r′, t′; r′′, t′′).

(2.105)Äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè èìååì ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ

∂

∂t
ϕ(r, t) = −σu

∂

∂rk
{ũk(r, t)ϕ(r, t)} , ϕ(r, 0) = δ(r − r0), (2.106)êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(r, t) = δ(r − r0) − σu

∂

∂rk

t∫

0

dτ ũk(r, τ)ϕ(r, τ). (2.107)Äëÿ ïåðâîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé (2.105), ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíà îòëè÷íà îò íóëÿòîëüêî ïðè t ≥ t′, ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Si(r, t; r′, t′) = L̂i(r, r′)ϕ(r, t′)θ(t − t′) − σu

∂

∂rk

t∫

t′

dτ ũk(r, τ)Si(r, τ ; r′, t′), (2.108)
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L̂i(r, r′)f(r) = − ∂

∂ri

{
δ(r − r′)f(r)

}
. (2.109)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âòîðîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì ñòîõàñòè-÷åñêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Sij(r, t; r′, t′; r′′, t′′) = L̂i(r, r′)Sj(r, t′; r′′, t′′)θ(t − t′)θ(t′ − t′′) +

+ L̂j(r, r′′)Si(r, t′′; r′, t′)θ(t − t′′)θ(t′′ − t′) −

− σu

∂

∂rl

t∫

max{t′,t′′}

dτ ũl(r, τ)Sij(r, τ ; r′, t′; r′′, t′′). (2.110)Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå (2.106) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ {ũ(r, t)}. Òîãäàäëÿ ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû P (r, t) = 〈ϕ(r, t)〉 ñ ó÷å-òîì �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂

∂t
P (r, t) = −σ2

u

∂

∂rk

∫
dr′

t∫

0

dt′ Bki(r − r′, t − t′)
〈
Si(r, t; r′, t′)

〉
,

P (r, 0) = δ(r − r0).

(2.111)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (2.111) ïî âðåìåíè â èíòåðâàëå (t1, t), ãäå t1 < t, ïîëó÷àåìðàâåíñòâî

P (r, t) − P (r, t1) = −σ2
u

∂

∂rl

t∫

t1

dτ

∫
dr′′

τ∫

0

dt′′ Blj(r − r′′, τ − t′′)
〈
Sj(r, τ ; r′′, t′′)

〉
.(2.112)Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå (2.108) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ {ũk(r, t)}. Òîãäàäëÿ âåëè÷èíû 〈Si(r, t; r′, t′)〉 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

〈
Si(r, t; r′, t′)

〉
= L̂i(r, r′)P (r, t′)θ(t − t′) −

− σ2
u

∂

∂rl

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

t∫

0

dt′′ Blj(r − r′′, τ − t′′)
〈
Sij(r, τ ; r′, t′; r′′, t′′)

〉
. (2.113)Äëÿ �óíêöèè 〈Sij(r, t; r′, t′′; r′′, t)〉 èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

〈
Sij(r, t; r′, t′′; r′′, t)

〉
= L̂i(r, r′)

〈
Sj(r, t′; r′′, t′′)

〉
θ(t − t′)θ(t′ − t′′) +

+ L̂j(r, r′′)
〈
Si(r, t′′; r′, t′)

〉
θ(t − t′′)θ(t′′ − t′), (2.114)ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåíåáðåæåíèþ âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïîðÿäêàâ (2.110). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ è ðàâåíñòâà (2.112) óðàâíåíèå (2.113) ìîæíî

2.4. Îñîáåííîñòè äè��óçèè ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ 53çàïèñàòü â âèäå çàìêíóòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:
〈
Si(r, t; r′, t′)

〉
= L̂i(r, r′)P (r, t)θ(t − t′) +

+ σ2
uL̂i(r, r′)

∂

∂rl

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

τ∫

0

dt′′ Blj(r − r′′, τ − t′′)
〈
Sj(r, τ ; r′′, t′′)

〉
−

− σ2
u

∂

∂rl

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

t′∫

0

dt′′ Blj(r − r′′, τ − t′′)L̂i(r, r′)
〈
Sj(r, t′; r′′, t′′)

〉
−

− σ2
u

∂

∂rl

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

τ∫

t′

dt′′ Blj(r − r′′, τ − t′′)L̂j(r, r′′)
〈
Si(r, t′′; r′, t′)

〉
. (2.115)�åøàÿ óðàâíåíèå (2.115) äëÿ 〈Si(r, t; r′, t′)〉 ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-íèé ïî ïàðàìåòðó σ2

u  òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ (ïðè ýòîì âðåìåíí�ûå àðãóìåíòû tió �óíêöèé P (r, ti) ìîæíî çàìåíèòü íà t), èìååì
〈
Si(r, t; r′, t′)

〉
=
{
L̂i(r, r′)+σ2

uL̂i(r, r′)
∂

∂rl

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

τ∫

0

dt′′ Blj(r − r′′, t′′)L̂j(r, r′′)−

− σ2
u

∂

∂rl

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

t′∫

0

dt′′ Blj(r − r′′, τ − t′′)L̂i(r, r′)L̂j(r, r′′) −

− σ2
u

∂

∂rl

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

τ∫

t′

dt′′ Blj(r − r′′, τ − t′′)L̂j(r, r′′) L̂i(r, r′)
}

P (r, t). (2.116)Ïîäñòàâëÿÿ (2.116) â óðàâíåíèå (2.111), ìîæíî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåìïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî r (â êîòî-ðîì ìîæíî îïóñòèòü ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðîïîðöèîíàëüíûå σ4
u):

∂

∂t
P (r, t) = −σ2

u

t∫

0

dt′
∂Bki(0, t

′)

∂ri

∂

∂rk
P (r, t) + σ2

u

t∫

0

dt′ Bki(0, t
′)

∂2

∂rk∂ri
P (r, t) +

+ σ4
u

∂2

∂rk∂rl

t∫

0

dt′ Bki(0, t − t′)

t∫

t′

dτ

t′∫

0

dt′′
∂2Blj(0, τ − t′′)

∂ri∂rj
P (r, t) +

+ σ4
u

∂2

∂rk∂rl

t∫

0

dt′
∂2Bki(0, t − t′)

∂ri∂rj

t∫

t′

dτ

τ∫

t′

dt′′ Blj(0, τ − t′′)P (r, t) +

+ σ4
u

∂2

∂rk∂rj

t∫

0

dt′
∂Bki(0, t − t′)

∂rl

t∫

t′

dτ

t′∫

0

dt′′
∂Blj(0, τ − t′′)

∂ri
P (r, t) +
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+ σ4
u

∂2

∂rk∂ri

t∫

0

dt′
∂Bki(0, t − t′)

∂rl

t∫

t′

dτ

τ∫

0

dt′′
∂Blj(0, t

′′)

∂rj
P (r, t) +

+ σ4
u

∂2

∂rk∂rj

t∫

0

dt′
∂2Bki(0, t − t′)

∂ri∂rl

t∫

t′

dτ

τ∫

0

dt′′ Blj(0, t
′′)P (r, t) +

+ σ4
u

∂2

∂rk∂ri

t∫

0

dt′
∂2Bki(0, t − t′)

∂rl∂rj

t∫

t′

dτ

τ∫

t′

dt′′ Blj(0, τ − t′′)P (r, t) −

− σ4
u

∂3

∂rk∂rl∂rj

t∫

0

dt′ Bki(0, t − t′)

t∫

t′

dτ

t′∫

0

dt′′
∂Blj(0, τ − t′′)

∂ri
P (r, t) −

− σ4
u

∂3

∂rk∂rl∂ri

t∫

0

dt′
∂Bki(0, t − t′)

∂rj

t∫

t′

dτ

τ∫

t′

dt′′ Blj(0, τ − t′′)P (r, t) −

− σ4
u

∂3

∂rk∂ri∂rj

t∫

0

dt′
∂Bki(0, t − t′)

∂rl

t∫

t′

dτ

τ∫

0

dt′′ Blj(0, t
′′)P (r, t). (2.117)Óðàâíåíèå (2.117) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðî-ÿòíîñòè, òàê êàê ìîæåò ïðèâîäèòü ê îòðèöàòåëüíûì âåëè÷èíàì â îáëàñòè åå ìàëûõçíà÷åíèé. Âìåñòå ñ òåì åãî ðåøåíèå ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòûè â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Èñïîëüçóÿ òåïåðüñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé (2.98) è åãî ñâîéñòâà, ìîæíî âûïîëíèòüèíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè â êîý��èöèåíòàõ óðàâíåíèÿ, è äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèéâðåìåí (t ≫ τ0) óðàâíåíèå (2.117) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂t
P (r, t) = −σ2

u

∫
dk

ω(k)
kiFki(k)

∂

∂rk
P (r, t) +

+ σ4
u

π

2

∫
dk1

∫
dk2

ω2
2

k1lk1jFki(k1)Flj(k2)δ(ω1 − ω2)
∂2

∂rk∂ri
P (r, t) +

+ σ4
u

π

2

∫
dk1

∫
dk2

ω2
2

k1lk2iFki(k1)Flj(k2)δ(ω1 − ω2)
∂2

∂rk∂rj
P (r, t), (2.118)ãäå ω1 = ω(k1), ω2 = ω(k2).Óðàâíåíèå (2.118) óæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà, îïèñûâàþ-ùåå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû, ïåðåíîñèìîé ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîä-íûì ãàóññîâûì âîëíîâûì ïîëåì ñêîðîñòåé.Äëÿ èçîòðîïíûõ �ëóêòóàöèé ïîëÿ ũ(r, t) óðàâíåíèå (2.118) óïðîùàåòñÿ è ïðèíè-ìàåò âèä

∂

∂t
P (r, t) = D

∂2

∂r2
P (r, t), (2.119)ñîîòâåòñòâóþùèé ãàóññîâó ñëó÷àéíîìó âåêòîðíîìó ïðîöåññó r(t) ñî ñðåäíèì çíà÷åíè-åì 〈r(t)〉 = r0 è äèñïåðñèåé

σ2
r(t) =

〈
(r(t) − r0)

2
〉

= 2dD t, (2.120)
2.4. Îñîáåííîñòè äè��óçèè ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ 55ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, à êîý��èöèåíò äè��óçèè

D = σ4
u

π

2d

∫
dk1

∫
dk2

ω2
2

k1lk1jFii(k1)Flj(k2)δ(ω1 − ω2). (2.121)Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíûé òåíçîð âîëíîâîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé èìååò ñòðóêòóðó
Fki(k) = F s(k)

(
δik − kikk

k2

)
+ F p(k)

kikk

k2 , (2.122)ãäå F s(k) è F p(k) � ñîëåíîèäàëüíàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðàëüíîãîòåíçîðà ñîîòâåòñòâåííî, ω(k) ≡ ω(k), è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîý��èöèåíòà äè��óçèèïîëó÷àåì âûðàæåíèå

D = σ4
u

π

2d

∫
dk1

ω2
1

k2
1Fii(k1)

∫
dk2 Fll(k2)δ(ω1 − ω2) =

= σ4
u

π

2d

∫
dk1

ω2
1

k2
1 [F s(k1) (N − 1) + F p(k1)]

2
∫

dk2 δ(ω1 − ω2). (2.123)Äëÿ àíèçîòðîïíîé ñðåäû ïîÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ àññèìåòðèÿ âåêòîðíîãîïðîöåññà r(t). Åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèÿ îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

〈rm(t)〉 = r0m + tσ2
u

∫
dk

ω(k)
kiFmi(k),

σ2
r(t) =

〈
r2(t) − 〈r(t)〉2

〉
= tσ4

uπ

∫
dk1

∫
dk2

ω2
2

k1lk1jFii(k1)Flj(k2)δ(ω1 − ω2) +

+ tσ4
uπ

∫
dk1

∫
dk2

ω2
2

k1lk2iFki(k1)Flk(k2)δ(ω1 − ω2). (2.124)Êàê ìû âèäèì, êîý��èöèåíò äè��óçèè îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì íå äèñ-ïåðñèè ïîëÿ ñêîðîñòè, à åå êâàäðàòó. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å îòñóò-ñòâóþò ðåçîíàíñû òèïà ¾âîëíà�÷àñòèöà¿, ÷òî âåäåò ê óìåíüøåíèþ ïîðÿäêà äèñïåðñèèñêîðîñòè ñëó÷àéíîãî äðåé�à ÷àñòèö. Çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé çàäà÷àì î êîëå-áàíèÿõ ìàÿòíèêà Êàïèöû èëè î âèõðåâîì äðåé�å çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â áûñòðîïå-ðåìåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [7℄, ãäå îñíîâíîé ý��åêò òàêæå èìååò êâàäðàòè÷íóþâåëè÷èíó.2.4.2. Ýéëåðîâî îïèñàíèåÏåðåéäåì òåïåðü ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ýéëåðîâà ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ ïðî-ñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè ïîñòîÿííî, ò. å.

ρ0(r) = ρ0 = const, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ ρ(r,t) áóäåò ñòàòèñòè÷åñêèîäíîðîäíîé â ïðîñòðàíñòâå, ò. å. âñå åå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèíå áóäóò çàâèñåòü îò ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè r.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ, àíàëîãè÷íóþ �óíêöèè (2.104) â ëàãðàíæåâîìîïèñàíèè,

ϕ(r, t; ρ) = δ(ρ(r,t) − ρ), (2.125)à òàêæå ïåðâóþ è âòîðóþ âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå

δϕ(r, t; ρ)

δũi(r′, t′)
= σuSi(r, t; r′, t′; ρ),

δ2ϕ(r, t; ρ)

δũi(r′, t′)δũj(r′′, t′′)
= σ2

uSij(r, t; r′, t′; r′′, t′′; ρ).

(2.126)
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∂

∂t
ϕ(r, t; ρ) = σuN̂(r, t; ρ)ϕ(r, t; ρ), ϕ(r, 0; ρ) = δ(ρ(r, 0) − ρ0), (2.127)ãäå îïåðàòîð

N̂(r, t; ρ) = − ∂

∂r
ũ(r, t) +

∂ũ(r, t)

∂r

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
. (2.128)Óðàâíåíèå (2.127) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(r, t; ρ) = δ(ρ(r, 0) − ρ0) + σu

t∫

0

dτ N̂(r, τ ; ρ)ϕ(r, τ ; ρ). (2.129)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé (2.126) ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷å-ñêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Si(r, t; r′, t′; ρ) = N̂i(r, r′; ρ)ϕ(r, t′; ρ)θ(t−t′)+σu

t∫

t′

dτ N̂(r, τ ; ρ)Si(r, τ ; r′, t′; ρ), (2.130)ãäå îïåðàòîð

N̂i(r, r′; ρ) =
{
L̂i(r, r′) + M̂i(r, r′; ρ)

}
,îïåðàòîð L̂i(r, r′) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (2.109), à äåéñòâèå îïåðàòîðà M̂i(r, r′; ρ) íà�óíêöèþ f(r; ρ) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

M̂i(r, r′; ρ)f(r; ρ) =
∂δ(r − r′)

∂ri

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
f(r; ρ). (2.131)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âòîðîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì ñòîõàñòè-÷åñêîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Sij(r, t; r′, t′; r′′, t′′; ρ) = N̂i(r, r′; ρ)Sj(r, t′; r′′, t′′; ρ)θ(t − t′)θ(t′ − t′′) +

+ N̂j(r, r′′; ρ)Si(r, t′′; r′, t′; ρ)θ(t − t′′)θ(t′′ − t′) +

+ σu

t∫

max{t′,t′′}

dτ N̂(r, τ ; ρ)Sij(r, τ ; r′, t′; r′′, t′′; ρ). (2.132)Äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü, êàê è â ñëó÷àå ëàãðàíæåâîãî îïèñàíèÿ. Óñðåäíèì óðàâ-íåíèå (2.127) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ {ũk(r, t)}. Òîãäà äëÿ ýéëåðîâîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè P (t; ρ) = 〈ϕ(r, t; ρ)〉 ñ ó÷åòîì �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7)íà ñ. 24 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
∂

∂t
P (t; ρ) = σ2

u

∫
dr′

t∫

0

dt′
∂Bki(r − r′, t − t′)

∂rk

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

) 〈
Si(r, t; r′, t′)

〉
,

P (0; ρ) = δ(ρ − ρ0).

(2.133)
2.4. Îñîáåííîñòè äè��óçèè ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ 57Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå (2.130) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ {ũk(r, t)}. Òîãäàäëÿ âåëè÷èíû 〈Si(r, t; r′, t′; ρ)〉 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

〈
Si(r, t; r′, t′; ρ)

〉
= N̂i(r, r′; ρ)P (t′; ρ)θ(t − t′) −

− σ2
u

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

t∫

0

dt′′
∂

∂rk
Bkj(r − r′′, τ − t′′)

〈
Sij(r, τ ; r′, t′; r′′, t′′; ρ)

〉
+

+ σ2
u

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

t∫

0

dt′′
∂Bkj(r − r′′, τ − t′′)

∂rk

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)〈
Sij(r, τ ; r′, t′; r′′, t′′; ρ)

〉
.(2.134)Äëÿ �óíêöèè 〈Sij(r, t; r′, t′′; r′′, t)〉 èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

〈
Sij(r, t; r′, t′; r′′, t′′; ρ)

〉
= N̂i(r, r′; ρ)

〈
Sj(r, t′; r′′, t′′; ρ)

〉
θ(t − t′)θ(t′ − t′′) +

+ N̂j(r, r′′; ρ)
〈
Si(r, t′′; r′, t′; ρ)

〉
θ(t − t′′)θ(t′′ − t′), (2.135)ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àþ, êîãäà ìû ïðåíåáðåãàåì âàðèàöèîííûìè ïðîèçâîäíûìè òðå-òüåãî ïîðÿäêà â (2.132). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèå (2.134) ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå çàìêíóòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

〈
Si(r, t; r′, t′; ρ)

〉
= N̂i(r, r′; ρ)P (t; ρ)θ(t − t′) −

− σ2
uN̂i(r, r′; ρ)

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

τ∫

0

dt′′
∂Blj(r − r′′, τ − t′′)

∂rl

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)〈
Sj(r, τ ; r′′, t′′; ρ)

〉
−

− σ2
u

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

t′∫

0

dt′′
∂

∂rl
Blj(r − r′′, τ − t′′)N̂i(r, r′; ρ)

〈
Sj(r, t′; r′′, t′′; ρ)

〉
−

− σ2
u

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

τ∫

t′

dt′′
∂

∂rl
Blj(r − r′′, τ − t′′)N̂j(r, r′′; ρ)

〈
Si(r, t′′; r′, t′; ρ)

〉
+

+σ2
u

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

t′∫

0

dt′′
∂Blj(r − r′′, τ − t′′)

∂rl

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
N̂i(r, r′; ρ)

〈
Sj(r, t′; r′′, t′′; ρ)

〉
+

+ σ2
u

t∫

t′

dτ

∫
dr′′

τ∫

t′

dt′′
∂Blj(r − r′′, τ − t′′)

∂rl

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
N̂j(r, r′′; ρ)

〈
Si(r, t′′; r′, t′; ρ)

〉
.(2.136)�åøàÿ óðàâíåíèå (2.136) äëÿ 〈Si(r, t; r′, t′; ρ)〉 ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-æåíèé ïî ïàðàìåòðó σ2

u  òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ (ïðè ýòîì âðåìåíí�ûå àðãó-ìåíòû ti ó �óíêöèé P (ti; ρ) ìîæíî çàìåíèòü íà t) è èíòåãðèðóÿ ïî r′′, ïîëó÷àåì ïðè

t > t′ 〈
Si(r, t; r′, t′; ρ)

〉
= T̂i(r, t; r′, t′; ρ)P (t; ρ)θ(t − t′), (2.137)
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T̂i(r, t; r′, t′; ρ) =
∂δ(r − r′)

∂ri

∂

∂ρ
ρ +

+ σ2
u

∂δ(r − r′)

∂ri

∂

∂ρ
ρ

t∫

t′

dτ

τ∫

0

dt′′
∂Blj(0, τ − t′′)

∂rl∂rj

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
∂

∂ρ
ρ +

+ σ2
u

∂2δ(r − r′)

∂ri∂rl

t∫

t′

dτ

t′∫

0

dt′′
∂Blj(0, τ − t′′)

∂rj

∂

∂ρ
ρ

∂

∂ρ
ρ +

+ σ2
u

∂3δ(r − r′)

∂ri∂rj∂rl

t∫

t′

dτ

τ∫

t′

dt′′ Blj(0, τ − t′′)
∂

∂ρ
ρ +

+ σ2
u

∂2δ(r − r′)

∂ri∂rl

t∫

t′

dτ

τ∫

t′

dt′′
∂Blj(0, τ − t′′)

∂rj

∂

∂ρ
ρ

∂

∂ρ
ρ −

− σ2
u

t∫

t′

dτ

t′∫

0

dt′′
∂Blj(0, τ − t′′)

∂rl∂rj

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
∂δ(r − r′)

∂ri

∂

∂ρ
ρ

∂

∂ρ
ρ −

− σ2
u

∂2δ(r − r′)

∂ri∂rj

t∫

t′

dτ

τ∫

t′

dt′′
∂Blj(0, τ − t′′)

∂rl

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
∂

∂ρ
ρ −

− σ2
u

∂δ(r − r′)

∂ri

t∫

t′

dτ

τ∫

t′

dt′′
∂2Blj(0, τ − t′′)

∂rl∂rj

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
∂

∂ρ
ρ

∂

∂ρ
ρ. (2.138)Ïîäñòàâëÿÿ (2.138) â óðàâíåíèå (2.133) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî r′, ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

∂

∂t
P (t; ρ) = −σ2

u

t∫

0

dt′
∂2Bki(0, t

′)

∂rk∂ri

∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ) −

− σ4
u

t∫

0

dt′
∂2Bki(0, t

′)

∂rk∂ri

t′∫

0

dτ

t∫

τ

dt′′
∂2Blj(0, t

′′ − τ)

∂rl∂rj

∂2

∂ρ2
ρ2 ∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ) +

+ σ4
u

t∫

0

dt′
∂3Bki(0, t

′)

∂rk∂ri∂rl

t′∫

0

dτ

t∫

t′

dt′′
∂Blj(0, t

′′ − τ)

∂rj

∂2

∂ρ2
ρ2 ∂

∂ρ
ρP (t; ρ) −

− σ4
u

t∫

0

dt′
∂4Bki(0, t

′)

∂rk∂ri∂rj∂rl

t′∫

0

dτ

t′∫

τ

dt′′ Blj(0, t
′′ − τ)

∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ) −
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− σ4

u

t∫

0

dt′
∂3Bki(0, t

′)

∂rk∂ri∂rl

t′∫

0

dτ

t′∫

τ

dt′′
∂Blj(0, t

′′ − τ)

∂rj

∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ) +

+ σ4
u

t∫

0

dt′
∂2Bki(0, t

′)

∂rk∂ri

t′∫

0

dτ

t∫

τ

dt′′
∂2Blj(0, t

′′ − τ)

∂rl∂rj

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
∂2

∂ρ2
ρ2 ∂

∂ρ
ρP (t; ρ). (2.139)Èñïîëüçóÿ òåïåðü ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.98) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèåïî âðåìåíè â êîý��èöèåíòàõ óðàâíåíèÿ äëÿ áîëüøèõ âðåìåí ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîåóðàâíåíèå

∂

∂t
P (t; ρ) = D(2)

ρ

∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ) + D(3)

ρ

∂2

∂ρ2
ρ2 ∂

∂ρ
ρP (t; ρ), (2.140)ãäå

D(2)
ρ = σ4

u

π

2

∫
dk1 k1kk1ik1l(k1j − k2j)Fki(k1)

∫
dk2

ω2
2

Flj(k2)δ(ω1 − ω2),

D(3)
ρ = −σ4

u

π

2

∫
dk1 k1kk1ik1lk2jFki(k1)

∫
dk2

ω2
2

Flj(k2)δ(ω1 − ω2).

(2.141)Óðàâíåíèå (2.140) ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ èçîòðîïíûõ, òàê è äëÿ íåèçîòðîïíûõ �ëóê-òóàöèé ïîëÿ ñêîðîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àéíûõ èçîòðîïíûõ ñæèìàåìûõ âîëíî-âûõ ïîëÿõ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P (t; ρ) â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ÿâ-ëÿåòñÿ ëîãíîðìàëüíûì, è äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïðèìåñè. Ïðèýòîì äëÿ êîý��èöèåíòà D
(2)
ρ ñ ó÷åòîì �îðìóëû (2.122) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

D(2)
ρ = σ4

u

π

2d

∫
dk1

ω2(k1)
k4
1F

p(k1) [F s(k1)(d − 1) + F p(k1)]

∫
dk2 δ(ω1 − ω2).Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ ïîëåé ñêîðîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.140) âûðàæàåòñÿ ÷å-ðåç �óíêöèþ Ýéðè ëîãàðè�ìà ïëîòíîñòè. Ïðè ýòîì â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé ρ ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî îáëàñòü áîëüøèõ ïëîò-íîñòåé, à ñëåäîâàòåëüíî è ìîìåíòíûå �óíêöèè ïîëÿ ρ(r, t), îïèñûâàþòñÿ ïðàâèëüíî.Íåêîòîðîå èçìåíåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â îáëàñòè áîëüøèõ ïëîòíîñòåé íå ïðå-ïÿòñòâóåò êëàñòåðèçàöèè ïîëÿ ïðèìåñè.Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ïåðâûõ íåèñ÷åçàþùèõ ïîïðàâîê ê óðàâíåíèþ äëÿ ïëîòíî-ñòè âåðîÿòíîñòåé êàê äè��óíäèðóþùèõ ÷àñòèö, òàê è ñàìîãî ïîëÿ ïàññèâíîé êîí-ñåðâàòèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ âîëíîâûõ ïîëÿõ ïðèâîäèò ê îòëè÷íûì îò íóëÿêîý��èöèåíòàì ïåðåíîñà. Äëÿ ñæèìàåìûõ àíèçîòðîïíûõ âîëíîâûõ ïîëåé ñêîðîñòèâîçíèêàþò ñðåäíèé ïåðåíîñ ÷àñòèö (ñòîêñîâ äðåé�) è àíèçîòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå îñóùåñòâëÿåòñÿêëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïàññèâíîé êîíñåðâàòèâíîé ïðèìåñè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî,÷òî ýòè ïðîöåññû ïðîòåêàþò íà ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ, ÷òî âûðàæàåòñÿðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè âîëíîâûõ âåêòîðîâ ki â êîý��èöèåíòàõ äè��óçèè â óðàâíå-íèÿõ (2.118) è (2.140). Òàê, ìåëêîìàñøòàáíûå �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé îêàçûâàþòíà êëàñòåðèçàöèþ ïðèìåñè â ýéëåðîâîì îïèñàíèè ñóùåñòâåííî áîëüøåå âëèÿíèå, ÷åìíà äè��óçèþ ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö. Åñëè âîëíîâîå ïîëå èìååò äîñòàòî÷íî øèðîêèéñïåêòð, íàïðèìåð çàòóõàþùèé ñòåïåííûì îáðàçîì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõâîëíîâûõ ÷èñåë, êàê ýòî õàðàêòåðíî äëÿ òóðáóëåíòíîñòè, âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ðàñõî-äèìîñòè â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè (2.141). Ïðè ýòîì ìîæåò áûòüðàññ÷èòàí è âêëàä ðåçîíàíñíûõ ý��åêòîâ â êîý��èöèåíò äè��óçèè (2.121).



�ë à â à 3ÄÈÔÔÓÇÈß È ÊËÀÑÒÅ�ÈÇÀÖÈß Ï�ÈÌÅÑÈ Â ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÁÅÇÄÈÂÅ��ÅÍÒÍÛÕ ÏÎÒÎÊÀÕÌû âèäåëè, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàñòåðèçàöèè ïîëÿ áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñèíåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîëå ñêîðîñòåé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà áûëî äèâåðãåíòíûì.Îáû÷íî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ �èçèêè àòìîñ�åðû Çåìëè è îêåàíà ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ â îá-ùåì ñëó÷àå íåñæèìàåìîé, ò. å. îïèñûâàåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì ïîëåì ñêîðîñòåé. Â ýòîìñëó÷àå êëàñòåðèçàöèÿ âñå æå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ, êîòîðûå è ðàñ-ñìîòðèì íèæå.3.1. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïëàâó÷åéáåçûíåðöèîííîé ïðèìåñèÏðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì äè��óçèþ ïëàâó÷åé áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè, ñëåäóÿ[14, 17℄ (ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñì. â ðàáîòàõ[39, 40℄).Åñëè ïàññèâíàÿ ïðèìåñü äâèæåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè z = 0 â íåñæèìàåìîé ñðåäå(div u(r, t) = 0) â îòñóòñòâèå ñðåäíåãî ïîòîêà ñ ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñêî-ðîñòÿìè u = (U , w), òî íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñîçäàåòñÿ ý��åêòèâíûé äâóìåðíûé ñæè-ìàåìûé ïîòîê ñ äâóìåðíîé äèâåðãåíöèåé ∇RU(R, t) = −∂w(r, t)/∂z|z=0. Ñ÷èòàåì,÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòðàëüíûé òåíçîð ïîëÿ ñêîðîñòè u(r, t) èìååò âèä
Eij(k, t) = E(k, t)

(
δij −

kikj

k2

)
.Ïðåäñòàâèì òåïåðü ïîëå ïëàâó÷åé ïðèìåñè â âèäå

ρ(r, t) = ρ(R, t)δ(z), r = (R, z), R = (x, y).Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (1.2) íà ñ. 8 è èíòåãðèðóÿ ïî z, ïîëó-÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+

∂

∂R
U(R, t)

)
ρ(R, t) = 0, ρ(R, 0) = ρ0(R). (3.1)Ïîëå U(R, t) ãàóññîâî, îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ñî ñïåêòðàëüíûì òåíçîðîì

Eαβ(k⊥, t) =

∞∫

−∞

dkzE
(
k2
⊥ + k2

z , t
)(

δαβ − k⊥αk⊥β

k2
⊥

)
, α, β = 1, 2. (3.2)Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü (3.2) ñ (2.1) è (2.2) íà ñ. 23, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîëåíîèäàëü-íîé è ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè U (R, t) íà ïëîñ-60
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Es(k⊥, t) =

∞∫

−∞

dkz E
(
k2
⊥ + k2

z , t
)

,

Ep(k⊥, t) =

∞∫

−∞

dkz E
(
k2
⊥ + k2

z , t
) k2

z

k2
⊥ + k2

z

.

(3.3)Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîëÿ ïëîòíîñòè ρ(R, t)áóäåò îïèñûâàòüñÿ äâóìåðíûì óðàâíåíèåì (2.39) íà ñ. 35, ò. å. óðàâíåíèåì
(

∂

∂t
− D0∆

)
P (r, t; ρ) = Dp ∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ), P (r, 0; ρ) = δ(ρ0(r) − ρ) (3.4)ñ êîý��èöèåíòàìè äè��óçèè, îïðåäåëÿåìûìè, ñîãëàñíî �îðìóëàì (2.4), (2.5) íà ñ. 24è (3.3), ðàâåíñòâàìè

D0 = 2π

∞∫

0

dτ

∞∫

0

k2 dk E (k, τ) ,

Ds =
4π

3

∞∫

0

dτ

∞∫

0

k4 dk E (k, τ) , Dp =
4π

5

∞∫

0

dτ

∞∫

0

k4 dk E (k, τ) .

(3.5)Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ äè��óçèè ïëîòíîñòè áåçûíåðöèîííîé ïëà-âó÷åé ïðèìåñè äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â ýéëåðîâîìîïèñàíèè. Â òî æå âðåìÿ äëÿ äè��óçèè áåçûíåðöèîííûõ ïëàâó÷èõ ÷àñòèö êëàñòå-ðèçàöèÿ îñóùåñòâëÿòüñÿ íå áóäåò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (3.5), èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî Ds > Dp, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (2.37) íà ñ. 33.3.1.1. Ïëàâó÷àÿ ïðèìåñü íà ñëó÷àéíîé ïîâåðõíîñòè z (R, t)�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î äè��óçèè ïëàâó÷åé ïðèìåñè, ñîñðåäîòî÷åííîé íàñëó÷àéíîé ïîâåðõíîñòè z (R, t), ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñÿùåé îò ïîëÿ ñêîðîñòåé.Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèÿ (3.1) èìååì óðàâíåíèå

∂

∂t
ρ(R, t) +

∂

∂R
{u(R, z(R, t); t)ρ(R, t)} = 0, R = {x, y}. (3.6)Ñ÷èòàåì, ÷òî îáùàÿ ìàññà ïðèìåñè

∫
dR ρ(R, t) = 1.Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç óðàâíåíèÿ (3.6) ñîñòîèò òåïåðü èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîìøàãå óñðåäíèì ýòî óðàâíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ {u(R, z; t)} è â äè��óçè-îííîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè R(R, t) = 〈ρ(R, t)〉u:

∂

∂t
R(R, t) =

∂2

∂Rα∂Rβ

t∫

0

dt′
∫

dk⊥

∞∫

−∞

dkz Eαβ(k2
⊥ + k2

z , t − t′)eikzZ(R,t,t′)
R(R, t) −

− i
∂

∂Rα

t∫

0

dt′
∫

dk⊥

∞∫

−∞

kz dkz Eαβ(k2
⊥ + k2

z , t − t′)eikzZ(R,t,t′) ∂z(R, t)

∂Rβ
R(R, t),
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Eαβ(k2
⊥ + k2

z , t) = E(k2
⊥ + k2

z , t)

(
δαβ − k⊥αk⊥β

k2
⊥ + k2

z

)è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Z(R, t, t′) = z(R, t) − z(R, t′).Ýòî óðàâíåíèå � ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïî ñëó÷àéíîìó ïîëþ Z(R, t, t′). Áóäåìñ÷èòàòü ïîëå z(R, t) ãàóññîâûì ïîëåì ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé

〈z(R, t)〉 = 0,
〈
z(R, t)z(R′, t′)

〉
= Bz(R − R′, t − t′).Ââåäåì òåïåðü íîâóþ �óíêöèþ

F (R; t, t′; kz) = exp{k2
zDz(t − t′) + ikzZ(R, t, t′)}R(R, t),

R(R, t) = exp{−k2
zDz(t − t′) − ikzZ(R, t, t′)}F (R; t, t′; kz),ãäå Dz(t) = Bz(0, 0) − Bz(0, t). Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ R(R, t) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂t
R(R, t) =

=
∂2

∂Rα∂Rβ

t∫

0

dt′
∫

dk⊥

∞∫

−∞

dkz Eαβ(k2
⊥ + k2

z , t − t′) exp
(
−k2

zDz(t − t′)
)

F (R; t, t′; kz) −

− i
∂

∂Rα

t∫

0

dt′
∫

dk⊥

∞∫

−∞

kz dkz Eαβ(k2
⊥ + k2

z , t − t′) exp
(
ikzZ(R, t, t′)

)∂z(R, t)

∂Rβ
R(R, t).(3.7)Ïåðåéäåì òåïåðü êî âòîðîìó øàãó ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ïî ñëó÷àéíîìó ïîëþ

R(R, t). Ýòî ñëó÷àéíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì ïîëîæåíèÿ âçâîëíîâàííîé ïî-âåðõíîñòè, ò. å.

R(R, t) = R

[
R, t; z(R̃, τ̃)

]
,è ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà F (R; t, t′; kz) ïî ïîëþ z(R̃, τ̃) îïèñûâàåòñÿ�îðìóëîé (ñì., íàïðèìåð, [8, 9℄)

〈
F (R; t, t′; kz)

〉
z =

〈
exp

(
k2

zDz(t − t′) + ikzZ(R, t, t′)
)

R(R, t)
〉

z
=

=
〈
R

[
R, t; z(R̃, τ̃) + ikz

{
Bz(R̃ − R, τ̃ − t) − Bz(R̃ − R, τ̃ − t′)

}]〉

z
,ò. å. îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé âåëè÷èíîé ïëîòíîñòè ñ �óíêöèîíàëüíûì ñäâèãîì.Íàñ èíòåðåñóåò òåíçîðíàÿ âåëè÷èíà

Σαβ(t) =

〈∫
RαRβR(R, t) dR

〉

z
,ðàâíàÿ 1

2
σ2(t)δαβ â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé èçîòðîïèè. Îíà ñâÿçàíà ñî ñðåäíèì çíà÷å-íèåì R(R, t). Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ íàäî óñðåäíèòü óðàâíåíèå (3.7). Ìîæíî ïîêàçàòü,
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z êîý��èöèåíò äè��óçèè îïèñûâàåòñÿ âûðàæå-íèåì

D(t) =
∂

∂t
σ2(t) =

= 2

t∫

0

dτ

∫
dk⊥

∞∫

−∞

dkz Eαα(k2
⊥ + k2

z , τ) exp
(
−k2

zDz(τ)
) ∫

dR 〈F (R; t, t − τ ; kz)〉z .Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå âçâîëíîâàííîñòè ïîâåðõíîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ äâîÿêèì îáðà-çîì. Âî-ïåðâûõ, ìåíÿåòñÿ ý��åêòèâíûé ñïåêòð ïîëÿ ñêîðîñòåé, è, âî-âòîðûõ, èçìå-íÿåòñÿ ñàìà ñòðóêòóðà ïîëÿ ïëîòíîñòè. Ýòè ý��åêòû ñâÿçàíû, åñòåñòâåííî, ñ êîíå÷-íîñòüþ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè, è â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòèïîëÿ ñêîðîñòåé ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïëîòíîñòè íå çàâèñÿò îò âçâîëíîâàííîñòè ïî-âåðõíîñòè è ñîâïàäàþò ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïëîòíîñòè ïðèìåñè íà ðîâíîéïîâåðõíîñòè.3.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííîéïðèìåñè�àññìîòðèì òåïåðü äè��óçèþ ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö è ïîëÿ ïðèìåñè â ñëó-÷àéíûõ áåçäèâåðãåíòíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëÿõ, ñëåäóÿ ðàáîòàì [18, 19℄.Äè��óçèÿ ïëîòíîñòè ïðèìåñè ρ(r, t), äâèæóùåéñÿ â ñëó÷àéíîì ãèäðîäèíàìè÷å-ñêîì ïîòîêå, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (1.1) íà ñ. 8:

(
∂

∂t
+

∂

∂r
V (r, t)

)
ρ(r, t) = 0, ρ(r, 0) = ρ0(r), (3.8)ãäå ýéëåðîâî ïîëå ñêîðîñòè ïðèìåñè V (r, t) â îòñóòñòâèå ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêàóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.3) íà ñ. 8:

(
∂

∂t
+ V (r, t)

∂

∂r

)
V (r, t) = −λ [V (r, t) − u(r, t)] . (3.9)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé u(r, t) � áåçäèâåðãåíòíîå (ò. å. div u(r, t) = 0)îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíè ãàóññîâî ñëó÷àé-íîå ïîëå ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è êîððåëÿöèîííûì òåíçîðîì

Bij(r − r′, t − t′) =
〈
ui(r, t)uj(r

′, t′)
〉
.Äëÿ òàêîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�àÿñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèè ïîëÿ u(r, t) èìåþò âèä

Bij(r, t) =

∫
dk Eij(k, t)eikr, Bij(r, t) =

∫
dk

∞∫

−∞

dω ϕij(k, ω)eikr+iωt, (3.10)ãäå

Eij(k, t) = E(k, t)

(
δij −

kikj

k2

)
, ϕij(k, ω) = ϕ(k, ω)

(
δij −

kikj

k2

)
. (3.11)Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà

Bij(0, t) =
d − 1

d

∫
dk E(k, t)δij , (3.12)
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∂rk∂rl

èìååòïðåäñòàâëåíèå

−∂2Bij(0, τ)

∂rk∂rl
=

D(τ)

d(d + 2)
[(d + 1)δklδij − δkiδlj − δkjδli] . (3.13)Êîý��èöèåíò D(τ) â (3.13)

D(τ) =

∫
dk k2E(k, τ) = − 1

d − 1
〈u(r, t + τ)∆u(r, t)〉 ,è âåëè÷èíà

D(0) = − 1

d − 1
〈u(r, t)∆u(r, t)〉ñâÿçàíà ñ âèõðåâîé ñòðóêòóðîé ñëó÷àéíîãî áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ u(r, t).Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå r(t), V (t) äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9), ñîãëàñíî (1.4) íà ñ. 9,óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé:

d

dt
r(t) = V (t) , r(0) = r0,

d

dt
V (t) = −λ [V (t) − u (r(t), t)] , V (0) = V 0(r0),

(3.14)è îïèñûâàþò äèíàìèêó ÷àñòèöû.Äëÿ áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö ïàðàìåòð λ → ∞ è, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.14),
V (r, t) = u(r, t). (3.15)Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ V (r, t) è åãîâðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèè τv ñâÿçàíû ñ äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) è âðå-ìåíåì êîððåëÿöèè τ0 î÷åâèäíûìè ðàâåíñòâàìè

σ2
V = σ2

u, τv = τ0. (3.16)3.2.1. Îñîáåííîñòü äè��óçèè ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö (ëàãðàíæå-âî îïèñàíèå)Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ äè��óçèè ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèöíåïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t), è, ñëå-äîâàòåëüíî, óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà òàêæå íåïðèìåíèìî äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíî-ñòè âåðîÿòíîñòè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è åå ñêîðîñòè [19℄.Â ñàìîì äåëå, ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.14):
ϕ(r,V , t) = δ(r(t) − r)δ(V (t) − V ),îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ

(
∂

∂t
+ V

∂

∂r
− λ

∂

∂V
V

)
ϕ(r,V , t) = −λu (r, t)

∂

∂V
ϕ(r,V , t),

ϕ(r,V , 0) = δ(r − r0)δ(V − V 0(r0)).

(3.17)
3.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííîé ïðèìåñè 65Ñðåäíåå çíà÷åíèå èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ϕ(r,V ; t) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó-÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) îïèñûâàåò ñîâìåñòíóþ îäíîâðåìåíí�óþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåéïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è åå ñêîðîñòè:

P (r,V , t) = 〈ϕ(r,V , t)〉 = 〈δ(r(t) − r)δ(V (t) − V )〉u .Â ïðåäïîëîæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) (2.8) íà ñ. 25,óñðåäíèâ óðàâíåíèå (3.17) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) ñ ó÷åòîì�îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.10) íà ñ. 25, à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé

δ

δul(r′, t − 0)
ϕ(r,V , t) = −λδ(r − r′)

∂

∂Vl
ϕ(r,V , t)è ðàâåíñòâà (2.9) íà ñ. 25, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà

(
∂

∂t
+ V

∂

∂r
− λ

∂

∂V
V

)
P (r,V , t) = λ2D0

∂2

∂V 2 P (r,V , t),

P (r,V , 0) = δ(r − r0)δ(V − V 0(r0)),

(3.18)ãäå Be�
kl (0) = D0δkl è êîý��èöèåíò äè��óçèè

D0 =
1

d

∞∫

0

dτ 〈u(r, t + τ)u(r, t)〉 =
1

d
τ0

〈
u2(r, t)

〉
.Çäåñü, êàê è ðàíåå, d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, τ0 � âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèèñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t), à σ2

u =
〈
u2(r, t)

〉 � åãî äèñïåðñèÿ.Îäíèì èç óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àé-íîãî ïîëÿ u(r, t) âî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

λτ0 ≪ 1. (3.19)Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.18), �óíêöèè r(t) è V (t) ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè ñëó-÷àéíûìè ïðîöåññàìè, è äëÿ èõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé îáû÷íûì ïóòåì ïîëó÷àåì ñèñòåìóóðàâíåíèé:
d

dt
〈ri(t)rj(t)〉 = 2 〈ri(t)Vj(t)〉 ,

(
d

dt
+ λ

)
〈ri(t)Vj(t)〉 = 〈Vi(t)Vj(t)〉 , (3.20)

(
d

dt
+ 2λ

)
〈Vi(t)Vj(t)〉 = 2λ2D0δij .Èç ñèñòåìû (3.20) ñëåäóåò, ÷òî ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ âñåõ îäíîâðåìåíí�ûõ êîððåëÿ-öèé ïðè λt ≫ 1 è t/τ0 ≫ 1 îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

〈Vi(t)Vj(t)〉 = λD0δij , 〈ri(t)Vj(t)〉 = D0δij , 〈ri(t)rj(t)〉 = 2tD0δij ,è, â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèÿ ïðîöåññà V (t) è ïðîñòðàíñòâåííûé êîý��èöèåíò äè��óçèè

D =
1

2

d

dt

〈
r2(t)

〉 îïèñûâàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

σ2
v =

〈
V 2(t)

〉
= λ

∞∫

0

dτ 〈u(r, t + τ)u(r, t)〉 = λτ0σ
2
u,

D =
1

2

d

dt

〈
r2(t)

〉
= dD0 =

∞∫

0

dτ 〈u(r, t + τ)u(r, t)〉 = τ0σ
2
u.

(3.21)



66 �ëàâà 3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ áåçäèâåðãåíòíûõ ïîòîêàõÀíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåãêî äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ u(r, t)ïîëó÷èòü è âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τv ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-ñà V (t), ðàññìàòðèâàÿ âðåìåíí�óþ êîððåëÿöèþ 〈Vi(r, t + τ)Vj(r, t)〉. À èìåííî, ïîëó-÷àåì [19℄

τv = 1/λ. (3.22)Ñîïîñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (3.16)  ðàâåíñòâàìè (3.21) è (3.22), âèäèì, ÷òî îíè íåñîâìå-ñòèìû, ò. å. äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (3.15) òðåáóåòñÿ íå òîëüêî âûïîëíåíèå óñëîâèé

λt ≫ 1 è t/τ0 ≫ 1, íî òàêæå è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

λτ0 ≫ 1, (3.23)÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè âîâðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t) (3.19). ×òî æå êàñàåòñÿ êîý��èöèåíòà ïðîñòðàí-ñòâåííîé äè��óçèè D â (3.21), òî ýòà âåëè÷èíà, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (3.14), ðàâíà

D =
1

2

d

dt

〈
r2(t)

〉
=

∞∫

0

dτ 〈V (r, t + τ)V (r, t)〉 = τvσ2
v = τ0σ

2
u =

∞∫

0

dτ 〈u(r, t + τ)u(r, t)〉êàê â äåëüòà-êîððåëèðîâàííîì ïðèáëèæåíèè, òàê è â ïðèáëèæåíèè áåçûíåðöèîííîñòèïîëÿ ïðèìåñè è âîîáùå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ (ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, λt ≫ 1).Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãîïîëÿ u(r, t) äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3.14) íåïðàâèëüíî îïèñûâàåò ñòàòèñòèêó ñêî-ðîñòè ÷àñòèöû è åå êîððåëÿöèþ ñ ïîëîæåíèåì ÷àñòèöû ïðè ïåðåõîäå ê ïðèáëèæåíèþáåçûíåðöèîííîñòè ÷àñòèö. È â òî æå âðåìÿ ýòî ïðèáëèæåíèå íå ïðîòèâîðå÷èò ïðî-ñòðàíñòâåííîé äè��óçèè ÷àñòèö. Îòìåòèì, ÷òî âûäåëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñà-íèÿ äè��óçèè ÷àñòèöû èç åãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îãî îïèñàíèÿ ñîñòàâëÿåò òàêíàçûâàåìóþ ïðîáëåìó Êðàìåðñà (ñì., íàïðèìåð, [30℄).3.2.2. Äè��óçèÿ ìàëîèíåðöèîííîé ïðèìåñè â ýéëåðîâîì îïèñàíèèÅñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå V (r, t) ãàóññîâî, ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíî è èçî-òðîïíî â ïðîñòðàíñòâå, ñòàöèîíàðíî âî âðåìåíè ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è êîð-ðåëÿöèîííûì òåíçîðîì

〈
Vi(r, t)Vj(r

′, t′)
〉

= B
(V )
ij (r − r′, t − t′),òî îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.8),

P (r, t; ρ), êàê â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè ïîëÿ V (r, t), òàêè â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2.39) íà ñ. 35:
(

∂

∂t
− D0

∂2

∂r2

)
P (r, t; ρ) = Dρ

∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ),

P (r, 0; ρ) = δ(ρ0(r) − ρ),

(3.24)ãäå êîý��èöèåíòû äè��óçèè
D0 =

1

d

∞∫

0

dτ 〈V (r, t + τ)V (r, t)〉 =
1

d
τV

〈
V 2(r, t)

〉
,

Dρ =

∞∫

0

dτ

〈
∂V (r, t + τ)

∂r

∂V (r, t)

∂r

〉
= τdiv V

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉 (3.25)

3.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííîé ïðèìåñè 67õàðàêòåðèçóþò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïëûâàíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè ρ(r, t) è õàðàêòåðíîåâðåìÿ îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð, à τV è τdiv V � âðåìåíí�ûå ðàäèóñû êîððå-ëÿöèè äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé V (r, t) è ∂V (r, t)/∂r.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè (3.25) èñõîäÿèç ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.9), ò. å. ê âû÷èñëåíèþ âðåìåíí�ûõ ðàäèóñîâ êîððåëÿ-öèé τV è τdiv V ñëó÷àéíûõ ïîëåé V (r, t) è ∂V (r, t)/∂r, à òàêæå èõ ïðîñòðàíñòâåííûõìàñøòàáîâ êîððåëÿöèé è äèñïåðñèé [18℄.Ñ÷èòàåì, ÷òî äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà
σ2

u =
〈
u2(r, t)

〉 äîñòàòî÷íî ìàëà è îïðåäåëÿåò îñíîâíîé ìàëûé ïàðàìåòð çàäà÷è. Äëÿáîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ (ìàëàÿ èíåðöèîííîñòü ÷àñòèö) ìû ìîæåì ëèíåàðè-çîâàòü óðàâíåíèå (3.9) îòíîñèòåëüíî �óíêöèè V (r, t) ≈ u(r, t) è ïåðåéòè ê áîëååïðîñòîìó âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ
(

∂

∂t
+ u(r, t)

∂

∂r

)
V (r, t) = −

(
V (r, t)

∂

∂r

)
u(r, t) − λ [V (r, t) − u(r, t)] ,êîòîðîå çàïèøåì â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

(
∂

∂t
+ λ

)
Vi(r, t) = −uk(r, t)

∂Vi(r, t)

∂rk
− ∂ui(r, t)

∂rk
Vk(r, t) + λui(r, t). (3.26)Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ V (r, t)â ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïî ïàðàìåòðó σ2

u. Îòìåòèì, ÷òî ñòàòèñòèêàïîëÿ V (r, t), îïèñûâàåìîãî ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (3.9), (3.26), â îáùåì ñëó÷àåíå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé. Îäíàêî ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûñøèå êóìóëÿíòû ïîëÿ div V (r, t)áóäóò èìåòü áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì âòîðîé êóìóëÿíò, è, ñëåäîâàòåëüíî,ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (3.24) äåéñòâèòåëüíî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåìãàóññîâà ïîëÿ V (r, t).Äëÿ ìàëîèíåðöèîííîé ïðèìåñè, êàê ìû âèäåëè íà ïðèìåðå äè��óçèè ÷àñòèö,íåñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ

u(r, t). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ïà-ðàìåòðà λτ0. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè.Ñëó÷àéíîå ïîëå u(r, t) êîððåëèðóåò ñ �óíêöèåé V (r, t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíê-öèîíàëîì ïîëÿ u(r, t). �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâà ïîëÿ u(r, t) îñíîâàíîíà �îðìóëå Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24, ñîäåðæàùåé âàðèàöèîííûå ïðîèçâîä-íûå. Óðàâíåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé â äè��óçèîííîì ïðèáëè-æåíèè âûïèñûâàþòñÿ òî÷íî. Ñîîòâåòñòâóþùåå óïðîùåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ íàóðîâíå �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îò �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåò-ðîâ (ñì., íàïðèìåð, [8,9℄), è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà τ0âëèÿíèå ïîëÿ u(r, t) íåñóùåñòâåííî.Äëÿ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè èìååì óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ λ

)
δVi(r, t)

δul(r′, t′)
= 0ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè t = t′:

δVi(r, t)

δul(r′, t′)

∣∣∣∣
t=t′+0

= −
[
δ(r − r′)

∂Vi(r, t′)

∂rl
+ δil

∂δ(r − r′)

∂rk
Vk(r, t′)

]
+ δ(r − r′)λδil,êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.26). �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

δVi(r, t)

δul(r′, t′)
= e−λ(t−t′)

{
−
[
δ(r − r′)

∂Vi(r, t′)

∂rl
+

∂δ(r − r′)

∂rk
δilVk(r, t′)

]
+ δ(r − r′)λδil

}
.
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V (r, t) = e−λ(t−t′)V (r, t′),è, ñëåäîâàòåëüíî, V (r, t′) = eλ(t−t′)V (r, t). Òàêèì îáðàçîì, â äè��óçèîííîì ïðèáëè-æåíèè äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

δVi(r, t)

δul(r′, t′)
= −

[
δ(r − r′)

∂Vi(r, t)

∂rl
+ δil

∂δ(r − r′)

∂rµ
Vµ(r, t)

]
+ δ(r − r′)λe−λ(t−t′)δil.(3.27)3.2.3. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîððåëÿöèè ïîëÿ V (r, t)Èç óðàâíåíèÿ (3.26) ñëåäóåò óðàâíåíèå äëÿ îäíîâðåìåíí�îãî ïðîñòðàíñòâåííîãîêîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà ïîëÿ V (r, t):

(
∂

∂t
+ 2λ

)
〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 =

= − ∂

∂rk
〈uk(r, t)Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 −

∂

∂r1k
〈uk(r1, t)Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 −

−
〈

∂ui(r, t)

∂rk
Vk(r, t)Vj(r1, t)

〉
−
〈

∂uj(r1, t)

∂r1k
Vk(r1, t)Vi(r, t)

〉
+

+ λ [〈ui(r, t)Vj(r1, t)〉 + 〈uj(r1, t)Vi(r, t)〉] .Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24 è âûðàæåíèå (3.27) äëÿ âàðè-àöèîííîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òåíçîðà
Fij(r − r1) = 〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉, íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè (r − r1 → r):

2λFij(r) = 2

∞∫

0

dτ [Bβγ(0, τ) − Bβγ(r, τ)]
∂2

∂rβ∂rγ
Fij(r) −

−
∞∫

0

dτ
∂Bβj(r, τ)

∂rγ

∂

∂rβ
Fiγ(r) −

∞∫

0

dτ
∂Bβi(r, τ)

∂rγ

∂

∂rβ
Fγj(r) −

−
∞∫

0

dτ
∂Biγ(r, τ)

∂rβ

∂

∂rγ
Fβj(r) −

∞∫

0

dτ
∂Bjγ(r, τ)

∂rβ

∂

∂rγ
Fiβ(r) −

− 2

∞∫

0

dτ
∂2Bij(r, τ)

∂rβ∂rγ
Fβγ(r) + 2λ2

∞∫

0

dτ e−λτBij(r, τ). (3.28)Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèè 〈Vi(r, t)Vj(r, t)〉 â äè��óçèîííîì ïðè-áëèæåíèè, ïîëàãàÿ r = 0 â óðàâíåíèè (3.28), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
λ 〈Vi(r, t)Vj(r, t)〉 = −

∞∫

0

dτ
∂2Bij(0, τ)

∂rβ∂rγ
〈Vβ(r, t)Vγ(r, t)〉+λ2

∞∫

0

dτ e−λτBij(0, τ), (3.29)
3.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííîé ïðèìåñè 69êîòîðîå ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

λ 〈Vi(r, t)Vj(r, t)〉 = λ2

∞∫

0

dτ e−λτBij(0, τ) +

+
D1

d(d + 2)

[
(d + 1)

〈
V 2(r, t)

〉
δij − 2 〈Vi(r, t)Vj(r, t)〉

]
,ãäå êîý��èöèåíò

D1 =

∞∫

0

dτD(τ) =

∞∫

0

dτ

∫
dk k2E(k, τ) = − 1

d − 1

∞∫

0

dτ 〈u(r, t + τ)∆u(r, t)〉. (3.30)Ñëåäîâàòåëüíî,
(

λ − d − 1

d
D1

)〈
V 2(r, t)

〉
= λ2

∞∫

0

dτ e−λτBii(0, τ), (3.31)åñëè ïàðàìåòð λ > D1 (d − 1) /d.Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ =
λr = (d − 1)D1/d, è ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè ïîëÿ ñêîðîñòè ñóùåñòâóåò,òîëüêî åñëè λ > λr.Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ ≫ D1 ∼ σ2
uτ0/l

2
0, (3.32)ãäå l0 � ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ïîëÿ u(r, t), òî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

〈
V 2(r, t)

〉
= λ

∞∫

0

dτ e−λτBii(0, τ) = λ(d − 1)

∞∫

0

dτ e−λτ
∫

dk E(k, τ). (3.33)Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.32) âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà.Èç ðàâåíñòâà (3.33) ìû ìîæåì îöåíèòü äèñïåðñèþ ïîëÿ V (r, t). Â ðåçóëüòàòå ïî-ëó÷àåì ïðè λt ≫ 1 ðàâåíñòâà:

σ2
V =

{
σ2

u, åñëè λτ0 ≫ 1,

λτ0σ
2
u, åñëè λτ0 ≪ 1,

(3.34)ãäå τ0 � âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ u(r, t). Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ τ0 → 0 è λ → ∞ íåïåðåñòàíîâî÷íà.3.2.4. Êîððåëÿöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ V (r, t)�àññìîòðèì òåïåðü òàêèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðî-èçâîäíûõ ïîëÿ V (r, t), êàê

〈
∂Vi(r, t)

∂rk

∂Vj(r, t)

∂rl

〉
= − ∂2Fij(r)

∂rk∂rl

∣∣∣∣∣
r=0

.
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2λ
∂2Fij(0)

∂rk∂rl
= 2λ2

∞∫

0

dτ e−λτ ∂2Bij(0, τ)

∂rk∂rl
− 2

∞∫

0

dτ
∂2Bβγ(0, τ)

∂rk∂rl

∂2Fij(0)

∂rβ∂rγ
−

−
∞∫

0

dτ
∂2Bβj(0, τ)

∂rγ∂rk

∂2Fiγ(0)

∂rβ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2Bβj(0, τ)

∂rγ∂rl

∂2Fiγ(0)

∂rβ∂rk
−

−
∞∫

0

dτ
∂2Bβi(0, τ)

∂rγ∂rk

∂2Fγj(0)

∂rβ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2Bβi(0, τ)

∂rγ∂rl

∂2Fγj(0)

∂rβ∂rk
−

−
∞∫

0

dτ
∂2Biγ(0, τ)

∂rβ∂rk

∂2Fβj(0)

∂rγ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2Biγ(0, τ)

∂rβ∂rl

∂2Fβj(0)

∂rγ∂rk
−

−
∞∫

0

dτ
∂2Bjγ(0, τ)

∂rβ∂rk

∂2Fiβ(0)

∂rγ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2Bjγ(0, τ)

∂rβ∂rl

∂2Fiβ(0)

∂rγ∂rk
−

− 2

∞∫

0

dτ
∂2Bij(0, τ)

∂rβ∂rγ

∂2Fβγ(0)

∂rk∂rl
− 2

∞∫

0

dτ
∂4Bij(0, τ)

∂rβ∂rγ∂rk∂rl
Fβγ(0). (3.35)Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.35) ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîìïîðÿäêà ∼ σ4

u è ìîæåò áûòü îïóùåí.Ïîëîæèì â óðàâíåíèè (3.35) i = k, j = l. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.13)ïðè λ ≫ D1 ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

λ

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=
4(d + 1)D1

d(d + 2)

〈
∂Vi(r, t)

∂rk

∂Vi(r, t)

∂rk

〉
. (3.36)Âåëè÷èíà

〈
∂Vi(r, t)

∂rk

∂Vi(r, t)

∂rk

〉
= −∂2Fii(0)

∂r2
= −〈V (r, t)∆V (r, t)〉ñâÿçàíà ñ âèõðåâîé ñòðóêòóðîé ïîëÿ V (r, t), è ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (3.36)â âèäå 〈(

∂V (r, t)

∂r

)2
〉

= −4(d + 1)D1

λd(d + 2)
〈V (r, t)∆V (r, t)〉 . (3.37)Ïóñòü òåïåðü â óðàâíåíèè (3.35) i = j, k = l. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3.13) ïðèóñëîâèè λ ≫ D1 ïîëó÷àåì

∂2Fii(0)

∂r2
= λ

∞∫

0

dτ e−λτ ∂2Bii(0, τ)

∂r2
,ò. å.

〈V (r, t)∆V (r, t)〉 = λ

∞∫

0

dτ e−λτ ∂2Bii(0, τ)

∂r2
=

= −(N − 1)D2(λ) = λ

∞∫

0

dτ e−λτ 〈u(r, t)∆u(r, t)〉 , (3.38)
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D2(λ) =

∞∫

0

dτ e−λτD(τ) =

∞∫

0

dτ e−λτ
∫

dk k2E(k, τ). (3.39)Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèâåðãåíöèè ïîëÿ V (r, t) ïðè óñëîâèè λ/D1 ≫ 1 ïîëó÷àåìâûðàæåíèå 〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=
4
(
d2 − 1

)

d(d + 2)
D1D2(λ). (3.40)Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíò

D1 = − τ0

(d − 1)
〈u(r, t)∆u(r, t)〉íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ. Êîý��èöèåíò æå D2(λ) ïðè λτ0 ≫ 1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-æåíèåì

D2(λ) = − 1

λ(d − 1)
〈u(r, t)∆u(r, t)〉 .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðåõìåðíîãî è äâóìåðíîãî ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=
32

15
D1D2(λ),

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=
3

2
D1D2(λ), (3.41)êîòîðûå â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìàëîé èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö λτ0 ≫ 1 ïåðåõîäÿò â ðà-âåíñòâà

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=






8

15

τ0

λ
〈u(r, t)∆u(r, t)〉2 â 3-ìåðíîì ñëó÷àå,

3

2

τ0

λ
〈u(r, t)∆u(r, t)〉2 â 2-ìåðíîì ñëó÷àå. (3.42)Íà îñíîâå âûðàæåíèÿ (3.38) ìîæíî îöåíèòü ïðîñòðàíñòâåííûé êîððåëÿöèîííûéìàñøòàá lor ïîëÿ V (r, t). À èìåííî, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.34) ïîëó÷àåì, ÷òî

lor ∼ l0íåçàâèñèìî îò óñëîâèé λτ0 ≪ 1 èëè λτ0 ≫ 1.3.2.5. Âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð ïîëÿ V (r, t)Äëÿ âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïðè t > t1 èìååì óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ λ

)
〈Vi(r, t)Vj(r1, t1)〉 = λ 〈ui(r, t)Vj(r1, t1)〉 −

− ∂

∂rk
〈uk(r, t)Vi(r, t)Vj(r1, t1)〉 −

〈
∂ui(r, t)

∂rk
Vk(r, t)Vj(r1, t1)

〉
.Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) è âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèîííîé ïðî-èçâîäíîé (3.27) ïîëó÷àåì â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåìäëÿ �óíêöèè 〈Vi(r, t)Vj(r1, t1)〉:

(
∂

∂τ
+ λ

)
〈Vi(r, t + τ)Vj(r1, t)〉 = λeλτ

∞∫

τ

dτ1 Bii(r − r1, τ1)e
−λτ1 ,

〈Vi(r, t + τ)Vj(r1, t)〉τ=0 = 〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 ,

(3.43)
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u. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ äîñòàòî÷íîáîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ (3.32).Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âðåìåíí�ûå ðàäèóñû êîððåëÿöèè â âûðàæåíèÿõ (3.25).Ñ ýòîé öåëüþ, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (3.43) ïî ïàðàìåòðó τ â èíòåðâàëå (0,∞), ïîëó-÷àåì âûðàæåíèå

λ

∞∫

0

dτ 〈Vi(r, t + τ)Vj(r1, t)〉 = 〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 + λ

∞∫

0

dτ Bij(r − r1, τ)
[
1 − e−λτ

]
.(3.44)Ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (3.44) r = r1 è i = j, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ïîëÿ V (r, t):

λτV

〈
V 2(r, t)

〉
=
〈
V 2(r, t)

〉
+ λ

∞∫

0

dτ Bii(0, τ)
[
1 − e−λτ

]
,êîòîðîå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà (3.33), ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

τV

〈
V 2(r, t)

〉
= τ0Bii(0, 0), (3.45)íåçàâèñÿùåì îò ïàðàìåòðà λ.Äè��åðåíöèðóÿ òåïåðü âûðàæåíèå (3.44) ïî ri è r1j è ïîëàãàÿ r = r1, ïîëó÷àåìâûðàæåíèå äëÿ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ïîëÿ ∂V (r, t)/∂ r :

τdiv V =
1

λ
, (3.46)ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿñëó÷àÿ λτ0 ≫ 1, êîãäà V (r, t) ≈ u(r, t) è, ñëåäîâàòåëüíî, τV = τ0.Òåïåðü ìû óæå â ñîñòîÿíèè âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû (3.25) â óðàâíåíèè äëÿïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (3.24) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (3.45), (3.46) è (3.40):

D0 =
1

d
τV

〈
V 2(r, t)

〉
=

1

d
τ0Bii(0, 0) =

d − 1

d
τ0

∫
dk E(k, 0),

Dρ = τdiv V

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=
4

λ

d2 − 1

d(d + 2)
D1D2(λ).

(3.47)Â ÷àñòíîñòè, â 3-ìåðíîì ñëó÷àå ïðè λτ0 ≫ 1 ïîëó÷àåì
D0 =

1

3
τV

〈
V 2(r, t)

〉
=

1

3
τ0Bii(0, 0) =

2

3
τ0

∫
dk E(k, 0),

Dρ = τdiv V

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=
8

15

τ0

λ2
〈u(r, t)∆u(r, t)〉2 .

(3.48)Â 2-ìåðíîì æå ñëó÷àå ïðè λτ0 ≫ 1 èìååì
D0 =

1

2
τV

〈
V 2(r, t)

〉
=

1

2
τ0Bii(0, 0) = τ0

∫
dk E(k, 0),

Dρ = τdiv V

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

=
3

2

τ0

λ2
〈u(r, t)∆u(r, t)〉2 .

(3.49)
3.3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïðèìåñè ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ 73Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî êîý��èöèåíò Dρ ∼ σ4

u. È ñíà÷àëà âèõðåâàÿ êîìïî-íåíòà ïîëÿ u(r, t) ãåíåðèðóåò âèõðåâóþ êîìïîíåíòó ïîëÿ V (r, t) ïðÿìûì ëèíåéíûììåõàíèçìîì áåç ó÷àñòèÿ àäâåêöèè, à óæå çàòåì âèõðåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ V (r, t)ãåíåðèðóåò äèâåðãåíòíóþ êîìïîíåíòó ïîëÿ V (r, t) ÷åðåç ìåõàíèçì àäâåêöèè.3.2.6. Îá óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâÓñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñêëàäûâàþòñÿ èç íåñêîëüêèõ îãðà-íè÷åíèé.1. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.26) èìå-þò âèä

λ > D1
d − 1

d

è D1τ0 ≪ 1, D2(λ)τ0 ≪ 1,à âåëè÷èíû

D1 ∼

σ2
uτ0

l20
, D2(λ) ∼





σ2
uτ0/l

2
0, åñëè λτ0 ≪ 1,

σ2
u/λl20, åñëè λτ0 ≫ 1,ãäå l0 � ïðîñòðàíñòâåííûé êîððåëÿöèîííûé ìàñøòàá è τ0 � âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîð-ðåëÿöèè ïîëÿ u(r, t). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óñëîâèå

σ2
uτ2

0

l20
≪ 1. (3.50)2. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ïîëÿ V (r, t)äëÿ óðàâíåíèÿ (3.24) èìååò âèä Dρ/λ ≪ 1, ò. å.

D1D2(λ)

λ2
≪ 1.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ â âèäå

σ2
uτ2

0

l20
≪ λτ0, åñëè λτ0 ≪ 1;

σ2
uτ2

0

l20
≪ (λτ0)

3/2 , åñëè λτ0 ≫ 1. (3.51)3. Âî âñåõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå (3.32), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèÿ

σ2
uτ2

0

l20
≪ λτ0. (3.52)Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö (λτ0 ≫ 1) óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòèïðèáëèæåíèé, èñïîëüçîâàííûõ âûøå, ñâîäÿòñÿ ê óñëîâèþ (3.50).3.3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííîéïðèìåñè ñ ó÷åòîì áûñòðîãî âðàùåíèÿÎáñóäèì òåïåðü äâóìåðíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè ïðèìåñè ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ, êî-òîðîå ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ V (r, t)

∂

∂r

)
Vi(r, t) = −λ [Vi(r, t) − ui(r, t)] + 2ΩΓiµVµ(r, t),
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Γ =

∥∥∥∥∥
0 1

−1 0

∥∥∥∥∥ , Γ2 = −E,à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+ V (r, t)

∂

∂r

)
V (r, t) = −Λ [V (r, t) − U (r, t)] , (3.53)ãäå ìàòðèöà Λ = (λE − 2ΩΓ), à ñëó÷àéíîå ïîëå ñêîðîñòåé èìååò ñòðóêòóðó

U(r, t) = λΛ−1u(r, t), Λ−1 =
λE + 2ΩΓ

λ2 + 4Ω2
. (3.54)Â ñëó÷àå, êîãäà {λ èëè Ω} → ∞, ïðèáëèæåííî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

V (r, t) ≈ U(r, t). (3.55)Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ââåñòè íîâûé âåêòîð W (r, t) = ΓV (r, t), è òîãäà âåëè÷èíà

ξ(r, t) =
∂Wi(r, t)

∂ri
=

∂W (r, t)

∂r
=

∂V2(r, t)

∂r1
− ∂V1(r, t)

∂r2áóäåò îïèñûâàòü âèõðåâóþ êîìïîíåíòó ïîëÿ ñêîðîñòåé V (r, t). Óðàâíåíèå (3.53) îò-ëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (3.9) íà ñ. 63 òåíçîðíûì õàðàêòåðîì ïàðàìåòðà Λ. Êðîìå òîãî,â óðàâíåíèè (3.53) ïîëå U(r, t) ÿâëÿåòñÿ äèâåðãåíòíûì ïîëåì è äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãîïîëÿ u(r, t) âåëè÷èíà

div U(r, t) =
∂U(r, t)

∂r
= λ

∂

∂rk
Λ−1

kµ uµ(r, t) =
2λΩ

λ2 + 4Ω2
Γkµ

∂uµ(r, t)

∂rkñâÿçàíà ñ âèõðåâîé êîìïîíåíòîé ïîëÿ u(r, t).Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, êàê è ðàíåå, ÷òî äèñïåðñèÿ σ2
u =

〈
u2(r, t)

〉 èìååò ìàëîå çíà÷å-íèå è äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ {λ,Ω} ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèå (3.53)îòíîñèòåëüíî ïîòîêà (3.55). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
∂

∂t
V (r, t) +

(
U(r, t)

∂

∂r

)
V (r, t) +

(
V (r, t)

∂

∂r

)
U(r, t) = −Λ [V (r, t) − U(r, t)] ,êîòîðîå â êîîðäèíàòíîé �îðìå èìååò âèä

∂Vi(r, t)

∂t
+ ΛiµVµ(r, t) = −Uk(r, t)

∂Vi(r, t)

∂rk
− ∂Ui(r, t)

∂rk
Vk(r, t) + ΛiµUµ(r, t).Åñëè ïàðàìåòðû {λ,Ω} ≫ σ2

uτ0/l
2or, ãäå, êàê è ðàíåå, lor � ïðîñòðàíñòâåííûé êîð-ðåëÿöèîííûé ìàñøòàá ïîëÿ V (r, t), òî ìîæíî îïóñòèòü àäâåêòèâíûå ÷ëåíû è ïåðåéòèê ïðîñòåéøåìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

∂Vi(r, t)

∂t
+ ΛiµVµ(r, t) = λui(r, t). (3.56)Äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïðè t > t′ èìååì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

∂

∂t

δVi(r, t)

δul(r′, t′)
+ Λiµ

δVµ(r, t)

δul(r′, t′)
= 0,

3.3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïðèìåñè ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ 75êîòîðîå â êîîðäèíàòíîé �îðìå èìååò âèä ñèñòåìû óðàâíåíèé:
(

∂

∂t
+ λ

)
δVi(r, t)

δul(r′, t′)
= 2Ω

δWi(r, t)

δul(r′, t′)
,

(
∂

∂t
+ λ

)
δWi(r, t)

δul(r′, t′)
= −2Ω

δVi(r, t)

δul(r′, t′)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè t = t′

δVi(r, t′)

δul(r′, t′)
= λδilδ(r − r′),

δWi(r, t′)

δul(r′, t′)
= λΓilδ(r − r′).�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

δ

δul(r′, t′)

(
Vi(r, t)

Wi(r, t)

)
= λe−λ(t−t′)δ(r − r′)A(t − t′)

(
δil

Γil

)
,ãäå ìàòðèöà

A(t) =

(
cos 2Ωt sin 2Ωt

− sin 2Ωt cos 2Ωt

)
.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæå-íèå

δVi(r, t)

δul(r′, t′)
= λδ(r − r′)e−λ(t−t′) [δil cos 2Ω

(
t − t′

)
+ Γil sin 2Ω

(
t − t′

)]
. (3.57)3.3.1. Ïðîñòðàíñòâåííûå êîððåëÿöèè ïîëÿ V (r, t)Èç óðàâíåíèÿ (3.56) äëÿ îäíîâðåìåíí�îãî ïðîñòðàíñòâåííîãî êîððåëÿöèîííîãî òåí-çîðà ñëåäóåò óðàâíåíèå

∂

∂t
〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 + Λiµ 〈Vµ(r, t)Vj(r1, t)〉 + Λjµ 〈Vi(r, t)Vµ(r1, t)〉 =

= λ 〈ui(r, t)Vj(r1, t)〉 + λ 〈uj(r1, t)Vi(r, t)〉 . (3.58)Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24 è âûðàæåíèÿ (3.57) ïîëó-÷àåì, ÷òî ñòàöèîíàðíûé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

2λ 〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 − 2Ω [〈Wi(r, t)Vj(r1, t)〉 + 〈Vi(r, t)Wj(r1, t)〉] =

= 2λ2

∞∫

0

dτ e−λτ cos 2ΩτBij(r − r1, τ) +

+ λ2

∞∫

0

dτ e−λτ sin 2Ωτ [ΓjµBiµ(r − r1, τ) + ΓiµBjµ(r − r1, τ)] . (3.59)Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ â óðàâíåíèè (3.59) r = r1 è i = j, ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàöè-îíàðíîå çíà÷åíèå äëÿ äèñïåðñèè 〈V 2(r, t)
〉:

〈
V 2(r, t)

〉
= λ

∞∫

0

dτ e−λτ cos 2ΩτBii(0, τ), (3.60)



76 �ëàâà 3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ áåçäèâåðãåíòíûõ ïîòîêàõâ ñèëó òîãî ÷òî Bil(0, τ)Γil ≡ 0, Γiµ 〈Vi(r, t)Vµ(r, t)〉 ≡ 0.Îáñóäèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõïîëÿ V (r, t) òèïà 〈∂Vi(r, t)

∂rk

∂Vj(r, t)

∂rl

〉
. Äëÿ äâóìåðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r, t) ñ ïî-ìîùüþ ðàâåíñòâà (3.13) íà ñ. 64 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

−∂2Bij(0, τ)

∂rk∂rl
=

1

8
D(τ) [3δklδij − δkiδlj − δkjδli] ,ãäå D(τ) =

∫
dk k2E(k, τ), è, ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.59), ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

2λ

〈
∂Vi(r, t)

∂rk

∂Vj(r, t)

∂rl

〉
− 2Ω

[〈
∂Wi(r, t)

∂rk

∂Vj(r, t)

∂rl

〉
+

〈
∂Vi(r, t)

∂rk

∂Wj(r, t)

∂rl

〉]
=

=
λ2

4
D2(λ,Ω) [3δklδij − δkiδlj − δkjδli] −

− λ2

8
D3(λ,Ω) [δkiΓjl + δliΓjk + δljΓik + δkjΓil] , (3.61)ãäå êîý��èöèåíòû

D2(λ,Ω) =

∞∫

0

dτ e−λτ cos 2ΩτD (τ) , D3(λ,Ω) =

∞∫

0

dτ e−λτ sin 2ΩτD(τ).Ïîëîæèì òåïåðü i = k, j = l â óðàâíåíèè (3.61). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñòàöèî-íàðíîå óðàâíåíèå

λ
〈
d2(r, t)

〉
= 2Ω 〈ξ(r, t)d(r, t)〉 , (3.62)ãäå âåëè÷èíû d(r, t) =

∂V (r, t)

∂r
, ξ(r, t) =

∂W (r, t)

∂r
.Ïîëîæèì òåïåðü i = j, k = l â óðàâíåíèè (3.61). Ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíîå âûðàæå-íèå äëÿ âèõðåâîé ÷àñòè ïîëÿ ñêîðîñòè V (r, t):

−〈V (r, t)∆V (r, t)〉 = λD2(λ,Ω). (3.63)Òåïåðü âûïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû 〈
∂Vi(r, t)

∂rk
d(r, t)

〉:
λ

〈
∂Vi(r, t)

∂rk
d(r, t)

〉
− ΩΓiµ

〈
∂Vµ(r, t)

∂rk
d(r, t)

〉
− Ω

〈
ξ(r, t)

∂Vi(r, t)

∂rk

〉
= 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, óìíîæàÿ åãî íà Γki, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

λ 〈ξ(r, t)d(r, t)〉 = Ω
[〈

ξ2(r, t)
〉
−
〈
d2(r, t)

〉]
. (3.64)Óìíîæàÿ òåïåðü óðàâíåíèå (3.61) íà ΓkiΓlj, ïîëó÷àåì òðåòüå ñòàöèîíàðíîå óðàâ-íåíèå

λ
〈
ξ2(r, t)

〉
+ 2Ω 〈d(r, t)ξ(r, t)〉 = λ2D2(λ,Ω). (3.65)

3.3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïðèìåñè ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ 77Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.62)�(3.65), ðåøåíèå êîòîðîéèìååò âèä

〈
ξ2(r, t)

〉
= λ

λ2 + 2Ω2

λ2 + 4Ω2
D2(λ,Ω),

〈
d2(r, t)

〉
=

2λΩ2

λ2 + 4Ω2
D2(λ,Ω),

〈ξ(r, t)d(r, t)〉 =
λ2Ω

λ2 + 4Ω2
D2(λ,Ω).

(3.66)Åñëè ïàðàìåòð λ/Ω ≪ 1 è Ωτ0 ≫ 1, òî D2(λ,Ω) ≈ λ

4Ω2
D(0), è ìû ïîëó÷àåì

〈
ξ2(r, t)

〉
=
〈
d2(r, t)

〉
=

λ2

8Ω2
D(0), 〈ξ(r, t)d(r, t)〉 =

λ3

16Ω3
D(0). (3.67)Åñëè æå ïàðàìåòð λ/Ω ≫ 1, íî Ωτ0 ≫ 1, òî D2(λ,Ω) ≈ 1

λ
D(0) è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈
ξ2(r, t)

〉
= D(0),

〈
d2(r, t)

〉
=

2Ω2

λ2
D(0), 〈ξ(r, t)d(r, t)〉 =

Ω

λ
D(0). (3.68)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è èìååò ïîðÿäîê σ2

u. Åñëè æå ïàðàìåòð Ω → 0, òî,êàê ìû âèäåëè ðàíåå, ðåøåíèå çàäà÷è èìååò ïîðÿäîê σ4
u è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüàäâåêòèâíûå ý��åêòû.3.3.2. Âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð ïîëÿ V (r, t)Ïðè t > t1 ìû èìååì óðàâíåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îãî êîððåëÿöèîííîãîòåíçîðà:

∂

∂t
〈Vi(r, t)Vj(r1, t1)〉 + Λiµ 〈Vµ(r, t)Vj(r1, t1)〉 = λ 〈ui(r, t)Vj(r1, t1)〉 ,êîòîðîå, ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24 è ðàâåíñòâà(3.57), ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå â âèäå óðàâíåíèÿ

∂

∂τ
〈Vi(r, t + τ)Vj(r1, t)〉 + λ 〈Vi(r, t + τ)Vj(r1, t)〉 − 2ΩΓiµ 〈Vµ(r, t + τ)Vj(r1, t)〉 =

= λ2eλτ

∞∫

τ

dτ1 Bij(r − r1, τ1)e
−λτ1 cos 2Ωτ +

+ λ2eλτΓjµ

∞∫

τ

dτ1 Biµ(r − r1, τ1)e
−λτ1 sin 2Ωτ (3.69)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè τ = 0:

〈Vi(r, t + τ)Vj(r1, t1)〉
∣∣∣
τ=0

= 〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 .Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

Kij(r − r1) =

∞∫

0

dτ 〈Vi(r, t + τ)Vj(r1, t)〉 (3.70)



78 �ëàâà 3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ áåçäèâåðãåíòíûõ ïîòîêàõè âåëè÷èíû (3.25) íà ñ. 66:

D0 =
1

2
Kii(0) =

1

2
τV

〈
V 2(r, t)

〉
, Dρ =

∂2Kij(r − r1)

∂ri∂r1j

∣∣∣∣∣
r=r1

= τdiv V

〈(
∂V (r, t)

∂r

)2
〉

,îïðåäåëÿþùèå êîý��èöèåíòû äè��óçèè â óðàâíåíèè (3.24).Äëÿ âåëè÷èíû (3.70) ìû ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèÿ (3.69) âûðàæåíèå

λKij(r − r1) − 2ΩΓiµKµj(r − r1) = 〈Vi(r, t)Vj(r1, t)〉 +

+ λ

∞∫

0

dτ Bij(r − r1, τ)
[
1 − e−λτ

]
cos 2Ωτ +

+ λΓjµ

∞∫

0

dτ Biµ(r − r1, τ)
[
1 − e−λτ

]
sin 2Ωτ. (3.71)Ïîëîæèì i = j è r1 = r â âûðàæåíèè (3.71). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

λτV

〈
V 2(r, t)

〉
=
〈
V 2(r, t)

〉
+ λ

∞∫

0

dτ Bii(0, τ)
[
1 − e−λτ

]
cos 2Ωτ,ãäå τV � âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ V (r, t). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðà-æåíèå (3.60), ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

D0 =
1

2
τV

〈
V 2(r, t)

〉
=

1

2

∞∫

0

dτ Bii(0, τ) cos 2Ωτ =
π

2

∫
dk Φ(k, 2Ω), (3.72)ãäå Φ(k, ω) � ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�àÿ ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ (3.10), (3.11) ïîëÿ

u(r, t).Ïîäåéñòâóåì òåïåðü îïåðàòîðîì ∂2

∂rk∂r1l

íà óðàâíåíèå (3.71) è ïîëîæèì r1 = rè j = l. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìàòðèöû

〈
∂Vi(r, t)

∂rk
d(r, t)

〉ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (2.122) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà
λ

∞∫

0

dτ

〈
∂Vi(r, t + τ)

∂rk
d(r, t)

〉
− 2ΩΓiµ

∞∫

0

dτ

〈
∂Vµ(r, t + τ)

∂rk
d(r, t)

〉
=

=

〈
∂Vi(r, t)

∂rk
d(r, t)

〉
. (3.73)Ïîëîæèì òåïåðü i = k â óðàâíåíèè (3.73). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê ñòàöèîíàð-íîìó óðàâíåíèþ

λ

∞∫

0

dτ 〈d(r, t + τ)d(r, t)〉 − 2Ω

∞∫

0

dτ 〈ξ(r, t + τ)d(r, t)〉 =
〈
d2(r, t)

〉
. (3.74)

3.3. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïðèìåñè ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ 79Óìíîæàÿ òåïåðü óðàâíåíèå (3.73) íà Γki, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
λ

∞∫

0

dτ 〈ξ(r, t + τ)d(r, t)〉 + 2Ω

∞∫

0

dτ 〈d(r, t + τ)d(r, t)〉 = 〈ξ(r, t)d(r, t)〉 . (3.75)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.74) è (3.75), ðåøåíèå êîòîðîéñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (3.66) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Dρ =

∞∫

0

dτ 〈d(r, t + τ)d(r, t)〉 =

=
λ
〈
d2(r, t)

〉
+ 2Ω 〈ξ(r, t)d(r, t)〉
λ2 + 4Ω2

=
4λ2Ω2

(λ2 + 4Ω2)2

∞∫

0

dτ e−λτ cos 2ΩτD (τ) .Åñëè ïàðàìåòðû λτ0 ≫ 1, Ωτ0 ≫ 1, òî
Dρ =

4λ3Ω2D(0)

(λ2 + 4Ω2)3
=





4Ω2D(0)

λ3
, åñëè λ ≫ Ω,

λ3D(0)

16Ω4
, åñëè λ ≪ Ω,

(3.76)ãäå, êàê è ðàíåå,
D(0) =

∫
dk k2E(k, 0) = −〈u(r, t)∆u(r, t)〉 .Òàêèì îáðàçîì, âèäèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé λτ0 ≫ 1, Ωτ0 ≫ 1 â ðàññìàò-ðèâàåìîé çàäà÷å ïðîöåññ ãåíåðàöèè äèâåðãåíòíîé ÷àñòè ïîëÿ V (r, t) îïèñûâàåòñÿ ëè-íåéíûì óðàâíåíèåì áåç ó÷åòà àäâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Åñëè, ê òîìó æå, ïàðàìåòð λ ≫ Ω,íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñëåäóþùèå ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíûïîðÿäêà σ4

u (3.49), êîòîðûå ìîãóò áûòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñðàâíèìû ñ (3.76), ò. å.

Dρ =
3

2

τ0

λ2
〈u(r, t)∆u(r, t)〉2 − 4Ω2

λ3
〈u(r, t)∆u(r, t)〉 =

= −4Ω2

λ3
〈u(r, t)∆u(r, t)〉

{
1 − 3λτ0

2Ω2
〈u(r, t)∆u(r, t)〉

}
. (3.77)Ïðîñòðàíñòâåííûé êîý��èöèåíò äè��óçèè D0 íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ è îïè-ñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (3.72).Âûøå áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè, õàðàêòåðèçóþ-ùèõ êëàñòåðèçàöèþ ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðèìåñè â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêàõ â ðàçëè÷-íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåæèìàõ. Ìû íå ñòàâèëè ñâîåé öåëüþ èçó÷åíèå ýòèõ êîý��è-öèåíòîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñàìîãî ÿâëåíèÿ êëàñòåðèçàöèè) äëÿ êîíêðåòíûõ ãåî�èçè-÷åñêèõ èëè àñòðî�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ýòî ñîâåðøåííî ñàìîñòîÿòåëüíûå çàäà÷è,êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé.



�ë à â à 4ÄÈÔÔÓÇÈß È ÊËÀÑÒÅ�ÈÇÀÖÈß ÎÑÅÄÀÞÙÅÉ Ï�ÈÌÅÑÈÂ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎÒÎÊÀÕ4.1. Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû è îñíîâíûå óðàâíåíèÿÈññëåäîâàíèå äèíàìèêè èíîðîäíûõ ÷àñòèö è âêëþ÷åíèé, êîòîðûå âñëåäñòâèå ñèëïëàâó÷åñòè è òÿæåñòè â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêàõ èìåþò çàìåòíóþ ñêîðîñòü îòíî-ñèòåëüíî ñðåäû, ïîêîÿùåéñÿ â ñðåäíåì, ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ìíîãî÷èñëåííûõ èññëå-äîâàòåëåé íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Ñòîêñà 1851 ã. [92℄. Âàæíîñòü ýòèõ èññëå-äîâàíèé îáóñëîâëåíà àêòóàëüíîñòüþ ïðîáëåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ ýêîëîãè÷åñêèõ è êëè-ìàòîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ â àòìîñ�åðå è îêåàíàõ Çåìëè. Ê òàêîãî ðîäà âêëþ÷åíèÿì îò-íîñèòñÿ ìåëêîäèñïåðñíàÿ ïûëü îò ïðîìûøëåííûõ îáúåêòîâ è î÷àãîâ ýêîëîãè÷åñêèõêàòàñòðî�, èñêóññòâåííûå öåíòðû êîíäåíñàöèè èëè ðàññåÿíèÿ.Äè��óçèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ýòèõ èíåðöèîííûõ ÷àñòèö, ïðèõîäÿùèõñÿ íà åäè-íèöó îáúåìà n(r, t), è ïëîòíîñòè ïàññèâíîé ïðèìåñè ρ(r, t) = ρ0n(r, t), äâèæóùåéñÿâ ñëó÷àéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêàõ, îïèñûâàåìûõ ýéëåðîâûì ïîëåì ñêîðîñòåé
u(r, t), óäîâëåòâîðÿåò ïî-ïðåæíåìó óðàâíåíèÿì íåðàçðûâíîñòè (1.1), (1.2) íà ñ. 8, 8à ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö V (r, t) â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå äëÿ ìàëîèíåðöèîííûõ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.3) íà ñ. 8.Ìû íå ó÷èòûâàåì ý��åêò ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè, ÷òî ñïðàâåäëèâî íà íà÷àëü-íûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ äè��óçèè. Íà áîëåå ïîçäíåì ýòàïå âðåìåíí�îé ýâîëþöèè íåîá-õîäèìî ó÷èòûâàòü ýòîò ý��åêò, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.25) íà ñ. 18.Ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö V (r, t) â ñëó÷àéíîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå u(r, t) äëÿìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö â ïðèñóòñòâèè ñèë ïëàâó÷åñòè è òÿæåñòè, â îòëè÷èå îò óðàâ-íåíèÿ (1.3), ìîæíî îïèñûâàòü êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

(
∂

∂t
+ V (r, t)

∂

∂r

)
V (r, t) = −λ [V (r, t) − u(r, t)] + g

(
1 − ρ0

ρp) , (4.1)ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, à ρp è ρ0 ïëîòíîñòè ÷àñòèöû è ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî.Ýòî óðàâíåíèå ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê �åíîìåíîëîãè÷åñêîå.Ñêîðîñòü îñåäàíèÿ èëè âñïëûâàíèÿ ïðèìåñè v, íàïðàâëåííàÿ, êàê ïðàâèëî, ïîâåðòèêàëè, îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì ñèë ïëàâó÷åñòè è ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ äâèæóùåéñÿïðèìåñè è îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé
g

λ

(
1 − ρ0

ρp) = v.Ïîëàãàÿ òåïåðü

V (r, t) = v + v(r, t),ãäå v(r, t) � �ëóêòóàöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðèìåñè îòíîñèòåëüíî v, ñèñòåìó óðàâíå-80

4.1. Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ 81íèé (1.1) íà ñ. 8 è (4.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(

∂

∂t
+ [v + v(r, t)]

∂

∂r

)
ρ(r, t) = −∂v(r, t)

∂r
ρ(r, t), ρ(r, 0) = ρ0(r), (4.2)

(
∂

∂t
+ [v + v(r, t)]

∂

∂r

)
v(r, t) = −λ [v(r, t) − u(r, t)] . (4.3)Ïîëå ñêîðîñòåé u(r, t) ïðåäïîëàãàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå äèâåðãåíòíûì, ñòàòèñòè-÷åñêè îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì â ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå ñòàöèîíàðíûì âî âðåìå-íè ñëó÷àéíûì ãàóññîâûì ïîëåì ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è ñ êîððåëÿöèîííûìè ñïåêòðàëüíûì òåíçîðàìè (2.1), (2.2) íà ñ. 23 .Áóäåì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ σ2

u =
〈
u2(r, t)

〉 äîñòàòî÷íî ìàëà è îïðå-äåëÿåò îñíîâíîé ìàëûé ñòàòèñòè÷åñêèé ïàðàìåòð çàäà÷è.4.1.1. Äè��óçèÿ ÷àñòèö (ëàãðàíæåâî îïèñàíèå)Óðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðèìåñè v(r, t) (4.3) � óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (ýéëåðîâî îïèñàíèå), è îíî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ëàãðàíæåâî îïèñàíèå) äëÿäèíàìèêè ÷àñòèö:
d

dt
r(t) = v + v (r(t), t) , r(0) = r0,

d

dt
v(t) = −λ [v(t) − u (r(t), t)] , v(0) = v0(r0).

(4.4)Îòìåòèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè êëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìèÍüþòîíà äëÿ äèíàìèêè ÷àñòèöû ñ ëèíåéíîé ñèëîé òðåíèÿ, îïèñûâàåìîé ñèëîé Ñòîêñà

F (t) = −λv (r(t), t), ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíîé ñèëû f (t) = λu (r(t), t), ïîðîæäåííîéãèäðîäèíàìè÷åñêèì ïîòîêîì.�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.4) çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïàðàìåòðà r0, ÷òî áóäåì,êàê è ðàíåå, îáîçíà÷àòü âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé:

r(t) = r(t|r0), v(t) = v(t|r0),è òîãäà ýéëåðîâî ïîëå ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö ρ(r, t) áóäåò îïèñûâàòüñÿ ðàâåíñò-âîì (1.21) íà ñ. 15.Äëÿ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ → ∞ (áåçûíåðöèîííàÿ ïðèìåñü)

v(r, t) ≈ u(r, t),è óðàâíåíèÿ (4.2) è (4.4) óïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò âèä

d

dt
r(t) = v + u (r(t), t) , r(0) = r0,

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

∂

∂r
u(r, t)

)
ρ(r, t) = 0, ρ(r, 0) = ρ0(r),

(4.5)ò. å. äëÿ áåçûíåðöèîííûõ ÷àñòèö çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èõ òðàåêòîðèé â ãèäðîäèíàìè-÷åñêîì ïîòîêå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé.Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äè��óçèÿ, áåç ó÷åòà êëàñòåðèçàöèè áåçûíåðöèîííûõ îñåäàþ-ùèõ ÷àñòèö â áåçäèâåðãåíòíîì ïîëå ñêîðîñòåé u(r, t) (div u(r, t) = 0), èçó÷àëàñü



82 �ëàâà 4. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ îñåäàþùåé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõâ ðàáîòàõ [6, 16℄, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èìååòñÿ àíèçîòðîïèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî êî-ý��èöèåíòà äè��óçèè ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ âåêòîðà îñåäàíèÿ ïðèìåñè vè ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîìó íàïðàâëåíèþ. È ýòà àíèçîòðîïèÿ îáóñëîâëåíàêîíå÷íîñòüþ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0. Â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðî-âàííîñòè ïî âðåìåíè t ïîëÿ u(r, t) ïðîñòðàíñòâåííàÿ äè��óçèÿ áóäåò èçîòðîïíîé.Ó÷åò êîíå÷íîñòè âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 â ýòèõ ðàáîòàõ îñóùåñòâëÿëñÿâ ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ.Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ìàëîèíåðöèîííûõ ÷àñòèö â áåçäèâåðãåíòíîì ïîëå ñêî-ðîñòåé u(r, t) (div u(r, t) = 0), â îòñóòñòâèå îñåäàíèÿ ÷àñòèö (v = 0) â ðàìêàõ ñèñòåìûóðàâíåíèé (4.4), ðàññìàòðèâàëàñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿîïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñêîðîñòè ÷àñòèö ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäåê áåçûíåðöèîííûì ÷àñòèöàì òàêæå íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ äåëü-òà-êîððåëèðîâàííîñòè ïî âðåìåíè t ïîëÿ u(r, t), ò. å. ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû λ → ∞è τ0 → 0 íåïåðåñòàíîâî÷íû. Â òî æå âðåìÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñ-òèê òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííîé äè��óçèè ÷àñòèö ýòè ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïåðåñòàíî-âî÷íû. Â ðàáîòå [5℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå è äëÿîñåäàþùèõ ÷àñòèö (v 6= 0) â áåçäèâåðãåíòíîì ïîëå ñêîðîñòåé u(r, t) (div u(r, t) = 0)è àíèçîòðîïèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî êîý��èöèåíòà äè��óçèè ñâÿçàíà òàêæå òîëüêîñ êîíå÷íîñòüþ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåõîäê áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè ñîîòâåòñòâóåò äëÿ ïàðàìåòðà λ âûïîëíåíèþ óñëîâèé

λτ0 ≫ 1, λ ≫ v/l0, λ ≫ σ2
uτ0/l

2
0, (4.6)ãäå l0 � ïðîñòðàíñòâåííûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîëÿñêîðîñòåé u(r, t).4.1.2. Ýéëåðîâî îïèñàíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðèìåñèÄëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòèêè ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðèìåñè â ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèèââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(r, t; ρ) = δ(ρ(r, t) − ρ). (4.7)Äèíàìèêà ýòîé �óíêöèè â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ
(

∂

∂t
+ [v + v(r, t)]

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ) =

∂v(r, t)

∂r

∂

∂ρ
ρϕ(r, t; ρ),

ϕ(r, 0; ρ) = δ(ρ0(r) − ρ),

(4.8)êîòîðîå ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå
(

∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

∂

∂r
v(r, t)

)
ϕ(r, t; ρ) =

∂v(r, t)

∂r

[
1 +

∂

∂ρ
ρ

]
ϕ(r, t; ρ),

ϕ(r, 0; ρ) = δ(ρ0(r) − ρ),

(4.9)åñëè ïîëå ñêîðîñòè v(r, t) äèâåðãåíòíî, ò. å. åñëè ∂v(r, t)/∂r 6= 0.Îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.2)ñîâïàäàåò ñ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé, óñðåäíåííîé ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àé-íîãî ïîëÿ v(r, t):
P (r, t; ρ) = 〈ϕ(r, t; ρ)〉 .

4.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè îñåäàþùåé áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè 83Òàêèì îáðàçîì, ïðè ó÷åòå îñåäàíèÿ ïðèìåñè ìû èìååì äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó, îïè-ñûâàåìóþ óðàâíåíèåì (4.8) èëè óðàâíåíèåì (4.9) äëÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ϕ(r, t; ρ),ãäå ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö ïðèìåñè v(r, t) â ñëó÷àéíîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîòîêå
u(r, t) îïèñûâàåòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì (4.2). Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî ÿñíî,÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè, ó÷èòûâà-þùåì êîíå÷íîñòü âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t).4.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòèîñåäàþùåé áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè�àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè îñåäàþùåé áåçûíåðöèîííîéïðèìåñè â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (4.8) è (4.9) óïðî-ùàþòñÿ è ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

(
∂

∂t
+ [v + u(r, t)]

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ) =

∂u(r, t)

∂r

∂

∂ρ
ρϕ(r, t; ρ), (4.10)

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
+

∂

∂r
u(r, t)

)
ϕ(r, t; ρ) =

∂u(r, t)

∂r

[
1 +

∂

∂ρ
ρ

]
ϕ(r, t; ρ) (4.11)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ϕ(r, 0; ρ) = δ(ρ0(r) − ρ).Óðàâíåíèå (4.10) óäîáíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè �óíêöèè

ϕ(r, t; ρ) îò ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r, t), à óðàâíåíèå (4.11) áîëåå óäîáíî äëÿ íåïîñðåäñòâåí-íîãî óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ u(r, t).Òàê êàê óðàâíåíèÿ (4.10) è (4.11) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðå-ìåíè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, òî äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èí-íîñòè
δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t′)
= 0 ïðè t′ < 0 è t′ > t. (4.12)Òàêèì îáðàçîì èõ ðåøåíèå ϕ(r, t; ρ) �óíêöèîíàëüíî çàâèñèò ëèøü îò ïðåäøåñòâóþ-ùèõ ïî t çíà÷åíèé uj(r, t′) èç èíòåðâàëà t0 ≤ t′ ≤ t. Ïðè ýòîì äëÿ âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé ïðè t′ → t èìååì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t − 0)
=

[
−δ(r − r′)

∂

∂rj
+

∂δ(r − r′)

∂rj

∂

∂ρ
ρ

]
ϕ(r, t; ρ). (4.13)Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (r, t; ρ) ïîëó÷èì, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (4.11)ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ u(r, t):

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
P (r, t; ρ) = − ∂

∂r
〈u(r, t)ϕ(r, t; ρ)〉 +

[
1 +

∂

∂ρ
ρ

]〈
∂u(r, t)

∂r
ϕ(r, t; ρ)

〉
.(4.14)Óðàâíåíèå (4.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
P (r, t; ρ) = − ∂

∂ri

∫
dr′

t∫

0

dt′B
(u)
ij (r − r′, t − t′)

〈
δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t′)

〉
+

+

[
1 +

∂

∂ρ
ρ

] ∫
dr′

t∫

0

dt′
∂B

(u)
ij (r − r′, t − t′)

∂rj

〈
δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t′)

〉
. (4.15)



84 �ëàâà 4. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ îñåäàþùåé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõÇäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24.Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (4.15) ñîîòâåòñòâóåò ïðåíåáðåæåíèþñëó÷àéíûìè �ëóêòóàöèÿìè íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà τ0. Âàðèàöèîííàÿ ïðî-èçâîäíàÿ â óðàâíåíèè (4.15) â ýòîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t′)
= 0 (4.16)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (4.13), ò. å.

δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

=

[
−δ(r − r′)

∂

∂rj
+

∂δ(r − r′)

∂rj

∂

∂ρ
ρ

]
ϕ(t′, r; ρ). (4.17)�åøåíèå çàäà÷è (4.16), (4.17) èìååò âèä

δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t′)
= exp

(
−v(t − t′)

∂

∂r

)[
−δ(r − r′)

∂

∂rj
+

∂δ(r − r′)

∂rj

∂

∂ρ
ρ

]
ϕ(t′, r; ρ). (4.18)Ñàìà æå �óíêöèÿ ϕ(r, t; ρ) íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå ïîðÿäêà τ0 îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-íèåì

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ) = 0, ϕ(r, t; ρ)|t=t′ = ϕ(t′, r; ρ),è, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ(t′, r; ρ) = exp

{
v(t − t′)

∂

∂r

}
ϕ(r, t; ρ). (4.19)Ïîäñòàâëÿÿ (4.19) â (4.18), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè (τ = t − t′):

δϕ(r, t; ρ)

δuj(r′, t′)
=

[
−δ(r − r′ − vτ)

∂

∂rj
+

∂δ(r − r′ − vτ)

∂rj

∂

∂ρ
ρ

]
ϕ(r, t; ρ). (4.20)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (4.20) â (4.15) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî r′, ïîëó÷àåìçàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðèìåñè â äè��ó-çèîííîì ïðèáëèæåíèè:

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
P (r, t; ρ) =

t∫

0

dτ B
(u)
ij (vτ, τ)

∂2

∂ri∂rj
P (r, t; ρ) −

−
t∫

0

dτ
∂B

(u)
ij (vτ, τ)

∂ri

∂

∂rj
P (r, t; ρ) −

t∫

0

dτ
∂B

(u)
ij (vτ, τ)

∂ri∂rj

∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ). (4.21)Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè (t ≫ τ0, t ≫ l0/v, ãäå l0 � ïðîñòðàí-ñòâåííûé ìàñøòàá ïîëÿ u(r, t)) ìîæíî çàìåíèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðàâîé÷àñòè (4.21) íà áåñêîíå÷íîñòü è ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéâ âèäå

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
P (r, t; ρ) = Dij(v)

∂2

∂ri∂rj
P (r, t; ρ) +

+ Gj(v)
∂

∂rj
P (r, t; ρ) + Dρ(v)

∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ), (4.22)

4.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè îñåäàþùåé áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè 85ãäå êîý��èöèåíòû äè��óçèè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
Dij(v) =

∞∫

0

dτ B
(u)
ij (vτ, τ) =

∞∫

0

dτ 〈ui(r + vτ, t + τ)uj(r, t)〉,

Gj(v) = −
∞∫

0

dτ
∂B

(u)
ij (vτ, τ)

∂ri
= −

∞∫

0

dτ

〈
∂u(r + vτ, t + τ)

∂r
uj(r, t)

〉
,

Dρ(v) = −
∞∫

0

dτ
∂B

(u)
ij (vτ, τ)

∂ri∂rj
=

∞∫

0

dτ

〈
∂u(r + vτ, t + τ)

∂r

∂u(r, t)

∂r

〉
.

(4.23)

Âåëè÷èíû Dij(v) è Gj(v) îïèñûâàþò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïëûâàíèå ïîëÿ ïëîò-íîñòè áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè è íå îêàçûâàþò ïðÿìîãî âëèÿíèÿ íà êëàñòåðèçàöèþïëîòíîñòè ïðèìåñè, çà êîòîðóþ îòâåòñòâåí êîý��èöèåíò äè��óçèè Dρ(v). Ïðè ýòîìòàêèå �óíêöèîíàëû ïëîòíîñòè ïðèìåñè, êàê (2.48) íà ñ. 36, ñîõðàíÿþò ñâîé àñèìïòî-òè÷åñêèé çàêîí ýâîëþöèè âî âðåìåíè ñ çàìåíîé Dρ íà Dρ(v).Åñëè ïîëå ñêîðîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà u(r, t) áåçäèâåðãåíòíî, ò. å.

div u(r, t) = 0, òî êîý��èöèåíòû Gj(v), Dρ(v) â óðàâíåíèè (4.22) îáðàùàþòñÿ â íóëüè êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè íå ïðîèñõîäèò. Êëàñòåðèçàöèÿ â ýòîìñëó÷àå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ìàëîé èíåðöèîííîñòè ïðèìåñè.Èç óðàâíåíèÿ (4.22), óìíîæàÿ åãî íà ρ è çàòåì èíòåãðèðóÿ ïî ρ, ìîæíî ïîëó÷èòüóðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ïðèìåñè:
(

∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 = Dij(v)

∂2

∂ri∂rj
〈ρ(r, t)〉 + Gj(v)

∂

∂rj
〈ρ(r, t)〉 , (4.24)êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû.Ëåãêî ïîëó÷èòü â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè è óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíî-ñòè ïðèìåñè ñ ó÷åòîì ý��åêòîâ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè. Â ñàìîì äåëå, óñðåäíÿÿóðàâíåíèå (1.25) íà ñ. 18 â áåçûíåðöèîííîì ïðèáëèæåíèè ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèéïîëÿ u(r, t) ñ ó÷åòîì �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 = µ∆ 〈ρ(r, t)〉 −

− ∂

∂ri

∫
dr′

t∫

0

dt′ B
(u)
ij (r − r′, t − t′)

〈
δρ(r, t)

δuj(r′, t′)

〉
, 〈ρ(r, 0)〉 = ρ0(r). (4.25)Âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ â óðàâíåíèè (4.25) â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè îïè-ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
δρ(r, t)

δuj(r′, t′)
= µ∆

δρ(r, t)

δuj(r′, t′)

(4.26)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, âûòåêàþùèì èç óðàâíåíèÿ (1.25) íà ñ. 18, ò. å.

δρ(r, t)

δuj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

= − ∂

∂rj
δ(r − r′)ρ(r, t). (4.27)�åøåíèå çàäà÷è (4.26), (4.27) èìååò âèä (τ = t − t′)

δρ(r, t)

δvj(r′, t′)
= − exp

{
τ

(
µ∆ − v

∂

∂r

)}
∂

∂rj
δ(r − r′)ρ(r, t′). (4.28)



86 �ëàâà 4. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ îñåäàþùåé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõÑàìà æå �óíêöèÿ ρ(r, t) íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå ïîðÿäêà τv îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-íèåì (
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
ρ(r, t) = µ∆ρ(r, t), ρ(r, t)|t=t′ = ρ(r, t′),è, ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(r, t′) = exp

{
−τ

(
µ∆ − v

∂

∂r

)}
ρ(r, t). (4.29)Ïîäñòàâëÿÿ (4.29) â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.28), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âû-ðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè τ = t − t′):

δρ(r, t)

δuj(r′, t′)
= −eµ∆τ ∂

∂rj
δ(r − r′ − vτ)e−µ∆τρ(r, t). (4.30)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (4.30) â (4.25) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî r′, ïîëó÷àåìçàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ïðèìåñè â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè:

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 = µ∆ 〈ρ(r, t)〉 +

+
∂

∂ri

∫
dr′

t∫

0

dτ B
(u)
ij (r − r′, τ)eµτ∆ ∂

∂rj
δ(r − r′ − vτ)e−µτ∆ 〈ρ(r, t)〉 , (4.31)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

〈ρ(r, 0)〉 = ρ0(r).Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè (t ≫ τ0, t ≫ l0/v) ìîæíî çàìåíèòüïðåäåë â èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (4.31) íà áåñêîíå÷íîñòü è ïåðåïèñàòü óðàâíåíèåäëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ïðèìåñè â âèäå óðàâíåíèÿ

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
〈ρ(r, t)〉 = µ∆ 〈ρ(r, t)〉 +

+
∂2

∂ri∂rj

∫
dr′

∞∫

0

dτ B
(u)
ij (r − r′, τ)eµτ∆δ(r − r′ − vτ)e−µτ∆ 〈ρ(r, t)〉 −

− ∂

∂ri

∫
dr′

∞∫

0

dτ
∂B

(u)
ij (r − r′, τ)

∂rj
eµτ∆δ(r − r′ − vτ)e−µτ∆ 〈ρ(r, t)〉 ,êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî â ÿâíîì âèäå.Â ñàìîì äåëå, ââîäÿ �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè

ρ(r, t) =

∫
dq ρq(t)eiqr, ρq(t) =

1

(2π)d

∫
dr ρ(r, t)e−iqrè ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ ïîëÿ ñêîðîñòåé (3.10), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ ivq

)
〈ρq(t)〉 = −

{
µq2 + qiqjDij(q,v) − qiGi(q,v)

}
〈ρq(t)〉 , (4.32)ãäå êîý��èöèåíòû

Dij(q,v) =

∫
dk

∞∫

0

dτ Eij(k, τ)e−µ(k2−2kq)τ+ikvτ ,

Gi(q,v) =

∫
dk

∞∫

0

dτ kjEij(k, τ)e−µ(k2−2kq)τ+ikvτ .

4.2. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè îñåäàþùåé áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè 87�åøåíèå óðàâíåíèÿ (4.32) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
〈ρq(t)〉 = ρq(0) exp

{
−ivqt − µq2t − qiqjDij(q,v)t + qiGi(q,v)t

}
.È, ñëåäîâàòåëüíî,

〈ρ(r, t)〉 =

∫
dr′ ρ0(r

′)P (r, t|r′),ãäå âåëè÷èíó

P (r, t|r′) =
1

(2π)d

∫
dq exp

{
iq(r − r′ − vt) − µq2t − qiqjDij(q,v)t + qiGi(q,v)t

}(4.33)ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ó÷åòîì ìî-ëåêóëÿðíîé äè��óçèè, åñëè äîïîëíèòü óðàâíåíèå (4.4) ãàóññîâûìè ñëó÷àéíûìè âîç-ìóùåíèÿìè f(t),
d

dt
r(t) = v + u (r(t), t) + f(t), r(0) = r′,ñ ïàðàìåòðàìè

〈f(t)〉 = 0,
〈
fi(t)fj(t

′)
〉

= 2µδijδ(t − t′).Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (4.33) íå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì. Îäíàêîïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ (t ≫ τ0, t ≫ l0/v) âûðàæåíèå (4.33) óïðîùàåòñÿè ïðèíèìàåò âèä ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ:
P (r, t|r′) =

1

(2π)d

∫
dq exp

{
iq(r − r′ − vt) − µq2t − qiqjDij(v)t + qiGi(v)t

}
, (4.34)ãäå òåïåðü êîý��èöèåíòû

Dij(v) = Dij(0,v) =

∫
dk

∞∫

0

dτ Eij(k, τ)e−µk2τ+ikvτ ,

Gi(v) = Gi(0,v) =

∫
dk

∞∫

0

dτ kjEij(k, τ)e−µk2τ+ikvτ .Ïðîñòðàíñòâåííûé òåíçîð äè��óçèè Dij(v) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Dij(v) = A(v)
vivj

v2
+ B(v)∆ij(v),ãäå

A(v) = Dij(v)
vivj

v2
, B(v) =

1

d − 1
Dij(v)∆ij(v)è ∆ij(v) = δij − vivj/v

2. Èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè íàïðàâèòü îä-íó èç îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò (z) ïî âåêòîðó v, òî ïðîñòðàíñòâåííàÿ äè��óçèÿ ïîëÿïëîòíîñòè áóäåò ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìà ïî ðàçíûì îñÿì è êîý��èöèåíò äè��óçèèâ íàïðàâëåíèè âûáðàííîé îñè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé Dzz(v) = A(v), à â ïîïå-ðå÷íîé ïëîñêîñòè (R) � âåëè÷èíîé D⊥(v) = B(v), ïðè ýòîì èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûéïåðåíîñ ÷àñòèö â ñðåäíåì ïî îñè z, îáóñëîâëåííûé äèâåðãåíòíîñòüþ ïîëÿ ñêîðîñòåé

u(r, t), è ïðè ýòîì

Gj(v) = G(v)
vj

v2
=

vj

v2

∫
dk

∞∫

0

dτ Ep(k, τ) (ikv) e−µk2τ+ikvτ . (4.35)



88 �ëàâà 4. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ îñåäàþùåé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõÄëÿ îöåíêè àíèçîòðîïèè êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìî-äåëüþ, äëÿ êîòîðîé

Eij(k, τ) = Eij(k) exp{−|τ |/τ0},ãäå τ0 � âðåìåíí�îé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå

Dij(v) =
1

v

∫
dk

k
Eij(k)

p(k, v)

1 + p2(k, v) cos2 θ
,ãäå cos2 θ = (kv)2 /k2v2 è ââåäåí ïàðàìåòð

p(k, v) =
kvτ0

1 + µτ0k
2 .Äëÿ âåêòîðà Gi(v) ïîëó÷àåì â òðåõìåðíîì ñëó÷àå

Gj(v) = − vj

v2

∫
dk Ep(k)

p2(k, v) cos2 θ

1 + p2(k, v) cos2 θ
=

= −4πvj

v2

∞∫

0

dk k2Ep(k)

{
1 − 1

p(k, v)
arctg p(k, v)

}
.Äëÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, íàïðèìåð â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà

Eij(k) = Es(k)∆ij(k), ïîëó÷àåì

Dzz(v) =
4π

v

∞∫

0

dk kEs(k)f‖(k, v), D⊥(v) =
4π

v

∞∫

0

dk kEs(k)f⊥(k, v),ãäå

f‖(k, v) =

[
arctg p(k, v) +

1

p(k, v)

(
1

p(k, v)
arctg p(k, v) − 1

)]
,

f⊥(k, v) =

[
arctg p(k, v) − 1

p(k, v)

(
1

p(k, v)
arctg p(k, v) − 1

)]
.Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p (vτ0 ≪ l0), ãäå l0 � ïðîñòðàíñòâåííûé ðàäèóñêîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé) �óíêöèè f‖(k, v) è f⊥(k, v) áëèçêè ê 2p/3, ÷òî ñîîòâåò-ñòâóåò èçîòðîïíîé, íå çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè îñåäàíèÿ v äè��óçèè, à ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà p (vτ0 ≫ l0) èìååì: f‖(k, v) = 2f⊥(k, v) ∼= π/2. Òàêàÿ àíèçîòðî-ïèÿ äè��óçèè îáúÿñíÿåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî äè��óçèÿ ïðèìåñè îòíîñèòåëü-íî òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé óìåíüøàåò âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû ïðèìåñè â ïðåäå-ëàõ îáëàñòè êîððåëèðóþùèõ ñêîðîñòåé. Âìåñòå ñ òåì â èçîòðîïíîì ïîëå ñëó÷àéíûõñêîðîñòåé ïîïåðå÷íûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé âäâîå ìåíüøå ïðîäîëüíîãîðàäèóñà êîððåëÿöèè [3, 27℄, ÷òî è îáúÿñíÿåò óêàçàííóþ àíèçîòðîïèþ êîý��èöèåíòàäè��óçèè. Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µτ0 ≪ l20 òåíçîð ïðîñòðàíñòâåííîé äè��óçèè

Dij(v) íå çàâèñèò îò µ. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû, ðàçóìååòñÿ, ïðè óñëîâèèñõîäèìîñòè âñåõ �èãóðèðóþùèõ èíòåãðàëîâ. Â ðàáîòå [5℄ ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé ðàç-âèòîãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà, êîãäà ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ E(k) èìååò ñòåïåííóþ�îðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàêîíó Êîëìîãîðîâà�Îáóõîâà.

4.3. Ó÷åò ìàëîé èíåðöèîííîñòè îñåäàþùåé ïðèìåñè 89Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îðèåíòèðîâàííîé ïî íàïðàâ-ëåíèþ îñåäàíèÿ ïðèìåñè, óðàâíåíèå (4.22) ïðèíèìàåò âèä (r = {z,R})
(

∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
P (r, t; ρ) = A(v)

∂2

∂z2
P (r, t; ρ) + B(v)

∂2

∂R2 P (r, t; ρ) +

+ G(v)
∂

∂z
P (r, t; ρ) + Dρ(v)

∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ), (4.36)ãäå êîý��èöèåíò ñíîñà

G(v) = −
∞∫

0

dτ
∂B

(u)
iz (vτ,0, τ)

∂ri
.4.3. Ó÷åò ìàëîé èíåðöèîííîñòè îñåäàþùåé ïðèìåñè4.3.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿÊàê óêàçûâàëîñü âûøå, åñëè ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïîëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ áåçäè-âåðãåíòíûì, òî äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèÿ êëàñòåðèçàöèè ïàäàþùåé ïðèìåñè íåîáõîäèìîïðèíÿòü âî âíèìàíèå åãî èíåðöèîííîñòü, ò. å. èñõîäèòü èç óðàâíåíèé (4.2). Ñ÷èòàÿòåïåðü, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå v(r, t) ãàóññîâî, ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíî â ïðîñòðàíñòâå,ñòàöèîíàðíî âî âðåìåíè ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è ñ êîððåëÿöèîííûì òåíçîðîì

〈
vi(r, t)vj(r

′, t′)
〉

= B
(v)
ij (r − r′, t − t′),âèäèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.2) îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âå-ðîÿòíîñòåé P (r, t; ρ) áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì, àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèþ (4.22):

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
P (r, t; ρ) = Dij(v, t)

∂2

∂ri∂rj
P (r, t; ρ) +

+ Gj(v, t)
∂

∂rj
P (r, t; ρ) + Dρ(v, t)

∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ), (4.37)ãäå êîý��èöèåíòû äè��óçèè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Dij(v, t) =

t∫

0

dτ B
(v)
ij (vτ, τ) =

t∫

0

dt′ 〈vi(r + vt, t)vj(r + vt′, t′)〉,

Gj(v, t) = −
t∫

0

dτ
∂B

(v)
ij (vτ, τ)

∂ri
= −

t∫

0

dt′
〈

∂v(r + vt, t)

∂r
vj(r + vt′, t′)

〉
,

Dρ(v, t) = −
t∫

0

dτ
∂B

(v)
ij (vτ, τ)

∂ri∂rj
=

t∫

0

dt′
〈

∂v(r + vt, t)

∂r

∂v(r + vt′, t′)

∂r

〉
.

(4.38)

Âåëè÷èíà Dij(v, t), êàê è ðàíåå, îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïëûâàíèå ïîëÿ ïëîò-íîñòè ìàëîèíåðöèîííîé ïðèìåñè è íå îêàçûâàåò ïðÿìîãî âëèÿíèÿ íà êëàñòåðèçàöèþïëîòíîñòè ïðèìåñè, çà êîòîðóþ îòâåòñòâåí êîý��èöèåíò äè��óçèè Dρ(v, t).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè (4.38) èñõîäÿèç ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.3), ò. å. ê âû÷èñëåíèþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûõêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ñëó÷àéíûõ ïîëåé v(r, t) è ∂v(r, t)/∂r [10℄.
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exp

(
−vt

∂

∂r

)
∂

∂t

[
exp

(
vt

∂

∂r

)
v(r, t)

]
= −

(
v(r, t)

∂

∂r

)
v(r, t) − λ [v(r, t) − u(r, t)] ,è, ñëåäîâàòåëüíî, ââîäÿ �óíêöèè

ṽ(r, t) = v(r + vt, t), ũ(r, t) = u(r + vt, t),ìîæíî ïåðåïèñàòü åãî â âèäå, íå ñîäåðæàùåì ïàðàìåòðà v:

∂

∂t
ṽ(r, t) = −

(
ṽ(r, t)

∂

∂r

)
ṽ(r, t) − λ [ṽ(r, t) − ũ(r, t)] , (4.39)ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëÿì ñêîðîñòåé â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ îñåäàþùåé ïðè-ìåñüþ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè (4.38) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

Dij(v, t) =

t∫

0

dt′ 〈ṽi(r, t)ṽj(r, t′)〉 =

t∫

0

dτ B
(v)
ij (vτ, τ) =

t∫

0

dτ B
(ṽ)
ij (0, τ),

Gj(v, t) = −
t∫

0

dt′
〈

∂ṽ(r, t)

∂r
ṽj(r, t′)

〉
= −

t∫

0

dτ
∂B

(v)
ij (vτ, τ)

∂ri
= −

t∫

0

dτ
∂B

(ṽ)
ij (0, τ)

∂ri
,

Dρ(v, t) =

t∫

0

dt′
〈

∂ṽ(r, t)

∂r

∂ṽ(r, t′)

∂r

〉
= −

t∫

0

dτ
∂B

(v)
ij (vτ, τ)

∂ri∂rj
= −

t∫

0

dτ
∂B

(ṽ)
ij (0, τ)

∂ri∂rj
.Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè (t ≫ τ0, t ≫ l0/v) ìîæíî çàìåíèòü ïðåäå-ëû â èíòåãðàëàõ íà áåñêîíå÷íîñòü è ïåðåïèñàòü êîý��èöèåíòû äè��óçèè â âèäå

Dij(v) =

∞∫

0

dτ B
(ṽ)
ij (0, τ), Gj(v) = −

∞∫

0

dτ
∂B

(ṽ)
ij (0, τ)

∂ri
,

Dρ(v) = −
∞∫

0

dτ
∂B

(ṽ)
ij (0, τ)

∂ri∂rj
.

(4.40)Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíûå, íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè êîý��èöèåíòû äè��ó-çèè îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìèðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (4.39).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ïîëå ñêîðîñòåé u(r, t)− áåçäèâåðãåíòíîåãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå (div u(r, t) = 0), îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå â ïðîñòðàíñòâåè ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíè ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è êîððåëÿöèîííûì òåí-çîðîì

B
(u)
ij (r − r′, t − t′) =

〈
ui(r, t)uj(r

′, t′)
〉
.Ïðè ýòîì â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ îñåäàþùåé ïðèìåñüþ,

B
(ũ)
ij (r − r′, t − t′) =

〈
ũi(r, t)ũj(r

′, t′)
〉

= B
(u)
ij (r − r′ + v(t − t′), t − t′). (4.41)Äëÿ òàêîé ìîäåëè ìîæíî ââåñòè ïðîñòðàíñòâåííóþ ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ ïîëÿ

u(r, t):

B
(u)
ij (r, t) =

∫
dk Eij(k, t)eikr, Eij(k, t) = E(k, t)

(
δij −

kikj

k2

)
. (4.42)

4.3. Ó÷åò ìàëîé èíåðöèîííîñòè îñåäàþùåé ïðèìåñè 91Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âàæíîãî â äàëüíåéøåì òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èìååò ìåñòîïðåäñòàâëåíèå

−
∂2B

(u)
ij (0, 0)

∂rk∂rl
=

D

d(d + 2)
[(d + 1)δklδij − δkiδlj − δkjδli] , (4.43)ãäå êîý��èöèåíò

D =

∫
dk k2E(k) = − 1

d − 1
〈u(r, t)∆u(r, t)〉 (4.44)ñâÿçàí ñ âèõðåâîé ñòðóêòóðîé ñëó÷àéíîãî áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ u(r, t).Èçó÷èì ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (4.39) â ýéëåðîâîì îïèñàíèèâ äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè, ò. å. âû÷èñëèì ïàðàìåòðû (4.40), õàðàêòåðèçóþùèåâðåìåíí�óþ ýâîëþöèþ îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû ïëîòíîñòè ïîëÿ ïðèìåñè

ρ(r, t).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïàðàìåòð σ2
u ìàë, ìû ìîæåì ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèå (4.39) îòíî-ñèòåëüíî �óíêöèè ũ(r, t) è ïåðåéòè ê áîëåå ïðîñòîìó âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

(
∂

∂t
+ ũ(r, t)

∂

∂r

)
ṽ(r, t) = −

(
ṽ(r, t)

∂

∂r

)
ũ(r, t) − λ [ṽ(r, t) − ũ(r, t)] ,êîòîðîå çàïèøåì â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

(
∂

∂t
+ λ

)
ṽi(r, t) = −ũk(r, t)

∂ṽi(r, t)

∂rk
− ∂ũi(r, t)

∂rk
ṽk(r, t) + λũi(r, t). (4.45)Êàê âñåãäà, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.4.3.2. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèåÑëó÷àéíîå ïîëå ũ(r, t) êîððåëèðóåò ñ �óíêöèåé ṽ(r, t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöè-îíàëîì ïîëÿ ũ(r, t). �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâà ïîëÿ ũ(r, t) òàêæå îñíî-âàíî íà �îðìóëå Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.7) íà ñ. 24, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå, ñîãëàñ-íî (4.41), èìååò âèä

〈ũk(r, t)R[t; ũ(y, τ)]〉 =

∫
dr′

t∫

0

dt′ B
(u)
kl (r − r′ + v(t − t′), t − t′)

〈
δR[t; ũ(y, τ)]

δũl(r′, t′)

〉
.(4.46)Äëÿ âàðèàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè èìååì óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ λ

)
δṽi(r, t)

δũl(r′, t′)
= 0ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè t = t′:

δṽi(r, t)

δũl(r′, t′)

∣∣∣∣
t=t′+0

= −
[
δ(r − r′)

∂ṽi(r, t′)

∂rl
+ δil

∂δ(r − r′)

∂rk
ṽk(r, t′)

]
+ λδilδ(r − r′),êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.26). �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

δṽi(r, t)

δũl(r′, t′)
= e−λ(t−t′)

{
−
[
δ(r − r′)

∂ṽi(r, t′)

∂rl
+

∂δ(r − r′)

∂rk
δilṽk(r, t′)

]
+ λδilδ(r − r′)

}
.
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ṽ(r, t) = e−λ(t−t′)ṽ(r, t′),è, ñëåäîâàòåëüíî,

ṽ(r, t′) = eλ(t−t′)ṽ(r, t).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

δṽi(r, t)

δũl(r′, t′)
= −

[
δ(r − r′)

∂ṽi(r, t)

∂rl
+ δil

∂δ(r − r′)

∂rµ
ṽµ(r, t)

]
+

+ λe−λ(t−t′)δilδ(r − r′). (4.47)4.3.3. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííûé òåíçîðïîëÿ ṽ(r, t)Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ṽ(r, t)ïðè t > t1 èìååì óðàâíåíèå

(
∂

∂t
+ λ

)
〈ṽi(r, t)ṽj(r1, t1)〉 = λ 〈ũi(r, t)ṽj(r1, t1)〉 −

− ∂

∂rk
〈ũk(r, t)ṽi(r, t)ṽj(r1, t1)〉 −

〈
∂ũi(r, t)

∂rk
ṽk(r, t)ṽj(r1, t1)

〉
.Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (4.46) è âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé (4.47) ïîëó÷àåì â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-åì äëÿ �óíêöèè 〈ṽi(r, t)ṽj(r1, t1)〉 (τ = t − t1):

(
∂

∂τ
+ λ

)
〈ṽi(r, t + τ)ṽj(r1, t)〉 = λ2eλτ

∞∫

τ

dτ1B
(u)
ij (r − r1 + vτ1, τ1)e

−λτ1 ,

〈ṽi(r, t + τ)ṽj(r1, t)〉τ=0 = 〈ṽi(r, t)ṽj(r1, t)〉 ,

(4.48)ãäå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå 〈ṽi(r, t)ṽj(r1, t)〉, åñòåñòâåííî, íå çàâèñèò îò âðåìåíè t.Â óðàâíåíèè (4.48) îïóùåíû ÷ëåíû ïîðÿäêà ∼ σ4
u. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ äîñòàòî÷íîáîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (3.32), ÷òî ïðåäïîëàãà-åòñÿ âûïîëíåííûì.Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü òåíçîð ïðîñòðàíñòâåííîé äè��óçèè Dij(v) â âûðà-æåíèÿõ (4.40). Ñ ýòîé öåëüþ, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (4.48) ïî ïàðàìåòðó τ â èíòåðâàëå

(0,∞), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

λ

∞∫

0

dτ 〈ṽi(r, t + τ)ṽj(r1, t)〉 = 〈ṽi(r, t)ṽj(r1, t)〉 +

+ λ

∞∫

0

dτ B
(u)
ij (r − r1 + vτ, τ)

[
1 − e−λτ

]
. (4.49)Ïîëàãàÿ òåïåðü r = r1, äëÿ êîý��èöèåíòà äè��óçèè Dij(v) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

λDij(v) = 〈ṽi(r, t)ṽj(r, t)〉 + λ

∞∫

0

dτ B
(u)
ij (vτ, τ)

[
1 − e−λτ

]
. (4.50)

4.3. Ó÷åò ìàëîé èíåðöèîííîñòè îñåäàþùåé ïðèìåñè 93Äàëåå èç óðàâíåíèÿ (4.45) ñëåäóåò óðàâíåíèå äëÿ îäíîâðåìåíí�îãî ïðîñòðàíñòâåí-íîãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà ïîëÿ ṽ(r, t):

(
∂

∂t
+ 2λ

)
〈ṽi(r, t)ṽj(r1, t)〉 = − ∂

∂rk
〈ũk(r, t)ṽi(r, t)ṽj(r1, t)〉 −

− ∂

∂r1k
〈ũk(r1, t)ṽi(r, t)ṽj(r1, t)〉 −

〈
∂ũi(r, t)

∂rk
ṽk(r, t)ṽj(r1, t)

〉
−

−
〈

∂ũj(r1, t)

∂r1k
ṽk(r1, t)ṽi(r, t)

〉
+ λ [〈ũi(r, t)ṽj(r1, t)〉 + 〈ũj(r1, t)ṽi(r, t)〉] .Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (4.46) è âûðàæåíèå (4.47) äëÿ âàðèàöèîí-íîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà

Fij(r − r1) = 〈ṽi(r, t)ṽj(r1, t)〉, íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè (r − r1 → r):

λFij(r) = 2

∞∫

0

dτ
[
B

(u)
βγ (vτ, τ) − B

(u)
βγ (r + vτ, τ)

] ∂2

∂rβ∂rγ
Fij(r) −

−
∞∫

0

dτ
∂B

(u)
βj (r + vτ, τ)

∂rγ

∂

∂rβ
Fiγ(r) −

∞∫

0

dτ
∂B

(u)
βi (r + vτ, τ)

∂rγ

∂

∂rβ
Fγj(r) −

−
∞∫

0

dτ
∂B

(u)
iγ (r + vτ, τ)

∂rβ

∂

∂rγ
Fβj(r) −

∞∫

0

dτ
∂B

(u)
jγ (r + vτ, τ)

∂rβ

∂

∂rγ
Fiβ(r) −

− 2

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
ij (r + vτ, τ)

∂rβ∂rγ
Fβγ(r) + 2λ2

∞∫

0

dτ e−λτB
(u)
ij (r + vτ, τ). (4.51)Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèè 〈ṽi(r, t)ṽj(r, t)〉, ïîëàãàÿ r = 0 â óðàâíå-íèè (4.51) è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè ïîðÿäêà σ4

u, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

〈ṽi(r, t)ṽj(r, t)〉 = λ

∞∫

0

dτ e−λτB
(u)
ij (vτ, τ), (4.52)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ (4.52) â âûðàæåíèå (4.50), ïîëó÷àåì äëÿ òåíçîðà ïðî-ñòðàíñòâåííîé äè��óçèè Dij(v) ðàâåíñòâî

Dij(v) =

∞∫

0

dτ B
(u)
ij (vτ, τ), (4.53)íå çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà λ è ñîâïàäàþùåå, åñòåñòâåííî, ñ âûðàæåíèåì, ñîîòâåòñòâó-þùèì áåçûíåðöèîííîé ïðèìåñè.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü è êîý��èöèåíò ñíîñà, îïèñûâàåìûé âòî-ðûì ÷ëåíîì â ðàâåíñòâàõ (4.40). Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî îí áóäåò ïîðÿäêà σ4

u è, ñëå-äîâàòåëüíî, ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíîé ñêîðîñòüþ îñåäàíèÿ ïðèìåñè v.
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div ṽ(r, t)Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äè��åðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (4.49) ïî ri è r1j è ïîëàãàÿ

r = r1, ïîëó÷àåì äëÿ êîý��èöèåíòà äè��óçèè â ρ-ïðîñòðàíñòâå Dρ(v) âûðàæåíèå

Dρ(v) =

∞∫

0

dτ

〈
∂ṽ(r, t + τ)

∂r

∂ṽ(r, t)

∂r

〉
=

1

λ

〈(
∂ṽ(r, t)

∂r

)2
〉

, (4.54)îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ïîëÿ ∂ṽ(r, t)/∂r:

τdiv ṽ =
1

λ
,ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿñëó÷àÿ (3.32), êîãäà v(r, t) ≈ u(r, t) è, ñëåäîâàòåëüíî, τṽ = τ0.�àññìîòðèì òåïåðü òàêèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðî-èçâîäíûõ ïîëÿ ṽ(r, t), êàê

〈
∂ṽi(r, t)

∂rk

∂ṽj(r, t)

∂rl

〉
= − ∂2Fij(r)

∂rk∂rl

∣∣∣∣∣
r=0

.Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí èç óðàâíåíèÿ (3.28) ñëåäóåò óðàâíåíèå

2λ
∂2Fij(0)

∂rk∂rl
= 2λ2

∞∫

0

dτ e−λτ
∂2B

(u)
ij (vτ, τ)

∂rk∂rl
− 2

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
βγ (vτ, τ)

∂rk∂rl

∂2Fij(0)

∂rβ∂rγ
−

−
∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
βj (vτ, τ)

∂rγ∂rk

∂2Fiγ(0)

∂rβ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
βj (vτ, τ)

∂rγ∂rl

∂2Fiγ(0)

∂rβ∂rk
−

−
∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
βi (vτ, τ)

∂rγ∂rk

∂2Fγj(0)

∂rβ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
βi (vτ, τ)

∂rγ∂rl

∂2Fγj(0)

∂rβ∂rk
−

−
∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
iγ (vτ, τ)

∂rβ∂rk

∂2Fβj(0)

∂rγ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
iγ (vτ, τ)

∂rβ∂rl

∂2Fβj(0)

∂rγ∂rk
−

−
∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
jγ (vτ, τ)

∂rβ∂rk

∂2Fiβ(0)

∂rγ∂rl
−

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
jγ (vτ, τ)

∂rβ∂rl

∂2Fiβ(0)

∂rγ∂rk
−

− 2

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
ij (vτ, τ)

∂rβ∂rγ

∂2Fβγ(0)

∂rk∂rl
− 2

∞∫

0

dτ
∂4Bij(0, τ)

∂rβ∂rγ∂rk∂rl
Fβγ(0). (4.55)Ïîëîæèì â óðàâíåíèè (4.55) i = k, j = l. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

λ

〈(
∂ṽ(r, t)

∂r

)2
〉

= 4

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
βγ (vτ, τ)

∂ri∂rj

∂2Fij(0)

∂rβ∂rγ
. (4.56)

4.3. Ó÷åò ìàëîé èíåðöèîííîñòè îñåäàþùåé ïðèìåñè 95Äëÿ âåëè÷èíû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (4.56), èìååì
∂2Fij(0)

∂rβ∂rγ
= λ

∞∫

0

dτ e−λτ
∂2B

(u)
ij (vτ, τ)

∂rβ∂rγè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.32), â ñèëó (4.43), ïîëó÷àåì
∂2Fij(0)

∂rβ∂rγ
=

∂2B
(u)
ij (0, 0)

∂rβ∂rγ
=

D

d(d + 2)
[(d + 1)δβγδij − δβiδγj − δβjδγi] ,ãäå âåëè÷èíà D îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (4.44) è ñâÿçàíà ñ âèõðåâîé ñòðóêòóðîé ïîëÿ

u(r, t).Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîý��èöèåíòà äè��óçèè Dρ(v) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

Dρ(v) =
4D(d + 1)

d(d + 2)λ2

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
ββ (vτ, τ)

∂r2
=

=
4(d + 1)

d(d + 2)(d − 1)λ2

∂2B
(u)
αα (0, 0)

∂r2

∞∫

0

dτ
∂2B

(u)
ββ (vτ, τ)

∂r2
. (4.57)Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî êîý��èöèåíò Dρ(v) ∼ σ4

u. È ñïåðâà âèõðåâàÿ êîì-ïîíåíòà ïîëÿ u(r, t) ãåíåðèðóåò âèõðåâóþ êîìïîíåíòó ïîëÿ v(r, t) ïðÿìûì ëèíåéíûììåõàíèçìîì áåç ó÷àñòèÿ àäâåêöèè, à óæå çàòåì âèõðåâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ v(r, t) ãå-íåðèðóåò äèâåðãåíòíóþ êîìïîíåíòó ïîëÿ v(r, t) ÷åðåç ìåõàíèçì àäâåêöèè. Ñëåäîâà-òåëüíî, íàëè÷èå îñåäàíèÿ ïðèìåñè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êîý��èöèåíòà äè��óçèè

Dρ(v), ò. å. ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè êëàñòåðèçàöèè.Â çàêëþ÷åíèå äàííîé ãëàâû ïðèâåäåì íåêîòîðûå îáùèå âûâîäû, âûòåêàþùèå èçïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ.
• Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è î äè��óçèè ïàññèâíîé ïðèìå-ñè â ñëó÷àéíûõ äèâåðãåíòíûõ ïîëÿõ ñêîðîñòåé ìîãóò èìåòü ìàëî îáùåãî ñ ïî-âåäåíèåì îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ òðàäèöèîííûé ïîäõîä, îñíî-âàííûé íà ìîìåíòíîì îïèñàíèè, íåèí�îðìàòèâåí. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ íåîáõîäèìîèìåòü ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå íà óðîâíå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé (êàê ìèíè-ìóì îäíîâðåìåíí�îé èëè îäíîòî÷å÷íîé).

• Â çàäà÷àõ î äè��óçèè ïàññèâíîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ äèâåðãåíòíûõ ïîëÿõ ñêî-ðîñòåé ñóùåñòâóþò, îäíàêî, êîãåðåíòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ,îñóùåñòâëÿþùèåñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (êëàñòåðèçàöèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ êîí-ñåðâàòèâíîé ïðèìåñè â äèâåðãåíòíîì ïîëå ñêîðîñòåé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîåÿâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî÷òè âî âñåõ ðåàëèçàöèÿõ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ïëîòíîñòè.

• Ñàìè êîãåðåíòíûå ÿâëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò ìîäåëè �ëóêòóèðóþùèõïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èõ âðåìåíí�àÿ äèíà-ìèêà ìîæåò áûòü îïèñàíà â ðàìêàõ îäíîâðåìåíí�ûõ è îäíîòî÷å÷íûõ ðàñïðåäå-ëåíèé âåðîÿòíîñòåé ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè. Ïðè ýòîì,êîíå÷íî, êîíêðåòíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ýòî ÿâëåíèå (íàïðèìåð, õà-ðàêòåðíûå âðåìåíà îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð è èõ ïðîñòðàíñòâåííûåõàðàêòåðíûå ìàñøòàáû) ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ìîäåëåé.



96 �ëàâà 4. Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ îñåäàþùåé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ïîòîêàõ

• Ïîäõîäó, îñíîâàííîìó íà òðàäèöèîííîì ìåòîäå àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷å-ñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ëÿïóíîâñêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõïîêàçàòåëåé, ïî-ïðåæíåìó, óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå ìíîãèìè èññëåäîâàòå-ëÿìè. Â ïðèëîæåíèè ê ñòîõàñòè÷åñêèì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, è â ÷àñòíîñòè âçàäà÷àõ äè��óçèè ïàññèâíîé ïðèìåñè, ïðè òàêîì ïîäõîäå âû÷èñëÿþòñÿ õàðàê-òåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, êîòîðûå ïîñëå ýòîãî óñðåäíÿþòñÿ ïî àíñàìáëþ ðåà-ëèçàöèé ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ. Òàêèå ñðåäíèå âåëè÷èíû ñîâïàäàþò ñ êðèâîéòèïè÷íîé ðåàëèçàöèè äëÿ ëîãíîðìàëüíîãî çàêîíà ïîëîæèòåëüíûõ íåñòàöèîíàð-íûõ âî âðåìåíè õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê, ïî ñóòè äåëà, îáà ìåòîäà îñíîâàíû íà ëèíåàðèçàöèèèñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî ïðè âû-÷èñëåíèè êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ìû ñðàçó ïîëüçóåìñÿ òàêèìè ñâîéñòâàìèñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ, êàê ñòàöèîíàðíîñòü âî âðåìåíè è îäíîðîäíîñòü è èçî-òðîïíîñòü â ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, ïðàêòè÷åñêè âñåãäà óäàåòñÿ ïðîâåñòèàíàëèç â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè âî âðåìåíè �ëóêòóè-ðóþùèõ ïàðàìåòðîâ, ò. å. íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ÷òî ïîçâîëÿåòèçáåæàòü ãðîìîçäêîñòè è çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèé. Ï�ÈËÎÆÅÍÈßÝËÅÌÅÍÒÛÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÀÏÏÀ�ÀÒÀ ÄËß ÎÏÈÑÀÍÈßÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÕ ßÂËÅÍÈÉ
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Ïðèëîæåíèå ÀÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÎÁÙÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÑÈÑÒÅÌÎñòàíîâèìñÿ òåïåðü êðàòêî íà ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå, ïîçâîëÿþùåì îïèñàòüêîãåðåíòíûå ïðîöåññû â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äëÿ áîëåå ïîëíîéèí�îðìàöèè ñì. ìîíîãðà�èè [8,9,11℄. Ïðåæäå âñåãî îáñóäèì îáùèå ñâîéñòâà äèíàìè-÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûìè (îáûêíîâåííûìè èëè â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ) èëè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ �óíêöè-îíàëîì ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ.À.1. Âàðèàöèîííûå (�óíêöèîíàëüíûå) ïðîèçâîäíûåÍàïîìíèì îáùåå îïðåäåëåíèå �óíêöèîíàëà. Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàí íåêîòîðûé�óíêöèîíàë, åñëè óñòàíîâëåíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîé �óíêöèè èç íåêîòîðîéñîâîêóïíîñòè ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî. Ïðèìåðû �óíêöèîíàëîâ:à) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτ a(τ)ϕ(τ),ãäå a(t) � çàäàííàÿ (�èêñèðîâàííàÿ) �óíêöèÿ, à ïðåäåëû t1, t2 ìîãóò áûòü êàê êî-íå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè. Ýòî � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë.á) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2 B(τ1, τ2)ϕ(τ1)ϕ(τ2),ãäå B(t1, t2) � �èêñèðîâàííàÿ çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Ýòî � êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë.â) F [ϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) ,ãäå f(x) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, à âåëè÷èíà Φ[ϕ(τ)] ñàìà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì.Îöåíèì ðàçíîñòü çíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå �óíêöèîíàëà (ñì. ðèñ. À.1), âçÿòîãîäëÿ äâóõ �óíêöèé ϕ(τ) è ϕ(τ) + δϕ(τ), δϕ(τ) 6= 0 ïðè
t − 1

2
∆t < τ < t +

1

2
∆tÂàðèàöèåé �óíêöèîíàëà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ïî δϕ(τ) ÷àñòü ðàçíîñòè

δF [ϕ(τ)] = {F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)]} .Âàðèàöèîííîé (èëè �óíêöèîíàëüíîé) ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (ñì., íàïðè-ìåð, [27℄)

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)dt
= lim

∆t→0

δF [ϕ(τ)]∫

∆t
dτδϕ(τ)

. (À.1)98

À.1. Âàðèàöèîííûå (�óíêöèîíàëüíûå) ïðîèçâîäíûå 99

PSfrag replaements ϕ(τ)
ϕ(τ) + δϕ(τ)

ϕ(τ)

t − ∆τ
2 t + ∆τ

2

τt�èñ. À.1. Ê îïðåäåëåíèþ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîéÑ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ δF [ϕ(τ)]/δϕ(t)dt áóäåì èñïîëüçî-âàòü δF [ϕ(τ)]/δϕ(t).Îòìåòèì, ÷òî åñëè â (À.1) âçÿòü â êà÷åñòâå �óíêöèè δϕ(τ) = αδ(τ), ãäå δ(τ) �îáû÷íàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, òî �îðìóëó (À.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, èìåþùåìâèä îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé:
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

α→0

d

dα
F [ϕ(τ) + αδ(τ − t)].Âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèîíàëà F [ϕ(τ)] ÿâëÿåòñÿ ñíîâà �óíêöèîíà-ëîì îò ϕ(τ), çàâèñÿùèì åùå îò òî÷êè t êàê îò ïàðàìåòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà âàðèàöè-îííàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü ïðîèçâîäíûå äâîÿêîãî òèïà: åå ìîæíî äè��åðåíöè-ðîâàòü îáû÷íûì îáðàçîì ïî ïàðàìåòðó t, à ìîæíî òàêæå ñîñòàâèòü åå âàðèàöèîííóþïðîèçâîäíóþ ïî ϕ(τ) â òî÷êå τ = t′, ÿâëÿþùóþñÿ âòîðîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîéîò èñõîäíîãî �óíêöèîíàëà:

δ2F [ϕ(τ)]

δϕ(t′)δϕ(t)
=

δ

δϕ(t′)

[
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)

]
.Âòîðàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò óæå �óíêöèîíàëîì îò ϕ(τ), çàâèñÿùèì îòïàðû òî÷åê t, t′, è ò. ä.Íàéäåì âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèîíàëîâ (à), (á) è (â).Â ñëó÷àå (à) èìååì

δF [ϕ(τ)] = F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)] =

t+∆t/2∫

t−∆t/2

dτ a(τ)δϕ(τ).Åñëè �óíêöèÿ a(t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå ∆t, òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

δF [ϕ(τ)] = a(t′)

∫

∆t

dτ δϕ(τ),ãäå òî÷êà t′ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [t − ∆t/v, t + ∆t/2], òàê ÷òî

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

∆t→0
a(t′) = a(t). (À.2)



100 Ïðèëîæåíèå À. Íåêîòîðûå îáùèå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìÀíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (á) ïîëó÷àåì

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=

t2∫

t1

dτ [B(τ,t)+B(t, τ)]ϕ(τ) (t1 < t < t2).Îòìåòèì, ÷òî çäåñü �óíêöèþ B(τ1, τ2) âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íîé �óíêöèåéñâîèõ àðãóìåíòîâ.Â ñëó÷àå (â) èìååì

F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) +
∂

f
(Φ[ϕ(τ)])∂ΦδΦ[ϕ(τ)] + . . . =

= F [ϕ(τ)] +
∂f(Φ[ϕ(τ)])

∂Φ
δΦ[ϕ(τ)] + . . .è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

δ

δϕ(t)
f (Φ[ϕ(τ)]) =

∂f (Φ[ϕ(τ)])

∂Φ

δ

δϕ
(t)Φ[ϕ(τ)]. (À.3)�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèîíàë Φ[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)]. Äëÿ íåãî èìååì

δΦ[ϕ(τ)] = {F 1[ϕ(τ) + δϕ(τ)]F 2[ϕ(τ) + δϕ(τ)]−F 1[ϕ(τ)]F 2[ϕ(τ)]} =

= F1[ϕ(τ)]δF2[ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]δF1 [ϕ(τ)],è, ñëåäîâàòåëüíî,

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F2[ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]. (À.4)Ìîæíî �îðìàëüíî îïðåäåëèòü è âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé �óíê-öèîíàëà ϕ(τ0) ïî �óíêöèè ϕ(t) ñîîòíîøåíèåì

δϕ(τ0)

δϕ(t)
= δ(τ0 − t). (À.5)Ôîðìóëó (À.5) ìîæíî îáîñíîâàòü, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíûé �óíêöèîíàëâèäà

F [ϕ(τ)] =
1√
2πσ

∞∫

−∞

dτ ϕ(τ) exp

{
−(τ − τ0)

2

2σ2

}
. (À.6)Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî (À.2), âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)] =

1√
2πσ

exp

{
−(t − τ0)

2

2σ2

}
. (À.7)Ïåðåõîäÿ òåïåðü �îðìàëüíî ê ïðåäåëó ïðè σ → 0 â âûðàæåíèÿõ (À.6) è (À.7), ìûè ïîëó÷àåì �îðìóëó (À.5). È ïðè ýòîì

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=

∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)

δϕ(τ)

δϕ(t)
=

∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)
δ(τ − t).Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (À.5) î÷åíü óäîáíî ïðîèçâîäèòü �óíêöèîíàëüíîå äè��åðåí-öèðîâàíèå �óíêöèîíàëîâ, ÿâíî çàâèñÿùèõ îò ϕ(τ). Òàê äëÿ êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèî-íàëà (á) èìååì

À.1. Âàðèàöèîííûå (�óíêöèîíàëüíûå) ïðîèçâîäíûå 101
δ

δϕ(t)

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2 B(τ1, τ2)ϕ(τ1)ϕ(τ2)

(À.4)

=

=

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2 B(τ1, τ2)

[
δϕ(τ1)

δϕ(t)
ϕ(τ2) + ϕ(τ1)

δϕ(τ2)

δϕ(t)

] (À.5)
=

=

t2∫

t1

dτ [B(t, τ)+B(τ, t)] ϕ(τ) (t1 < t < t2).Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì �óíêöèîíàë
F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτ L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)
.Â ýòîì ñëó÷àå

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)]

(À.3)
=

t2∫

t1

dτ




∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+

∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ




δϕ(τ)

δϕ(t)

(À.5)
=

=

t2∫

t1

dτ




∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+

∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ


 δ(τ − t) =

=

(
− d

dt

∂

∂ϕ̇(t)
+

∂

∂ϕ(t)

)
L

(
t, ϕ(t),

dϕ(t)

dt

)
,ãäå ϕ̇(t) =

d

dt
ϕ(t), åñëè òî÷êà t ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (t1, t2).Ïîäîáíî òîìó êàê �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà, �óíêöèîíàë

F [ϕ(τ) + η(τ)] ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ïî �óíêöèè η(τ)â îêðåñòíîñòè η(τ) ∼ 0:
F [ϕ(τ) + η(τ)] = F [ϕ(τ)] +

∞∫

−∞

dt
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
η(t) +

+
1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2
δ2F [ϕ(τ)]

δϕ(t1)δϕ(t2)
η(t1)η(t2) + . . . (À.8)Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå òèïà

1 +

∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)
+

1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2 η(t1)η(t2)
δ2

δϕ(t1)δϕ(t2)
+ . . . =

= 1 +

∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)
+

1

2!




∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)




2

+ . . . (À.9)ìîæíî ñîêðàùåííî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîðà

exp





∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)



 , (À.10)



102 Ïðèëîæåíèå À. Íåêîòîðûå îáùèå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìäåéñòâèå êîòîðîãî íàäî ïîíèìàòü èìåííî â ñìûñëå ðàçëîæåíèÿ (À.9). Ñ ïîìîùüþýòîãî îïåðàòîðà �îðìóëó (À.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

F [ϕ(τ) + η(τ)] = exp






∞∫

−∞

dt η(t)
δ

δϕ(t)




F [ϕ(τ)], (À.11)÷òî ïîçâîëÿåò íàì èíòåðïðåòèðîâàòü îïåðàòîð (À.10) êàê îïåðàòîð �óíêöèîíàëüíîãîñäâèãà.�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèîíàë F [t;ϕ(τ)], çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t. Ýòîò �óíê-öèîíàë ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïî t, à òàêæå íàéòè åãî âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþïî ϕ(t′). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè îïåðàöèè ïåðåñòàíîâî÷íû, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂

∂t

δF [t;ϕ(τ)]

δϕ(t′)
=

δ

δϕ(t′)

∂F [t;ϕ(τ)]

∂t
. (À.12)Åñëè îáëàñòü èçìåíåíèÿ τ íå çàâèñèò îò t, òî ðàâåíñòâî (À.12) î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå, íàïðèìåð äëÿ �óíêöèîíàëîâ F [t;ϕ(τ)], ó êîòîðûõ 0 ≤ τ ≤ t, ðàâåíñòâî (À.12)ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèîíàëà F [t;ϕ(τ)] â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåé-ëîðà.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî �îðìàëèçìà, ðàññìîò-ðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé:

d

dt
r(t) = U (r, t), r(t0) = r0. (À.13)À.2. Ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòèÄëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòå-ðèñòèê èõ ðåøåíèé, òðåáóåòñÿ çíàíèå çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ îò êîý��èöè-åíòîâ óðàâíåíèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, �óíêöèîíàëüíîé). Ýòè çàâèñèìîñòü îáëàäàåò íåêî-òîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè. Ïðîèëëþñòðèðóåì èõ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé çàäà÷è �ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (À.13), êîòîðóþ ìîæíî ïåðå-ïèñàòü â âèäå íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

r(t) = r0 +

t∫

t0

dτ U(r(τ), τ). (À.14)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (À.14) çàâèñèò ïàðàìåòðè÷åñêè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé r0, t0è �óíêöèîíàëüíî îò âåêòîðíîãî ïîëÿ U(r′, τ).Ïðîâàðüèðóåì óðàâíåíèå (À.14) ïî ïîëþ U(r, t). Ñ÷èòàÿ, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå
r0 íå çàâèñèò îò ïîëÿ U(r, t), ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (À.5), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àåèìååò âèä

δUi(r(τ), τ)

δUj(r′, t′)
= δijδ(r(τ) − r′)δ(τ − t′),ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé:

δri(t)

δUj(r, t′)
= δijδ(r − r(t′))θ(t′ − t0)θ(t − t′) +

t∫

t0

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rk

δrk(τ)

δUj(r, t′)
, (À.15)

À.3. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ 103ãäå δ(r − r′) � äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà, à

θ(t) =

{
1, åñëè t > 0,

0, åñëè t < 0,� ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Èç óðàâíåíèÿ (À.15) ñëåäóåò, ÷òî
δri(t)

δUj(r, t′)
= 0, åñëè t′ > t èëè t′ < t0, (À.16)ò. å. ðåøåíèå r(t) äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è (À.14), åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê �óíêöèî-íàë ïîëÿ U(r, t′), çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé U(r, t′) ïðè t0 < t′ < t. Ñëåäîâàòåëüíî,�óíêöèÿ r(t) íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ïîëå U(r, t′) èçìåíÿåòñÿ âíå èíòåðâàëà (t0, t

′), ò. å. äëÿ

t′ < t0 èëè t′ > t. Óñëîâèå (À.16) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííî-ñòè.Ïðèíèìàÿ ýòî óñëîâèå âî âíèìàíèå, óðàâíåíèå (À.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(ïðè t0 < t′ < t)
δri(t)

δUj(r, t′)
= δijδ(r − r(t′)) +

t∫

t′

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rk

δrk(τ)

δUj(r, t′)
, (À.17)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó t → t′ + 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= δijδ(r − r(t′)), (À.18)èëè æå â ïðåäåëå t′ → t − 0

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t−0

= δijδ(r − r(t)), (À.19)Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (À.17) äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé, î÷åâèäíî, ýêâèâà-ëåíòíî ëèíåéíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

∂

∂t

(
δri(t)

δUj(r, t′)

)
=

∂Ui(r(t), t)

∂rk

(
δrk(t)

δUj(r, t′)

)
,

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

= δijδ(r − r(t′)).

(À.20)Óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì çàäà÷, îïèñûâàå-ìûõ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.À.3. Óðàâíåíèå ËèóâèëëÿÑîâðåìåííûé àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü çàìêíó-òîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, åñëè ýòè ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äèíà-ìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè è îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè



104 Ïðèëîæåíèå À. Íåêîòîðûå îáùèå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èëè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè îïðåäåëåííîãî òèïà. Ïåðå-õîä îò îïèñàíèÿ èñõîäíîé, âîîáùå ãîâîðÿ íåëèíåéíîé, ñèñòåìû ê ýêâèâàëåíòíîìó îïè-ñàíèþ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî îñóùåñòâèòüñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðíûõ �óíêöèé. Îäíàêî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ. �àññìîòðèì òàêîé ïåðåõîä íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (À.13).Ïóñòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (À.13):

d

dt
r(t) = U(r(t), t), r(t0) = r0. (À.21)Ââåäåì ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ â ïðîñòðàíñòâå (r, t):

ϕ(r, t) = δ(r(t) − r), (À.22)îáû÷íî íàçûâàåìóþ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ñå÷åíèè ñëó÷àéíî-ãî ïðîöåññà r(t) çàäàííîé ïëîñêîñòüþ r(t) = const.Äè��åðåíöèðóÿ (À.22) ïî âðåìåíè t ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (À.21), ïîëó÷àåì ðà-âåíñòâà

∂

∂t
ϕ(r, t) = −dr(t)

dt

∂

∂r
δ(r(t) − r) = −U(r(t), t)

∂

∂r
δ(r(t) − r) =

= − ∂

∂r

[
U(r(t), t)δ(r(t) − r)

]
.Èñïîëüçóÿ äàëåå ¾âûêàëûâàþùåå¿ ñâîéñòâî äåëüòà-�óíêöèè

U(r(t), t)δ(r(t) − r) = U(r, t)δ(r(t) − r),ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ϕ(r, t) = 0, ϕ(r, t0) = δ(r − r0), (À.23)êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîé ñèñòåìå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Ýòî óðàâ-íåíèå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ �àçîâûõ òî÷åê â �àçî-âîì ïðîñòðàíñòâå {r, t}.Çàìå÷àíèå À.1. Îñîáåííîñòü ðàáîòû ñ äåëüòà-�óíêöèåéÈç èçëîæåííîãî ìåòîäà âûâîäà óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî âèäåòüðàçëè÷èå ìåæäó �óíêöèåé r(t) è ïàðàìåòðîì r. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòûñ äåëüòà-�óíêöèåé íåîáõîäèìî âûïèñûâàòü àðãóìåíò �óíêöèè r(t) âî âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõâûêëàäêàõ (ñð. çàïèñü óðàâíåíèé (À.21) è (À.13). Ïðåíåáðåæåíèå ýòèì ïðàâèëîì ïðèâîäèò,êàê ïðàâèëî, ê îøèáêå. �Ïåðåõîä îò ñèñòåìû (À.21) ê óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (À.23) ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàñøè-ðåíèåì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (r, t), êîòîðîå, îäíàêî, èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.Óðàâíåíèå (À.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(r, t) = δ(r − r0) −
t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)ϕ(r, τ)

}
,

À.3. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ 105âàðèàöèÿ êîòîðîãî ïî �óíêöèè Ui(r
′, t′) ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû (À.5) ïðèâîäèòê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= −

t∫

t0

dτ
∂

∂ri

{
δUi(r, τ)

δUj(r′, t′)
ϕ(r, τ)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
=

= −θ(t − t′)θ(t′ − t0)
∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (À.24)ãäå, êàê è ðàíåå, θ(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ñëåäîâàòåëüíî,

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
∼ θ(t − t′)θ(t′ − t0),è âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= 0, åñëè t′ < t0 èëè t′ > t,êîòîðîå âûðàæàåò óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (À.23).Ïðè óñëîâèè t0 < t′ < t óðàâíåíèå (À.24) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= − ∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t′

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (À.25)îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δϕ(r, t)

δUi(r′, t′)

∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
. (À.26)Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (À.26) ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ(À.18). Â ñàìîì äåëå, âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ δϕ(r, t)/δUj(r
′, t′), â ñèëó îïðåäåëå-íèÿ �óíêöèè ϕ(r, t),

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
=

δ

δUj(r′, t′)
δ(r(t) − r) = −

∂

∂ri
δ(r(t) − r)

δri(t)

δUj(r′, t′)
, (À.27)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t = t′ + 0 èìååì ðàâåíñòâî

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri
δ(r(t′) − r)

δri(t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

=

= − ∂

∂rj

{
δ(r(t′) − r)δ(r′ − r)

}
= − ∂

∂rj

{
ϕ(r, t′)δ(r′ − r)

}
. (À.28)



Ïðèëîæåíèå ÁÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ È ÏÎËÅÉÁ.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿÅñëè ìû èìååì ñëó÷àéíóþ �óíêöèþ z(t) (ñëó÷àéíûé ïðîöåññ), òî âñå åå ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàþòñÿ îäíîâðå-ìåíí�îé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé

P (z, t) = 〈δ(z(t) − z)〉 , (Á.1)ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

〈f(z(t))〉 =

∞∫

−∞

dz f(z)P (z, t).Â �îðìóëå Á.1 ÷åðåç ñêîáêè 〈. . .〉 îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).Èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ýòîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿþùàÿ âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîöåññ z(t) < Z, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
F (t, Z) = P (z(t) < Z) =

Z∫

−∞

dz P (z, t),è, ñëåäîâàòåëüíî,

F (t, Z) = 〈θ(Z − z(t))〉 , F (t,∞) = 1, (Á.2)ãäå θ(z) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè z < 0 è åäèíèöå ïðè z > 0.Îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì óñðåäíå-íèÿ â (Á.1):

ϕ(z, t) = δ(z(t) − z),íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé.Äëÿ ïîëíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè z(t) äîñòàòî÷íî çíàòüåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë
Φ[v(τ)] =

〈
exp



i

∞∫

−∞

dτ v(τ)z(τ)





〉
,ãäå �óíêöèÿ v(t) � ïðîèçâîëüíàÿ (äîñòàòî÷íî ¾õîðîøàÿ¿) �óíêöèÿ. Çíàÿ �óíêöèî-íàë Φ[v(τ)], ìîæíî íàéòè òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé �óíêöèè z(t), êàê åå ñðåä-íåå çíà÷åíèå 〈z(t)〉, êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ 〈z(t1)z(t2)〉, n-òî÷å÷íóþ ìîìåíòíóþ�óíêöèþ 〈z(t1) . . . z(tn)〉 è ò. ä. 106

Á.2. �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 107Â ñàìîì äåëå, ðàñêëàäûâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë Φ[v(τ)] â �óíêöèî-íàëüíûé ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì äëÿ íåãî âûðàæåíèå ÷åðåç ìîìåíòíûå �óíêöèè ïðî-öåññà z(t):

Φ[v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtn Mn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn),

Mn(t1, . . . , tn) = 〈z(t1) . . . z(tn)〉 =
1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Φ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0

.Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòíûå �óíêöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåçâàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà. Âàðèàöèîííûå ïðî-èçâîäíûå è ïðàâèëà ðàáîòû ñ íèìè îïðåäåëåíû â Ïðèëîæåíèè À.Ïðåäñòàâèì òåïåðü Φ[v(τ)] â âèäå Φ[v(τ)] = exp{Θ[v(τ)]}. Ôóíêöèîíàë Θ[v(τ)] òàê-æå ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà:
Θ[v(τ)] =

∞∑

n=1

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtn Kn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn), (Á.3)ãäå �óíêöèÿ
Kn(t1, . . . , tn) =

1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Θ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0íàçûâàåòñÿ êóìóëÿíòíîé �óíêöèåé n-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë ñëó÷àé-íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f(x, t):

Φ[v(x′, τ)] =

〈
exp




i

∫
dx

∞∫

−∞

dt v(x,t)f(x, t)






〉
= exp

{
Θ[v(x′, τ)]

}
,à òàêæå ìîìåíòíûå è êóìóëÿíòíûå �óíêöèè n-ãî ïîðÿäêà:

Mn(x1, t1, . . . ,xn, tn) =
1

in
δn

δv(x1, t1) . . . δv(xn, tn)
Φ[v(x′, τ)]

∣∣∣∣
v=0

,

Kn(x1, t1, . . . ,xn, tn) =
1

in
δn

δv(x1, t1) . . . δv(xn, tn)
Θ[v(x′, τ)]

∣∣∣∣
v=0

.Åñëè f(x, t) � âåêòîðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå, òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü v(x, t) âåêòîðíîé�óíêöèåé.Á.2. �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ è ïîëåé (�îðìóëà Ôóðóòöó�Íîâèêîâà)Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè (îáîáùåíèÿ íàìíîãîìåðíûå ñëó÷àè íå âûçûâàþò çàòðóäíåíèé). Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèþ 〈z(t)R[z(τ)]〉, ãäå R[z(τ)]� �óíêöèîíàë, êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü îò ïðîöåññà z(t) êàê ÿâíûì, òàê è íåÿâíûìîáðàçîì.



108 Ïðèëîæåíèå Á. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéÄëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèî-íàë R[z(τ)+η(τ)], ãäå η(t) � ïðîèçâîëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, è âû÷èñëèìâåëè÷èíó 〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉. Èíòåðåñóþùóþ íàñ êîððåëÿöèþ ïîëó÷èì, ïîëîæèâ âîêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå η(τ) = 0.Ôóíêöèîíàë R[z(τ) + η(τ)] ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ïî

z(τ) è ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

R[z(τ) + η(τ)] = e

∞∫
−∞

dτz(τ) δ
δη(τ)

R[η(τ)],ââîäÿ îïåðàòîð �óíêöèîíàëüíîãî ñäâèãà. Òîãäà äëÿ êîððåëÿöèè 〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

〈z(t)R [z(τ) + η(τ)]〉 = Ω

[
t;

δ

iδη(τ)

]
〈R [z(τ) + η(τ)]〉 ,ãäå �óíêöèîíàë Ω[t; v(τ)] îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

Ω[t; v(τ)] =

〈
z(t) exp

{
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉

〈
exp

{
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉 =
1

Φ[v(τ)]

δ

iδv(t)
Φ[v(τ)] ≡ δ

iδv(t)
Θ[v(τ)],(Á.4)ãäå Θ[v(τ)] = lnΦ[v(τ)], à Φ[v(τ)] � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà z(t).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âàðèàöèîííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî η(τ) ìîæíî çàìåíèòü äè�-�åðåíöèðîâàíèåì ïî z(τ) è ïîëîæèòü çàòåì η(τ) = 0, ïîëó÷àåì äëÿ èíòåðåñóþùåéíàñ êîððåëÿöèè îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

〈z(t)R[z(τ)〉 =

〈
Ω

[
t;

δ

iδz(τ)

]
R[z(τ)]

〉
. (Á.5)Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì �óíêöèîíàëà Θ[v(τ)] â �óíêöèîíàëüíûé ðÿäÒåéëîðà (Â.18), òî �óíêöèîíàë

Ω[t; v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn)è, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (Á.5) ïðèíèìàåò âèä
〈z(t)R[z(τ)]〉 =

∞∑

n=0

1

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)

〈
δnR[z(τ)]

δz(t1) . . . δz(tn)

〉
. (Á.6)Â �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ïîâðåìåíè t, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿþòñÿñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(τ) ïðè 0 ≤ τ ≤ t, êîòîðûåïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì �óíêöèîíàëîì

Φ[t; v(τ)] = eΘ[t;v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτz(τ)v(τ)





〉
.

Á.2. �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 109Â ýòîì ñëó÷àå âñå ïîëó÷åííûå âûøå �îðìóëû îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòà-òèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ 〈z(t′)R[t; z(τ)]〉 ïðè t′ < t, τ ≤ t, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

〈
Ω

[
t′, t;

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
(0 < t′ < t), (Á.7)ãäå

Ω[t′, t; v(τ)] =
δ

iδv(t′)
Θ[t; v(τ)] =

=
∞∑

n=0

in

n!

t∫

0

dt1 . . .

t∫

0

dtnKn+1(t
′, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn). (Á.8)Â ñëó÷àå, êîãäà t′ = t − 0, �îðìóëà â (Á.7) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî, ò. å.

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 =

〈
Ω

[
t, t;

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
. (Á.9)Îäíàêî ðàçëîæåíèå (Á.8) íå âñåãäà äàåò ïðàâèëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè t′ → t−0(ò. å. îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è ðàçëîæåíèÿ â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðàìîãóò áûòü è íå ïåðåñòàíîâî÷íû). Â ýòîì ñëó÷àå

Ω[t, t; v(τ)] =
1

Φ[t; v(τ)]

d

idv(t)
Φ[t; v(τ)] =

d

idv(t)
Θ[t; v(τ)] (Á.10)è ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå â (Á.7) è (Á.9) ìîãóò áûòü ðàçðûâíû ïðè t′ = t − 0.Äëÿ ãàóññîâîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) âñå �îðìóëû, ïîëó÷åííûå âûøå, ñóùå-ñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ëîãàðè�ì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà

Φ[v(τ)] èìååò âèä (ñðåäíèå çíà÷åíèå ïðîöåññà z(t) ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ) (Â.7) è,ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèîíàë Ω[t; v(τ)] (Á.4) ïðèíèìàåò âèä ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà

Ω[t; v(τ)] = i

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)v(τ1), (Á.11)à �îðìóëà (Á.5) ïðèíèìàåò âèä

〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉 =

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)
δ

δη(τ1)
〈R[z(τ) + η(τ)]〉 . (Á.12)Çàìåíÿÿ òåïåðü äè��åðåíöèðîâàíèå ïî η(τ) íà äè��åðåíöèðîâàíèå ïî z(τ) è ïîëàãàÿ

η(τ) = 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

〈z(t)R[z(τ)]〉 =

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)

〈
δ

δz(τ1)
R[z(τ)]

〉
, (Á.13)êîòîðîå â �èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü �îðìóëîé Ôóðóòöó-Íîâèêîâà ïîèìåíè àâòîðîâ, âïåðâûå åå ïîëó÷èâøèõ [28, 47℄.Ëåãêî íàïèñàòü è ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå �îðìóëû (Á.13), êîòîðîå ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå

〈zi1,...,in(r)R[z]〉 =

∫
dr′ 〈zi1,...,in(r)zj1,...,jn(r′)

〉
〈

δR[z]

δzj1,...,jn(r′)

〉
, (Á.14)



110 Ïðèëîæåíèå Á. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéãäå ÷åðåç r îáîçíà÷åíû âñå íåïðåðûâíûå àðãóìåíòû ñëó÷àéíîãî ïîëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

z(r), à ÷åðåç i1, . . . , in � èíäåêñíûå àðãóìåíòû. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñíûì àðãó-ìåíòàì â ïðàâîé ÷àñòè (Á.14) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(τ) îïðåäåëåí òîëüêî íà îòðåçêå âðåìåíè [0, t], òî �óíê-öèîíàë Θ[t, v(τ)] áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì

Θ[t, v(τ)] = −1

2

t∫

0

t∫

0

dτ1dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2), (Á.15)à �óíêöèîíàëû Ω[t′, t; v(τ)], Ω[t, t; v(τ)] áóäóò ëèíåéíûìè �óíêöèîíàëàìè:

Ω[t′, t; v(τ)] =
δ

iδv(t′)
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτ B(t′, τ)v(τ),

Ω[t, t; v(τ)] =
d

iv(t)dt
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτ B(t, τ)v(τ),

(Á.16)è, ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû (Á.7), (Á.9) áóäóò èìåòü âèä

〈
z(t′)R[t, z(τ)]

〉
=

t∫

0

dτB(t′, τ)

〈
δR[z(τ)]

δz(τ)

〉
(t′ 6 t), (Á.17)ñîâïàäàþùèé ñ ðàâåíñòâîì (Á.13) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

δR[t; z(τ)]

δz(τ)
= 0 ïðè τ < 0, τ > t. (Á.18)Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå ìíîãîìåðíîé �îðìóëû (Á.14) íà ñëó÷àé ïðè÷èííîãîâî âðåìåíè �óíêöèîíàëà R[t;z(r̃, τ)] èìååò âèä

〈zi1,...,in(r, t)R[t;z(r̃, τ)]〉 =

∫
dr′

t∫

0

dt′
〈
zi1,...,in(r, t)zj1,...,jn(r′, t′)

〉
〈

δR[t;z(r̃, τ)]

δzj1,...,jn(r′, t′)

〉
.(Á.19)

Ïðèëîæåíèå ÂÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÎÏÎ��ÀÔÈß ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ È ÏÎËÅÉÏîëíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, ñîäåðæèòñÿ â èõ õàðàêòåðèñòè-÷åñêèõ �óíêöèîíàëàõ. Îäíàêî äàæå çíàíèå îäíîòî÷å÷íûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåéñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé äàåò îïðåäåëåííóþ èí�îðìàöèþ îá ýâîëþöèè ñëó÷àé-íûõ ïðîöåññîâ âî âñåì èíòåðâàëå âðåìåí è ñòðóêòóðå ñëó÷àéíûõ ïîëåé â ïðîñòðàí-ñòâå. Ýòó èí�îðìàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå èäåé ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èèñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé.Â.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññûÏðåæäå âñåãî îáñóäèì ïîíÿòèå òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), êî-òîðîå õàðàêòåðèçóåò îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññàâ öåëîì íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåí.Â.1.1. Òèïè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàÍàçîâåì êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) äåòåðìèíèðîâàí-íóþ êðèâóþ z∗(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé èíòåãðàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëå-íèÿ (Á.2) è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

F (t, z∗(t)) =

z∗(t)∫

−∞

dz P (z, t) =
1

2
. (Â.1)Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ìåäèàíû, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî äëÿëþáîãî èíòåðâàëà âðåìåíè (t1, t2) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(t) êàê-áû ¾îáâèâàåò¿ êðèâóþ

z∗(t) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

z(t) > z∗(t), ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå

{ { {

PSfrag replaements

z∗(t)
z(t)

tt1 t2

∆t1 ∆t2 ∆t3�èñ. Â.1. Ê îïðåäåëåíèþ êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà111



112 Ïðèëîæåíèå Â. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òîïîãðà�èÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéíåðàâåíñòâî z(t) < z∗(t) (ðèñ. Â.1), ò. å.

〈
Tz(t)>z∗(t)

〉
=
〈
Tz(t)<z∗(t)

〉
=

1

2
(t2 − t1). (Â.2)Â ñàìîì äåëå, èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (Â.1) ïî âðåìåíè â èíòåðâàëå (t1, t2), ïîëó÷àåì

t2∫

t1

dt F (t, z∗(t)) =
1

2
(t2 − t1). (Â.3)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (Á.2),èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (Â.3) ðàâåí

t2∫

t1

dt F (t, z∗(t)) = 〈T (t1, t2)〉 , (Â.4)ãäå T (t1, t2) =
∑N

1 ∆tk � îáùåå âðåìÿ èç èíòåðâàëà (t1, t2), â òå÷åíèå êîòîðîãî ðåàëè-çàöèÿ ïðîöåññà z(t) ëåæèò âûøå êðèâîé z∗(t). Ñîïîñòàâëÿÿ (Â.3) ñ (Â.4), è ïîëó÷àåìðàâåíñòâî (Â.2).Êðèâàÿ z∗(t) ìîæåò, åñòåñòâåííî, ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ëþáîé êîíêðåòíîéðåàëèçàöèè ïðîöåññà z(t) è íå îïèñûâàåò âåëè÷èíó âîçìîæíûõ âûáðîñîâ. Òàêèì îá-ðàçîì, êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè z∗(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), ïîëó÷åííàÿ ñ ïî-ìîùüþ îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåíà òåì íå ìåíåå íà âñåì èí-òåðâàëå âðåìåíè t ∈ (0,∞).Äëÿ êîíêðåòíûõ òèïîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæíî ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþèí�îðìàöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ óæå âûáðîñû îòíîñèòåëüíî ýòîé êðèâîé.Â.1.2. Ñòàòèñòèêà ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîöåññà ñ ïðÿìîéÎäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (Á.1) äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) ÿâëÿåò-ñÿ ðåçóëüòàòîì óñðåäíåíèÿ ñèíãóëÿðíîé èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ïî àíñàìáëþ ðåàëè-çàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t). Ýòà �óíêöèÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿïðîöåññà z(t) ïðÿìîé z = const, îïðåäåëÿåìûõ êàê êîðíè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
z(tn) = z (n = 0, 1, . . . ,∞),è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ϕ(z, t) =
n∑

k=1

1

|p(tk)|
δ(t − tk),ãäå p(t) =

d

dt
z(t).×èñëî òàêèõ òî÷åê ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, îïè-ñûâàåòñÿ �îðìóëîé

n(t, z) =

t∫

−∞

dτ |p(τ)|ϕ(τ ; z). (Â.5)Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîöåññà z(t) ïðÿìîé
z = const îïèñûâàåòñÿ êîððåëÿöèåé âðåìåíí�îé ïðîèçâîäíîé ïðîöåññà z(t) ñ åå èíäèêà-òîðíîé �óíêöèåé èëè ñîâìåñòíîé îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà

z(t) è åå âðåìåíí�îé ïðîèçâîäíîé d

dt
z(t).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëåãêî îïðåäåëèòü è íåêîòîðûå ýëåìåíòû ñòàòèñòèêè, ñâÿ-çàííîé ñ òî÷êàìè ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) è ò. ï. ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).

Â.1. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 113�àññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.Â.1.3. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ�àóññîâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.Ïðåæäå âñåãî îáñóäèì ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà � ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà z(t) ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ (〈z(t)〉 = 0), è êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèåé B(t1, t2) = 〈z(t1)z(t2)〉. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë èìååò âèä
Φ[v(τ)] = exp



−1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2 B(t1, t2)v(t1)v(t2)



 . (Â.6)Äëÿ ýòîãî ïðîöåññà åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êóìóëÿíòíîé �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿåãî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ K2(t1, t2) = B(t1, t2), è, ñëåäîâàòåëüíî,

Θ[v(τ)] = −1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2 B(t1, t2)v(t1)v(t2). (Â.7)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãàóññîâà ïðîöåññà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ, âñå ìî-ìåíòíûå �óíêöèè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, à ìîìåíòíûå �óíêöèè ÷åòíîãîïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ ñóììîé, â êîòîðîé ïðîöåññû z(ti)z(tk) óñðåäíÿþòñÿ ïîïàðíîâñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.Åñëè �óíêöèÿ v(τ) â �îðìóëå (Â.7) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â èíòåðâàëå 0 < τ < t,òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë
Φ[t; v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτ z(τ)v(τ)




〉

= exp




−
t∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2 B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2)




(Â.8)çàâèñèò òàêæå è îò âðåìåíè t, è â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèîíàë Φ[t; v(τ)], êàê �óíêöèÿïàðàìåòðà t, óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d

dt
Φ[t; v(τ)] = −v(t)

t∫

0

dt1B(t, t1)v(t1)Φ[t; v(τ)], Φ[0; v(τ)] = 1. (Â.9)×òîáû ïîëó÷èòü îäíîâðåìåíí�óþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ â ìîìåíò âðåìå-íè t äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîëîæèì â (Â.6) �óíêöèþ v(τ) â âèäå

v(τ) = vδ(τ − t).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Φ(v, t) =
〈
eivz(t)

〉
=

∞∫

−∞

dz P (z, t)eivz = exp

{
−1

2
σ2(t)v2

}
, (Â.10)ãäå σ2(t) = B(t, t). Îäíîâðåìåíí�óþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà ïîëó÷èì, âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò (Â.10):

P (z, t) =
1

2π

∞∫

−∞

dv Φ(v, t)e−ivz =
1√

2πσ2(t)
exp

{
− z2

2σ2(t)

}
. (Â.11)



114 Ïðèëîæåíèå Â. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òîïîãðà�èÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéÎòìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) âåëè÷èíà äèñ-ïåðñèè σ2(t) íå çàâèñèò îò âðåìåíè t, ò. å. σ2(t) = σ2 = const.Ôóíêöèÿ P (z, t) ñèììåòðè÷íà ïî z îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 0, ò. å.

P (z, t) = P (−z, t). (Â.12)Ïðè íàëè÷èè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) � 〈z(t)〉âìåñòî (Â.11) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

P (z, t) =
1√

2πσ2(t)
exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
, (Â.13)è êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè (Â.1) äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), â ñèëóñâîéñòâà ñèììåòðèè (Â.12), î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïðîöåññà z(t),ò. å.

z∗(t) = 〈z(t)〉 , (Â.14)òàê êàê ðàâåíñòâî (Â.1)

1√
2πσ2(t)

z∗(t)∫

−∞

dz exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
=

1√
2πσ2(t)

z∗(t)−〈z(t)〉∫

−∞

dz exp

{
− z2

2σ2(t)

}
=

1

2âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè (Â.14).Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òàê íàçûâàåìîãî ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîãî (ëîãíîðìàëüíî-ãî) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t), ëîãàðè�ì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñëó÷àéíûì ïðî-öåññîì

y(t) = ez(t),îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (y, t) èìååò âèä
P (y, t) =

1

y
P (z = ln y, t) =

1

y
√

2πσ2(t)
exp




−
ln2
[
e−〈z(t)〉y

]

2σ2(t)




 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

y∗(t)∫

−∞

dy P (y, t) =
1√

2πσ2(t)

y∗(t)∫

−∞

dy

y
exp



−

ln2
[
e−〈z(t)〉y

]

2σ2(t)



 =

=
1√

2πσ2(t)

ln[e−〈z(t)〉y∗(t)]∫

−∞

dz exp

{
− z2

2σ2(t)

}ðàâåí 1/2 ïðè óñëîâèè, ÷òî e−〈z(t)〉y∗(t) = 1, ò. å. êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè äëÿëîãíîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
y∗(t) = e〈z(t)〉 = e〈ln y(t)〉. (Â.15)

Â.2. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ 115Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ìû çíàåì ïîâåäåíèå ìîìåíòíûõ �óíêöèé ñëó÷àéíîãîïðîöåññà y(t) âî âðåìåíè, ò. å. �óíêöèè 〈yn(t)〉 (n = 1, 2, . . .), òî òåì ñàìûì ìû çíàåìè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) = ln y(t). Â ñàìîì äåëå,
〈yn(t)〉 =

〈
en ln y(t)

〉
= exp

{
n 〈ln y(t)〉 +

n2

2
σ2

ln y(t)

}
,è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈ln y(t)〉 = lim
n→0

1

n
ln 〈yn(t)〉 , σ2

ln y(t) = lim
n→∞

2

n2
ln 〈yn(t)〉 . (Â.16)Â.2. Ñëó÷àéíûå ïîëÿÂ ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè ñëó÷àéíûõ ïîëåé îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ, êàêè â îáû÷íîé òîïîãðà�èè ãîðíûõ ìàññèâîâ, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà êîíòóðîâ � ëèíèé óðîâíÿ(â äâóìåðíîì ñëó÷àå) èëè ïîâåðõíîñòåé (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé,îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì f(r, t) = f = const.Äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû êîíòóðîâ (äëÿ ïðîñòîòû â äàííîì ðàçäåëå, áóäåì ãîâîðèòüî äâóìåðíîì ñëó÷àå (r = R) óäîáíî ââåñòè ñèíãóëÿðíóþ èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(t,R;f) = δ (f(R, t) − f), ñîñðåäîòî÷åííóþ íà íèõ.×åðåç ýòó �óíêöèþ âûðàæàþòñÿ, íàïðèìåð, òàêèå âåëè÷èíû êàê îáùàÿ ïëîùàäüîáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ëèíèÿìè óðîâíÿ, ãäå f(R, t) > f

S(t; f) =

∫
θ(f(R, t) − f)dR =

∞∫

f

df ′
∫

dRϕ(t,R;f ′),è îáùàÿ "ìàññà" ïîëÿ, çàêëþ÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ

M(t; f) =

∫
f(R, t)θ(f(R, t) − f)dR =

∞∫

f

f ′df ′
∫

dRϕ(t,R; f ′).Cðåäíåå çíà÷åíèå èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé îïðåäåëÿåò îä-íîâðåìåííóþ âî âðåìåíè è îäíîòî÷å÷íóþ â ïðîñòðàíñòâå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

P (t,R; f) = 〈ϕ(t,R; f)〉 = 〈δ (f(R, t)−f)〉 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé çíà÷åíèÿ âñåõ âûðàæåíèé íåïî-ñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ýòîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé.Äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î äåòàëüíîé ñòðóêòóðå ïîëÿ f(R, t) ìîæíî ïîëó-÷èòü, âêëþ÷èâ â ðàññìîòðåíèå åãî ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò p(R, t) = ∇f(R, t).Òàê, íàïðèìåð, âåëè÷èíà

l(t; f) =

∫
dR |p(R, t)| δ(f(R, t) − f) =

∮
dl (Â.17)îïèñûâàåò îáùóþ äëèíó êîíòóðîâ [61�65℄ è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì �îðìóëû (Â.5) íàñëó÷àéíûå ïîëÿ.Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (Â.17) îïèñûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé èíäèêàòîðíîé�óíêöèåé

ϕ(t,R; f,p) = δ (f(R, t) − f) δ (p(R, t)−p) , (Â.18)



116 Ïðèëîæåíèå Â. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òîïîãðà�èÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåéè ñðåäíåå çíà÷åíèå �îðìóëû (Â.17) ñâÿçàíî ñ ñîâìåñòíîé îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòåé ïîëåé f(R, t) è åãî ãðàäèåíòà p(R, t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì óñðåä-íåíèÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèè (Â.18) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé, ò.å. �óíêöèåé

P (t,R; f,p) = 〈δ (f(R, t) − f) δ (p(R, t) − p)〉 .Âêëþ÷åíèå â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîç-âîëÿåò îöåíèòü îáùåå ÷èñëî êîíòóðîâ f(R, t) = f =onst ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé(ñ òî÷íîñòüþ äî íåçàìêíóòûõ ëèíèé) �îðìóëû [93℄

N(t; f) = Nin(t; f) − Nout(t; f) =
1

2π

∫
dRκ(t,R; f) |p(R, t)| δ (f(R, t) − f) ,ãäå Nin(t; f), Nout(t; f) � ÷èñëî êîíòóðîâ, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð p íàïðàâëåí ïî âíóò-ðåííåé è âíåøíåé íîðìàëè, ñîîòâåòñòâåííî, à κ(t,R; f) � êðèâèçíà ëèíèè óðîâíÿ.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ïîëÿ f(R, t), êîãäà ñîîòâåòñòâóþ-ùèå îäíîòî÷å÷íûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (t,R; f) è P (t,R; f,p) íå çàâèñÿò îò R,ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå âñåõ âûðàæåíèé (áåç èíòåãðèðîâàíèÿ ïî R) áóäóò îïèñûâàòüñîîòâåòñòâóþùèå óäåëüíûå (ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè) çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè-÷èí, åñëè îíè, êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò. Â ýòîì ñëó÷àå ñëó÷àéíîå ïîëå f(R, t) ÿâëÿåòñÿñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó, âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè-ñòèêè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ îäíîòî÷å÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëÿ f(R, t).

Ïðèëîæåíèå �Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÄÅËÜÒÀ-ÊÎ��ÅËÈ�ÎÂÀÍÍÎ�ÎÂÎ Â�ÅÌÅÍÈ �ÀÓÑÑÎÂÀ ÑËÓ×ÀÉÍÎ�Î ÏÎËß�.1. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�ÏëàíêàÏóñòü âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ x(t) = {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)} óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷å-ñêîìó óðàâíåíèþ
d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (�.1)ãäå vi(x, t), (i = 1, . . . , n) � äåòåðìèíèðîâàííûå �óíêöèè, à fi(x, t)� ñëó÷àéíûå �óíê-öèè (n + 1) ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:à) fi(x, t) � ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå â (n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, t);á) 〈fi(x, t)〉 = 0.Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî t � âðåìåíí�àÿ êîîðäèíàòà, à x � ïðî-ñòðàíñòâåííàÿ.Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ fi(x, t) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ çàäàíèåìåãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà
Bij(x, t;x′, t′) =

〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.Òàê êàê óðàâíåíèå (�.1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûì óñëî-âèåì, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè

δ

δfj(x′, t′)
xi(t) = 0 ïðè t′ < t0 è t′ > t, (�.2)ò. å. åãî ðåøåíèå x(t) �óíêöèîíàëüíî çàâèñèò ëèøü îò ïðåäøåñòâóþùèõ ïî t çíà÷åíèé

fj(x, t′) èç èíòåðâàëà t0 ≤ t′ ≤ t. Ïðè ýòîì äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé èìååìðàâåíñòâî

δ

δfj(x′, t − 0)
xi(t) = δijδ(x(t) − x′). (�.3)Îäíàêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó x(t) è ïîñëåäóþùèìèçíà÷åíèÿìè fj(x, t′′), ãäå t′′ > t, òàê êàê òàêèå çíà÷åíèÿ fj(x, t′′) êîððåëèðîâàííûñî çíà÷åíèÿìè fj(x, t′) ïðè t′ ≤ t. ßñíî, ÷òî êîððåëÿöèÿ �óíêöèè x(t) ñ ïîñëåäóþùèìèçíà÷åíèÿìè fj(x, t′′) çàìåòíà ëèøü ïðè t′′ − t ≤ τ0, ãäå τ0 � ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ

f(x, t) ïî ïåðåìåííîé t.Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êëàññà ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ õàðàêòåðíûéâðåìåíí�îé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ �óíêöèè x(t) èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà T ≫ τ0, è â ýòîìñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð � τ0/T , êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. 117



118 Ïðèëîæåíèå �. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿÂ ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ýòîìó ïàðàìåòðó ìàëîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àñèìï-òîòèêó ïðè τ0 → 0. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ x(t′) ïðè t′ < t áóäóò íå òîëüêî �óíêöèîíàëüíî,íî è ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò çíà÷åíèé f(x, t′′) ïðè t′′ > t. Ýòî ïðèáëèæåíèå ýê-âèâàëåíòíî çàìåíå êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà Bij íà íåêîòîðûé ý��åêòèâíûé òåíçîð,îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Be�

ij (x, t;x′, t′) = 2δ(t − t′)Fij(x,x′; t). (�.4)Âåëè÷èíà Fij(x,x′; t) ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà èíòåãðàëîâ îò

Bij(x, t;x′, t′) è Be�

ij (x, t;x′, t′) ïî t′:

Fij(x,x′; t) =
1

2

∞∫

−∞

dt′ Bij(x, t;x′, t′),÷òî è ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ãàóññîâîìó äåëüòà-êîððåëèðîâàííîìó ïî âðåìåíè tñëó÷àéíîìó ïîëþ.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(x, t) = δ(x (t) − x), (�.5)ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (�.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (�.6)Ïðè ýòîì

δ

δfj(x′, t − 0)
ϕ(x, t) = − ∂

∂xj

{
δ(x − x′)ϕ(x, t)

}
. (�.7)Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (�.1)

P (x, t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉ïîëó÷èì, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (�.6) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ f(x, t):
(

∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 . (�.8)Óðàâíåíèå (�.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′ Bij(x, t;x′, t′)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t′)

〉
. (�.9)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (Á.14) íà ñ. 109:

〈fk(x, t)R[t;f(y, τ)]〉 =

∫
dx′

∫
dt′ Bkl(x, t;x′, t′)

〈
δR[t;f(y, τ)]

δ fl(x′, t′)

〉
, (�.10)ñïðàâåäëèâîé äëÿ êîððåëÿöèè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ñ ïðîèçâîëüíûì �óíê-öèîíàëîì R[t;f(y, τ)] îò íåãî, è óñëîâèåì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè (�.2).Óðàâíåíèå (�.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ

x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ x(t)îò ïîëÿ f(x′, t) äëÿ âñåõ âðåìåí â èíòåðâàëå (t0, t).

�.2. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà 119Â îáùåì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (x, t) íå îïèñûâàåòñÿ çàìêíóòûì óðàâ-íåíèåì. Åñëè æå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ f(x, t) âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëè-æåíèåì (�.4), òî âîçíèêíóò ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñî çíà÷åíèÿìè δϕ[x, t;f(y, τ)]/δfj(x
′, t′)ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíí�ûõ àðãóìåíòàõ t′ = t − 0,

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′ Fij(x,x′; t)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t − 0)

〉
,êîòîðûå, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (�.7), âûðàæàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ñàìó âåëè÷è-íó ϕ[x, t;f (y, τ)]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàìêíóòîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà

(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) + Ak(x, t)]

)
P (x, t) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x; t)P (x, t)] , (�.11)ãäå

Ak(x, t) =
∂

∂x′
l

Fkl(x,x′; t)

∣∣∣∣∣
x′=x

.Óðàâíåíèå (�.11) ñëåäóåò ðåøàòü ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (x, t0) = δ(x − x0), èëèæå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì áîëåå îáùåãî âèäà: P (x, t0) = W0(x), åñëè íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ òàêæå ñëó÷àéíû, íî ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò ïîëÿ f(x, t).Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà (�.11) � óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è åãîäàëüíåéøèé àíàëèç ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò �îðìóëèðîâêè êðàåâûõ óñëîâèé ïî x,êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíûõ çàäà÷.�àññìîòðèì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (�.11). ×ëåíû ýòîãî óðàâíåíèÿñ Ak(x, t) è Fkl(x,x′; t) îáóñëîâëåíû �ëóêòóàöèÿìè ïîëÿ f(x, t). Åñëè ïîëå f(x, t)ñòàöèîíàðíî âî âðåìåíè, òî âåëè÷èíû Ak(x) è Fkl(x,x′) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Åñëèê òîìó æå ïîëå f(x, t) îäíîðîäíî è èçîòðîïíî ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì,òî âåëè÷èíà Fkl(x,x, t) = const, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó òåíçîðó êîý��èöèåí-òîâ äè��óçèè, à âåëè÷èíà Ak(x, t) = 0 (çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî çàâèñèìîñòü Fkl(x,x′; t)è Ak(x, t) îò x ìîæåò áûòü ñâÿçàíà è ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò).�.2. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäàÂåðíåìñÿ òåïåðü ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (�.1) è ðàññìîòðèì m-âðåìåíí�óþ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòåé

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = 〈δ(x(t1) − x1) . . . δ(x(tm) − xm)〉 , (�.12)îòíîñÿùóþñÿ ê m ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè t1 < t2 < . . . < tm. Äè��åðåí-öèðóÿ (�.12) ïî âðåìåíè tm è èñïîëüçóÿ çàòåì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (�.1), óñëî-âèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè (�.2), îïðåäåëåíèå �óíêöèè Fkl(x,x′; t) è �îðìóëóÔóðóòöó�Íîâèêîâà (�.10), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ Ôîê-êåðà�Ïëàíêà (�.11):

∂

∂tm
Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) +

+
n∑

k=1

∂

∂xmk
[vk(xm, tm) + Ak(xm, tm)]Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) =

=
n∑

k=1

n∑

l=1

∂2

∂xmk∂xml
[Fkl(xm,xm; tm)Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm))] . (�.13)



120 Ïðèëîæåíèå �. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿÇäåñü ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó m íå ïðîèçâîäèòñÿ. Íà÷àëüíîå óñëîâèå ê (�.13)ìîæíî íàéòè èç �îðìóëû (�.12). Ïîëàãàÿ tm = tm−1 â (�.12), ïîëó÷àåì

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm−1) = δ(xm − xm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1). (�.14)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (�.13) ìîæíî èñêàòü â âèäå

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1). (�.15)Òàê êàê âñå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàöèè â (�.13) îòíîñÿòñÿ ê tm è xm, òî, ïîäñòàâ-ëÿÿ (�.15) â (�.13) è (�.14), íàõîäèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéïåðåõîäà:

(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) + Ak(x, t)]

)
p(x, t|x0, t0) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x; t)p(x, t|x0, t0)] (�.16)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

p(x, t|x0, t0)|t→t0 = δ(x − x0),ãäå

p(x, t|x0, t0) = 〈δ(x(t) − x)|x(t0) = x0〉 .Â óðàâíåíèè (�.16) ìû îáîçíà÷èëè ïåðåìåííûå xm, tm ÷åðåç x, t, à ïåðåìåííûå

xm−1, tm−1 � ÷åðåç x0, t0.Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (�.15) (m − 1) ðàç, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1) . . . p(x2, t2|x1, t1)P (x1, t1), (�.17)ãäå P (x1, t1) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (�.11) è îòíîñÿùàÿ-ñÿ ê îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè t1. �àâåíñòâî (�.17) âûðàæàåò ìíîãîâðåìåíí�óþ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòåé ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà è îçíà÷àåò,÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.�.3. Îá óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿÔîêêåðà�ÏëàíêàÄëÿ îöåíêè ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà íåîáõîäèìî ó÷èòû-âàòü êîíå÷íîñòü ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ïîëÿ f(x, t) ïî âðåìåíí�îé êîîðäèíàòå. Â ýòîìñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (�.11) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå
ÊP (x, t) = − ∂

∂xk
S′(x, t),ãäå Ê � îïåðàòîð, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (�.11), â êîòîðîì âåëè÷èíà

Fkl(x,x′, t) çàìåíåíà íà

F̃kl(x,x′, t) =

t∫

0

dt′ Bkl(x,x′, t),à ÷ëåí S′(x, t) ó÷èòûâàåò ïîïðàâêè ê âåêòîðó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàí-íûå ñ êîíå÷íîñòüþ τ0. Ïðè τ0 → 0 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèþ (�.11). Òàêèì îáðà-çîì, óñëîâèå ìàëîñòè ïàðàìåòðà τ0/T ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íûì äëÿ âîçìîæíîñòè îïèñûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ
�.4. Ïðîñòåéøèå ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 121óðàâíåíèÿ (�.1) íà îñíîâå ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ,êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷èíåîáõîäèìî ïðîâîäèòü áîëåå äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Äàëåå ìû ïðèâåäåì �èçè÷åñêèáîëåå íàãëÿäíûé ìåòîä, íàçûâàåìûé äè��óçèîííûì ïðèáëèæåíèåì, òàêæå ïðèâîäÿ-ùèé ê ìàðêîâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (�.1), íî ó÷èòûâàþùèé, â îïðåäåëåííîé ìåðå,êîíå÷íîñòü âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè.Çäåñü æå ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿíå îçíà÷àåò �îðìàëüíîé çàìåíû ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) â (�.1) íà ñëó÷àéíîå ïîëåñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé (�.4). Ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîñòðîåíèþ àñèìï-òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ïîëÿ

f(x, t) ê íóëþ. È ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå òî÷íûå ñðåäíèå âåëè÷èíû òèïà

〈
f(x, t)R[t;f(x′, τ)]

〉ïåðåõîäÿò â âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ �îðìàëüíîé çàìåíû êîððåëÿöèîííî-ãî òåíçîðà ïîëÿ f(x, t) íà ý��åêòèâíûé òåíçîð (�.4).�.4. Ïðîñòåéøèå ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññûÑóùåñòâóåò ëèøü íåáîëüøîå ÷èñëî óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà, äîïóñêàþùèõ òî÷-íîå ðåøåíèå. Ýòî ïðåæäå âñåãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèìñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ñàìè äîïóñêàþò îòûñêàíèå ðåøåíèÿ â àíàëèòè-÷åñêîì âèäå. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ çà÷àñòóþ óäàåòñÿ îïðåäåëèòü íå òîëüêî îäíîòî÷å÷íóþïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, íî è õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé �óíêöèîíàë, à òàêæå äðóãèå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-ðèñòèêè. Ñàìûì ïðîñòûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå âèíåðîâñêèéñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ó÷èòûâàÿ îñîáóþ âàæíîñòü òàêèõ ïðîöåññîâ â �èçèêå (îíè, íà-ïðèìåð, îïèñûâàþò áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÷àñòèö).�.4.1. Âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññÂèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ
d

dt
w(t) = z(t), w(0) = 0,ãäå z(t) � ãàóññîâ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûé âî âðåìåíè ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðàìè

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t − t′).�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

w(t) =

t∫

0

dτ z(τ)� íåïðåðûâíûé ãàóññîâ íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðàìè

〈w(t)〉 = 0,
〈
w(t)w(t′)

〉
= 2σ2τ0 min(t, t′).
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Φ[t; v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτ w(τ)v(τ)





〉
=

= exp



−σ2τ0

t∫

0

dτ1

t∫

0

dτ2 v(τ1)v(τ2)min(τ1, τ2)



 . (�.18)�.4.2. Âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñíîñîìÎáñóäèì áîëåå îáùèé ïðîöåññ ñî ñíîñîì, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà α ïî �îðìóëå

w(t;α) = −αt + w(t), α > 0.Ïðîöåññ w(t;α) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ è åãî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

P (w, t;α) = 〈δ(w(t;α) − w)〉îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

(
∂

∂t
− α

∂

∂w

)
P (w, t;α) = D

∂2

∂w2
P (w, t;α), P (w, 0;α) = δ(w), (�.19)ãäå ÷åðåç êîý��èöèåíò äè��óçèè îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà D = σ2τ0. Åãî ðåøåíèå èìååòâèä ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ:

P (w, t;α) =
1

2
√

πDt
exp

{
−(w + αt)2

4Dt

}
. (�.20)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè òîãî,÷òî w(t;α) < w, ðàâíà

F (w, t;α) =

w∫

−∞

dw P (w, t;α) = Φ

(
w√
2Dt

+ α

√
t

2D

)
, (�.21)ãäå

Φ(z) =
1√
2π

z∫

−∞

dy exp

{
−y2

2

} (�.22)� èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé. Ïðè ýòîì êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè âèíåðîâñêîãî ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà ñî ñíîñîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.15) íà ñ. 114, ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé �óíêöèåé âðåìåíè:
w∗(t;α) = −αt.Ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü è äðóãèåïðîöåññû, óäîáíûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Äëÿ ïîëîæè-òåëüíûõ âåëè÷èí òàêîé ïðîñòåéøåé àïïðîêñèìàöèåé ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè íîð-ìàëüíûé (ëîãíîðìàëüíûé) ïðîöåññ, êîòîðûé ìû è ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî.

�.4. Ïðîñòåéøèå ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 123PSfrag replaements

τ = 1

τ = 0,1

0 0,2 0,4 0,6 0,8

0,5

1,0

1,0

1,5

2,0

P (y)

y�èñ. �.1. Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (�.24) äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

α/D = 1 è áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ = 0,1 è 1�.4.3. Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíûé ïðîöåññÎïðåäåëèì ëîãíîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �îðìóëîé

y(t;α) = ew(t;α) = exp




−αt +

t∫

0

dτ z(τ)




 , (�.23)ãäå z(t) � ãàóññîâ ïðîöåññ ¾áåëîãî øóìà¿ ñ ïàðàìåòðàìè

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t − t′).Îí îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

d

dt
y(t;α) = {−α + z(t)} y(t;α), y(0;α) = 1.Îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà

P (y, t;α) = 〈δ (y(t;α) − y)〉 =
〈
δ
(
ew(t;α) − y

)〉
=

=
1

y
〈δ (w(t;α) − ln y)〉 =

1

y
P (w, t;α)|w=ln y ,ãäå P (w, t;α) � îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñî ñíî-ñîì, îïèñûâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (�.20), è, ñëåäîâàòåëüíî,

P (y, t;α) =
1

2y
√

πDt
exp

{
−(ln y + αt)2

4Dt

}
=

1

2y
√

πDt
exp

{
− ln2 (yeαt

)

4Dt

}
, (�.24)ãäå ïàðàìåòð D = σ2τ0. �ðà�èêè ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-ñòåé (�.24) äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α/D = 1 è áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ = Dt = 0,1è 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. �.1.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ãðà�èêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå äëèííîãî ïîëîãîãî¾õâîñòà¿ ïðè τ = 1, îçíà÷àþùåãî óñèëåíèå ðîëè áîëüøèõ âûáðîñîâ ïðîöåññà y(t;α)â �îðìèðîâàíèè îäíîâðåìåíí�îé ñòàòèñòèêè. Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ
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F (y, t;α) = P (y(t;α) < y) = P (w(t;α) < ln y) =

=

ln y∫

−∞

dw P (w, t;α) = Φ

(
ln y√
2Dt

+ α

√
t

2D

)
= Φ

(
1√
2Dt

ln
(
yeαt

))
. (�.25)Çíàÿ òîëüêî îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà y(t;α), ìîæíîïîëó÷èòü âàæíóþ èí�îðìàöèþ î ïîâåäåíèè ðåàëèçàöèé ïðîöåññà y(t;α) íà âñåì èí-òåðâàëå âðåìåí (0,∞). Â ÷àñòíîñòè:1) Ëîãíîðìàëüíûé ïðîöåññ y(t;α) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì è åãî îäíîâðå-ìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (�.24) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

(
∂

∂t
− α

∂

∂y
y

)
P (y, t;α) = D

∂

∂y
y

∂

∂y
yP (y, t;α), P (y, 0;α) = δ(y − 1). (�.26)Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (�.26) ëåãêî íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèéïðîöåññà y(t;α), ðåøåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

〈yn(t;α)〉 = en(n−α/D)Dt,

〈
1

yn(t;α)

〉
= en(n+α/D)Dt, n = 1, 2, . . . , (�.27)è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò âî âðåìåíè.Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (�.26) òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

〈ln y(t)〉 = −αtè, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð α ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

−α =
1

t
〈ln y(t)〉 . (�.28)Çàìå÷àíèå �.1. Ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòàÏîäõîäó, îñíîâàííîìó íà àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äåòåðìèíèðîâàííûõ ëèíåéíûõîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d

dt
x(t) = A(t)x(t)ïî Ëÿïóíîâó, óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Ïðè ýòîì àíàëèçèðó-åòñÿ âåðõíèé ïðåäåë ðåøåíèÿ çàäà÷è

λx(t) = lim
t→+∞

1

t
ln |x(t)|,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì. Â ïðèëîæåíèè ê ñòîõàñòè÷åñêèìäèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïðè òàêîì ïîäõîäå, çà÷àñòóþ, äëÿ èíòåðïðåòàöèè è óïðîùåíèÿ ïî-ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ýòè èññëåäîâàòåëè íà ïîñëåäíåé ñòàäèè ïîäêëþ÷àþò ñòàòèñòè÷åñêèéàíàëèç è âû÷èñëÿþò èõ ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå òàêèå, íàïðèìåð, êàê

〈
λx(t)

〉
= lim

t→+∞

1

t
〈ln |x(t)|〉 . (�.29)

�

�.4. Ïðîñòåéøèå ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû 125Òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòð α ÿâëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòîé äëÿ ëîãíîðìàëü-íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t) (ñì., íàïðèìåð, [12, 13℄).2) Çíàÿ èíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü êðèâóþ òèïè÷-íîé ðåàëèçàöèè ëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà y(t;α), êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-íî ñïàäàþùåé êðèâîé:

y∗(t) = e〈ln y(t)〉 = e−αt, (�.30)â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.15) íà ñ. 114.Ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìîìåíòîâ îáóñëîâëåí âûáðîñàìè ïðîöåññà y(t;α) îòíîñè-òåëüíî êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè y∗(t;α) êàê â ñòîðîíó áîëüøèõ, òàê è â ñòîðîíóìàëûõ çíà÷åíèé y.Äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α/D = 1 ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîöåññà y(t;D) íå çàâèñèòîò âðåìåíè è ðàâíî åäèíèöå. Ïðè ýòîì, îäíàêî, âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

y < 1 ïðè Dt ≫ 1, ñîãëàñíî (�.25), áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïî çàêîíó

P (y(t;D) < 1) = Φ



√

Dt

2


 = 1 − 1√

πDt
e−Dt/4,ò. å. ïîäàâëÿþùåå âðåìÿ ãðà�èêè ðåàëèçàöèé ïðîöåññà ëåæàò íèæå óðîâíÿ åãî ñðåä-íåãî çíà÷åíèÿ 〈y(t;D)〉 = 1, õîòÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû ïðîöåññà y(t;D) â îñíîâíîìè îïðåäåëÿþòñÿ åãî áîëüøèìè âûáðîñàìè.Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ÿâíîå ïðîòèâîðå÷èå â õàðàêòåðàõ ïîâåäåíèÿ ñòàòèñòè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà y(t;α) è åãî ðåàëèçàöèé.3) Ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèé ïðîöåññà y(t;α) íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæíî òàêæåîöåíèòü ñ ïîìîùüþ p-ìàæîðàíòíûõ êðèâûõ Mp(t, α), êîòîðûå îïðåäåëèì ñëåäóþùèìîáðàçîì. Íàçîâåì ìàæîðàíòíîé êðèâîé òàêóþ êðèâóþ Mp(t, α), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþ-áûõ âðåìåíàõ t ñ âåðîÿòíîñòüþ p âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî y(t;α) < Mp(t, α), ò. å.

P {y(t;α) < Mp(t, α) äëÿ âñåõ t ∈ (0,∞)} = p.Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùèõ ìàæî-ðàíòíûõ êðèâûõ
Mp(t, α, β) = (1 − p)−D/β e(β−α)t. (�.31)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò çàìå÷àòåëüíûé �àêò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïîñòîÿíñòâîñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî 〈y(t;D)〉 = 1 è ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âûñøèõ ìîìåíòîâïðîöåññà y(t;D), âñåãäà ìîæíî óêàçàòü ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùóþ ìàæîðàíòíóþêðèâóþ (�.31), íèæå êîòîðîé áóäóò ëåæàòü ðåàëèçàöèè ïðîöåññà y(t;D) ñ ëþáîé íà-ïåðåä çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ p < 1. Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1/2âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

y(t;D) < M1/2(t,D,D/2) = 4e−Dt/2 (�.32)äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t èç èíòåðâàëà (0,∞). Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåàëè-çàöèè ïðîöåññà y(t;D) è ìàæîðàíòíîé êðèâîé (�.32) ïðèâåäåíî íà ðèñ. �.2.Ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûé ðàíåå âûâîä î òîì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûéðîñò ìîìåíòîâ ïðîöåññà y(t;D) âî âðåìåíè � ý��åêò ÷èñòî ñòàòèñòè÷åñêèé, îáóñëîâ-ëåííûé óñðåäíåíèåì ïî âñåìó àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé.
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PSfrag replaements

y(τ)

τ1

1

2

2

3

3

4

M(τ)

�èñ. �.2. Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà y(t; D) è ìàæîðàíòíîé êðèâîé

M(τ) (�.32)Îòìåòèì, ÷òî ïëîùàäü ïîä ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèìè ìàæîðàíòíûìè êðèâû-ìè êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøèå âûáðîñû ïðîöåññà y(t;α), âûçûâàÿ ýêñïîíåíöè-àëüíûé ðîñò âûñøèõ ìîìåíòîâ, íå âíîñÿò ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â ïëîùàäü ïîä ðåà-ëèçàöèÿìè, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ðåàëèçàöèé òàêæå êîíå÷íà, ò. å. âûáðîñûëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà y(t;α) äîñòàòî÷íî óçêè.�.5. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèåÓñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
f(x, t) (ò. å. óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ìàëîñòè τ0 � âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) � ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè âðåìåíí�ûìèìàñøòàáàìè, èìåþùèìèñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Ó÷åò êîíå÷íîñòè âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ìîæíî ïðîâåñòè â ðàìêàõ äè��óçèîííî-ãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòî ïðèáëèæåíèå áîëåå íàãëÿäíî è �èçè÷íî, ÷åì �îðìàëüíîå ìàòå-ìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ýòî ïðèáëèæå-íèå ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñòîõàñòè÷å-ñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òîëüêî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòèäåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ, íî è îïèñàòü íîâûå �èçè÷åñêèå ý��åêòû,ïîðîæäåííûå êîíå÷íîñòüþ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ.Â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âëèÿíèå ñëó÷àéíûõâîçäåéñòâèé íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà τ0 íåñóùåñòâåííî, ò. å. ñèñòåìà íà ýòèõìàñøòàáàõ ýâîëþöèîíèðóåò êàê ñâîáîäíàÿ.Ïóñòü îïÿòü âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ(�.1) íà ñ. 117:

d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (�.33)ãäå v(x, t) � âåêòîðíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, à f(x, t) � ñëó÷àéíîå ñòàòèñòè-÷åñêè îäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíè ãàóññîâî âåêòîðíîå ïîëå

�.5. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå 127ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

〈f(x, t)〉 = 0, Bij(x, t;x′, t′) = Bij(x − x′, t − t′) =
〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(x, t) = δ(x(t) − x), (�.34)ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (�.33), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (�.6)íà ñ. 118: (
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (�.35)Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (�.33)

P (x(t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉ïîëó÷èì, êàê è ðàíåå, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (�.35) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ f(x, t):

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 , P (x, t0) = δ(x − x0). (�.36)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (�.10) íà ñ. 118

〈fk(x, t)R[t;f(y, τ)]〉 =

∫
dx′

∫
dt′ Bkl(x, t;x′, t′)

〈
δ

δ fl(x′, t′)
R[t;f(y, τ)]

〉
,ñïðàâåäëèâóþ äëÿ êîððåëÿöèè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ñ ïðîèçâîëüíûì �óíê-öèîíàëîì R[t;f(y, τ)] îò íåãî, óðàâíåíèå (�.36) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′ Bij(x, t;x′, t′)

〈
δ

δ fj(x′, t′)
ϕ(x, t)

〉
.(�.37)Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (�.37) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à âàðèàöèîííàÿïðîèçâîäíàÿ è èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) � τ0 îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äèíàìè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé:

∂

∂t

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)
= − ∂

∂x

{
v(x, t)

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

}
,

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

∣∣∣∣
t=t′

= − ∂

∂xi

{
δ(x − x′)ϕ(x, t′)

}
, (�.38)

∂

∂t
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
{v(x, t)ϕ(x, t)} , ϕ(x, t)

∣∣∣
t=t′

= ϕ(x, t′).�åøåíèå çàäà÷è (�.37), (�.38) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âðåìåí t. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àåðåøåíèå çàäà÷è (�.33) x(t) íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì,òàê êàê åå ìíîãîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íå äîïóñêàåò �àêòîðèçàöèè ñ ïî-ìîùüþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå t ≫ τ0 ðåøåíèåèñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (�.33) â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè óæå áóäåò ìàð-êîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, è óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè åãî ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü âñåõñòàòèñòè÷åñêèõ ý��åêòîâ íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîð-ðåëÿöèè τ0.
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