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Настоящий вариант монографии, представляет переработку книги автора Динамика

стохастических систем (Курс лекций). — М: Физматлит, 2002.

В книге на основе функционального подхода формулируются общие методы стати-

стического описания и анализа стохастических динамических систем с флуктуирую-

щими параметрами, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнения-

ми, уравнениями в частных производных, краевыми задачами и интегральными урав-

нениями. Рассматриваются также асимптотические методы анализа стохастических

динамических систем, такие как приближение дельта-коррелированного случайного

процесса (поля) и диффузионное приближение. Общие идеи иллюстрируются на при-

мерах когерентных явлений в стохастических динамических системах (происходящих

с вероятностью равной единице), таких как кластеризация частиц и пассивной приме-

си (скалярной и векторной) в случайном поле скоростей, динамическая локализация

плоских волн в слоистых случайных средах и возникновение каустической структуры

волнового поля в многомерных случайных средах. Добавлены разделы, посвященные

динамическому и статистическому описанию простейших систем гидродинамического

типа, связи традиционных методов анализа устойчивости стохастических динамиче-

ских систем по Ляпунову с методами статистической топографии, и приводится ана-

лиз задач статистического описания генерации магнитного поля в случайном поле

скоростей (стохастическое динамо).

Для научных работников, специализирующихся в областях акустики, гидродина-

мики, магнитной гидродинамики, радиофизики, прикладной математики, теоретиче-

ской и математической физики и имеющих дело со стохастическими динамическими

системами, а также для студентов старших курсов и аспирантов.
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8 Предисловие

I keep six honest serving-men

(They taught me all I knew);

Their names are What and Why and When

And How and Where and Who.

R. Kipling

Предисловие

Статистические задачи занимают значительное место в различных областях

физики. Если даже не говорить о задачах, традиционно относящихся к статистиче-

ской физике, то имеется множество вопросов, в которых мы сталкиваемся с необходи-

мостью учета флуктуационных эффектов. Хотя причины, вызывающие флуктуации,

совершенно различны в различных задачах (это могут быть тепловые шумы, неустой-

чивости, турбулентность и т. д.), методы их теоретического рассмотрения часто очень

схожи. При этом в ряде случаев статистическую природу самих флуктуаций можно

считать известной (либо из физических соображений, либо из модельной постановки

задачи), а сами физические процессы можно описывать как обыкновенными диффе-

ренциальными уравнениями, так и уравнениями в частных производных, интегро-

дифференциальными и интегральными уравнениями. Основная задача заключается

в получении замкнутых уравнений для статистических характеристик таких систем

и исследовании их решений с максимально возможной полнотой.

Отметим, что волновые задачи зачастую являются краевыми задачами. В этих

случаях, используя метод погружения, можно переформулировать их в задачи

с начальными условиями, что существенно упрощает анализ статистических проблем.

Цель настоящей книги — показать, как различные физические задачи, описывае-

мые стохастическими уравнениями, могут быть решены на основе общего подхода.

При этом выясняются интересные аналогии между весьма различными физическими

задачами.

В стохастических задачах с флуктуирующими параметрами переменными явля-

ются функции. Поэтому естественно для их анализа использовать функциональные

методы. Мы будем использовать функциональный метод, впервые предложенный

в работе Е.А. Новикова [1] для гауссовых флуктуаций параметров в теории турбу-

лентности и развитый в монографиях автора [2, 3] для общего случая динамических

систем и произвольной природы флуктуирующих параметров.

Однако лишь для небольшого числа конкретных динамических систем удается

получить конечные результаты в общем виде. Более продуктивным оказывается

использование асимптотического метода, основанного на разложении статистических

характеристик решений динамических задач по малому параметру. Последний

по существу является отношением времени корреляции случайного воздействия ко

времени наблюдения или другим характерным временны́м масштабам задачи

(в ряде случаев это будут не временны́е, а пространственные масштабы), по своей
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сути являющегося обобщением теории броуновского движения. Это так называемое

приближение дельта-коррелированного случайного процесса (поля).

Применительно к задачам о динамических системах, движение которых подчи-

няется обыкновенным дифференциальным стохастическим уравнениям с гауссовыми

флуктуациями параметров, используемый метод приводит к марковскому характе-

ру решения задачи, а соответствующее уравнение для плотности вероятностей пере-

хода имеет вид уравнения Фоккера–Планка. В книге подробно анализируются мето-

ды анализа этого уравнения и краевых условий для него, его решения с помощью

интегральных преобразований и условия его применимости. В более сложных зада-

чах, описываемых дифференциальными уравнениями в частных производных, этот

метод приводит к обобщенному уравнению типа Фоккера–Планка в вариационных

производных для характеристического функционала решения задачи. Для динами-

ческих систем с негауссовыми флуктуациями параметров предлагаемый метод так-

же приводит к марковскому характеру решения. Плотность вероятностей решения

соответствующих динамических стохастических уравнений удовлетворяет при этом

замкнутому операторному уравнению.

В физических работах, в которых используются уравнения Фоккера–Планка

и подобные ему, они обычно выписываются на основе интуитивных соображений,

а динамические уравнения привлекаются лишь для подсчета входящих в них ко-

эффициентов. Такой подход, вообще говоря, непоследователен. Действительно, ста-

тистическая задача полностью определена динамическими уравнениями и предпо-

ложениями о статистике случайных воздействий. При этом, например, уравнение

Фоккера–Планка должно являться логическим следствием динамических уравнений

и тех или иных предположений о характере случайных воздействий. Ясно, что дале-

ко не во всех случаях решение задачи будет сводиться к уравнению Фоккера–Планка.

Функциональный подход позволяет получить как уравнение Фоккера–Планка, исходя

непосредственно из динамического уравнения задачи, так и условия его применимо-

сти. С формальной математической точки зрения наш подход соответствует подходу

Р.Л. Стратоновича (см., например, [4]).

Развитый функциональный подход позволяет также для определенного класса

случайных процессов (марковские процессы телеграфного типа, гауссов марковский

процесс и т. п.) получать замкнутые уравнения для плотности вероятностей решения

задач и с учетом конечности времени корреляции случайных воздействий.

Для гауссовых флуктуаций параметров можно построить и более физичное при-

ближение, чем приближение дельта-коррелированного случайного процесса (поля),

так называемое диффузионное приближение, учитывающее конечность временно́го

радиуса корреляции. В этом приближении решение задачи является марковским,

а условие его применимости имеет прозрачный физический смысл — малость ста-

тистических эффектов на масштабах порядка временно́го радиуса корреляции флук-

туирующих параметров. Все эти вопросы подробно обсуждаются в данной книге как

с общих позиций, так и на примерах конкретных физических проблем.

В последнее время внимание и теоретиков, и экспериментаторов привлекает воп-
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рос о связи динамики усредненных статистических характеристик решения задачи

с поведением решения в отдельных реализациях. Это особенно актуально для геофи-

зических проблем, связанных с атмосферой и океаном, где, вообще говоря, отсутству-

ет соответствующий ансамбль усреднения и экспериментаторы, как правило, имеют

дело с отдельными реализациями.

Решение динамических задач для этих конкретных реализаций параметров среды

практически безнадежно из-за их чрезвычайной математической сложности. В то же

время исследователей интересуют основные особенности протекающих явлений, без

отвлечения на частности. Поэтому очень привлекательной оказалась идея использо-

вать хорошо развитый математический аппарат случайных процессов и полей, т. е.

вместо отдельных реализаций исследуемых процессов рассматривать статистические

средние по всему ансамблю возможных реализаций. В настоящее время, например,

практически все задачи физики атмосферы и океана в той или иной степени основы-

ваются на статистическом анализе.

Введение случайности в параметрах среды порождает стохастичность в самих

физических полях. Индивидуальные реализации, например скалярных двумерных

полей ρ(R, t), R = {x, y}, напоминают сложный горный ландшафт со случайно рас-

пределенными пиками, провалами, хребтами и перевалами. На рис. 0.1 приведены

примеры реализаций двух случайных полей разной статистической структуры. О ма-

тематическом и физическом смысле этих полей см. раздел 8.3 на с.194.

2

0

-2

140

140 140

120 120

100 100

80 80

60 60

80 80100 100120 120140 14060 60

100 100

140

60 60

2

4

3

2

1

4

3

2

1

1

0

-1

-2

140

100 100

140

60 60

a б

Рис. 0.1. Реализации гауссова с нулевым средним значением (a) и логнормального (б ) полей
и их топографические линии уровня. Жирными кривыми на нижних рисунках обозначены

линии уровня, соответствующие значениям 0 (a) и 1 (б ).

Обычно используемые методы статистического усреднения (т. е. вычисления сред-

них типа среднего значения — 〈ρ(R, t)〉, пространственно-временно́й корреляционной

функции — 〈ρ(R, t)ρ(R′, t′)〉 и т. п., где через 〈. . .〉 обозначено усреднение по ансамблю
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реализаций случайных параметров) сглаживают качественные особенности отдель-

ных реализаций, и зачастую полученные статистические характеристики не только

не имеют ничего общего с поведением отдельных реализаций, но даже, на первый

взгляд, им противоречат. Так, например, статистическое усреднение по всем реали-

зациям делает поле средней концентрации пассивной примеси в случайном поле ско-

ростей все более гладким, в то время как каждая его отдельная реализация, за счет

перемешивания областей с существенно разной концентрацией, стремится стать все

более изрезанной в пространстве.

Таким образом, статистические средние указанного типа обычно характеризуют

«глобальные» пространственно-временны́е масштабы области, где осуществляются

стохастические процессы, и ничего не говорят о деталях развития процессов внут-

ри ее. А такие детали для данного примера существенно зависят от характера поля

скоростей — является оно дивергентным или бездивергентным. Так, в первом случае

с вероятностью, равной единице, в отдельных реализациях образуются кластеры —

компактные области повышенной концентрации примеси, окруженные обширными об-

ластями плотности низкой концентрации. Однако при этом все статистические момен-

ты расстояния между частицами экспоненциально растут во времени, т. е. имеет место

статистическое разбегание частиц в среднем [5].

Аналогично этому имеет место экспоненциальное разбегание лучей в среднем при

распространении волн в случайных средах, и в тоже время с вероятностью едини-

ца происходит образование каустик на конечных расстояниях. Другим примером,

иллюстрирующим вышесказанное, является динамическая локализация плоских волн

в слоистых случайно-неоднородных средах, заключающаяся в том, что реализации

интенсивности волнового поля экспоненциально убывают вглубь среды с вероятно-

стью, равной единице, при падении волны на полупространство такой среды и в то

же время все ее статистические моменты экспоненциально растут с расстоянием от

границы среды [6].

Такие физические процессы и явления, происходящие с вероятностью единица,

будем называть когерентными процессами и явлениями (см., например, [7]). Подоб-

ную «статистическую когерентность» можно рассматривать как некую организацию

сложной динамической системы, и выделение ее статистически устойчивых харак-

теристик аналогично понятию когерентности как самоорганизации многокомпонент-

ных систем, возникающих из хаотических взаимодействий их элементов (см., напри-

мер, [8]). Получить же ответ на вопрос о том, происходит ли такое явление с вероят-

ностью единица, вообще говоря, достаточно сложно. Однако для ряда задач в рамках

простейших моделей флуктуирующих параметров это удается сделать путем анали-

тического анализа. В других случаях убедиться в этом можно с помощью численного

моделирования или из анализа экспериментальных данных.

Полная статистика (например, полная совокупность всех n-точечных простран-

ственно-временны́х моментных функций), безусловно, содержит всю информацию

о динамической системе. Однако на практике удается исследовать лишь некоторые

простейшие статистические характеристики, связанные, главным образом, с одновре-



менны́ми и одноточечными распределениями вероятностей. Поэтому возникает воп-

рос: как, зная такого рода статистические характеристики и особенности системы,

получить основные количественные и качественные особенности поведения отдель-

ных ее реализаций?

Ответ на этот вопрос дают методы статистической топографии (см., напри-

мер, [9]). Методы статистической топографии позволяют переосмыслить «филосо-

фию» статистического анализа динамических стохастических систем, что может быть

полезно и для экспериментаторов, планирующих статистическую обработку экспери-

ментального материала. Все эти вопросы подробно обсуждаются в книге.

Монография предназначена для научных сотрудников, интересующихся матема-

тическим анализом стохастических задач физики. Однако она может быть полезна

также студентам старших курсов и аспирантам математических и физических спе-

циальностей, имеющим дело со стохастическими динамическими системами. Книга

состоит из трех частей.

Первую часть книги можно рассматривать как вводную. В ней рассмотрено нес-

колько примеров типичных физических задач и обсуждаются особенности их реше-

ний в присутствии случайных возмущений параметров, определяющих их динамику.

Более подробная постановка этих задач и их статистический анализ приведены в дру-

гих частях книги.

Вторая часть книги посвящена общей теории статистического анализа динами-

ческих систем с флуктуирующими параметрами, описываемых как дифференциаль-

ными, так и интегральными уравнениями. Эта общая теория иллюстрируется кон-

кретными примерами динамических систем. Здесь также рассматриваются такие

асимптотические методы статистического анализа динамических систем, как прибли-

жение дельта-коррелированного случайного процесса (поля) и диффузионное прибли-

жение.

Третья часть книги посвящена анализу таких конкретных физических проблем,

связанных с когерентными явлениями, как кластеризация и диффузия частиц и пас-

сивной примеси (скалярной и векторной) в случайном поле скоростей, динамическая

локализация при распространении плоских волн в слоистых случайных средах и воз-

никновение каустической структуры волнового поля в многомерных случайных сре-

дах. Эти проблемы описываются как обыкновенными дифференциальными уравне-

ниями, так и уравнениями в частных производных.

Каждый очерк дополнен задачами для самостоятельного решения, дополняющими

общий текст книги, что должно помочь молодому исследователю быстрее «набить

руку» для самостоятельной работы.

Более подробную информацию по существу излагаемого материала и библиогра-

фическим ссылкам можно найти в упомянутых выше монографиях [2, 3] и обзорных

работах последнего времени [7, 10–15].

При подготовке этого издания автор старался учесть конкретные замечания и

пожелания читателей как по улучшению стиля написания книги, так и по конкретным

задачам. Исправлены различного рода неточности и опечатки.

Ча с т ь I

ДИНАМИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ
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ПРИМЕРЫ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ, ФОРМУЛИРОВКА
ЗАДАЧ И ОСОБЕННОСТИ ПОВЕДЕНИЯ ИХ РЕШЕНИЙ

В ОТДЕЛЬНЫХ РЕАЛИЗАЦИЯХ

Рассмотрим несколько примеров динамических систем, описываемых дифферен-

циальными уравнениями различного типа, и обсудим особенности поведения их ре-

шения в присутствии случайных возмущений параметров системы. Здесь мы ограни-

чимся простейшими постановками задач. Более полные постановки задач будут даны

далее в соответствующих разделах книги, посвященных их статистическому анализу.

1.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения
(задачи с начальными условиями)

1.1.1. Частицы в поле случайных скоростей

Частица в поле случайных скоростей в простейшем случае описывается системой

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка:

d

dt
r(t) = U(r, t), r(t0) = r0, (1.1)

где U(r, t) = u0(r, t)+u(r, t), u0(r, t) — детерминированная составляющая поля скоро-

стей (средний поток), а u(r, t) — случайная составляющая. В общем случае поле u(r, t)

может иметь как бездивергентную (соленоидальную, для которой divu(r, t) = 0), так

и дивергентную (для которой divu(r, t) 6= 0) составляющие.

Остановимся на стохастических особенностях решения задачи (1.1) для системы

частиц в отсутствии среднего потока (u0(r, t) = 0). С формальной точки зрения, ис-

ходя из уравнения (1.1), каждая частица движется независим образом. Однако если

случайное поле u(r, t) имеет конечный пространственный радиус корреляции lcor, то

частицы, расстояние между которыми меньше lcor, находятся в общей зоне влияния

случайного поля u(r, t), и могут появиться новые коллективные особенности в дина-

мике такой системы частиц.

Для стационарного поля скоростей, u(r, t) ≡ u(r), уравнение (1.1) упрощается

и принимает вид
d

dt
r(t) = u(r), r(0) = r0. (1.2)

Отсюда ясно, что стационарные точки r̃, в которых u(r̃) = 0, остаются неподвиж-

ными точками. При этом, в зависимости от того, являются они устойчивыми или

неустойчивыми, они будут притягивать или отталкивать частицы, находящиеся в их

окрестности. В силу случайности функции u(r) положение точек r̃ также случайно.

14
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Аналогичная ситуация должна иметь место и в общем случае пространственно-

временного случайного поля скоростей u(r,t)

Если какие-то точки r̃ в течение достаточно большого времени остаются устойчи-

выми, то в отдельных реализациях случайного поля u(r, t) в их окрестностях должны

образовываться кластерные области частиц (т. е. компактные области повышенной

концентрации частиц, расположенные в большей степени в разреженных зонах). Если

же смена устойчивости этих точек на неустойчивость происходит достаточно быстро

и частицы не успевают значительно перестроиться, то кластерных областей образо-

вываться не будет.

Численное моделирование [16, 17] показывает, что динамика системы частиц су-

щественно различается в зависимости от того, является ли случайное поле скоростей

бездивергентным или дивергентным. Так, на рис. 1.1, а для конкретной реализации

бездивергентного стационарного во времени поля скоростей u(r) схематически изоб-

ражена эволюция системы частиц (двумерный случай), равномерно расположенных

в круге, в безразмерном времени, связанным со статистическими параметрами поля

u(r). В этом случае площадь, ограниченная контуром, сохраняется и частицы относи-

тельно равномерно заполняют область, ограниченную деформированным контуром.

Возникает лишь сильная изрезанность фрактального характера этого контура. Такое

явление интенсивно изучается в настоящее время и получило название хаотической

адвекции (см., например, [18]).

Для случая же потенциального поля скоростей u(r) частицы, равномерно распо-

ложенные в квадрате в начальный момент времени, в процессе временной эволюции

образуют кластерные области. Результаты численного моделирования для этого слу-

чая приведены на рис. 1.1, б. Подчеркнем, что образование кластеров — чисто кинема-

тический эффект. Очевидно, что при усреднении по ансамблю реализаций случайного

поля скоростей такая особенность динамики частиц исчезает.

Увидеть как происходит кластеризация частиц, можно на простейшем примере

[10], в котором случайное поле скоростей u(r, t) имеет структуру

u(r, t) = v(t)f(kr), (1.3)

где v(t) — случайный векторный процесс, а детерминированная функция от скаляр-

ного аргумента

f(kr) = sin 2(kr) (1.4)

является функцией одной переменной. Отметим, что такой вид функции f(kr) соот-

ветствует первому члену ряда разложения функции f(kr) по гармоническим состав-

ляющим и обычно используется при численном моделировании задачи [16,17].

В этом случае уравнение (1.1) запишется в виде

d

dt
r(t) = v(t) sin 2(kr), r(0) = r0.

Для такой модели движение частицы по направлениям вектора k, и перпендикуляр-

ном вектору k, расщепляется, и если выбрать ось x в направлении вектора k, то
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уравнения примут вид

d

dt
x(t) = vx(t) sin(2kx), x(0) = x0,

d

dt
R(t) = vR(t) sin(2kx), R(0) = R0.

(1.5)

Решение первого уравнения в (1.5) имеет вид

x(t) =
1

k
arctan

[
eT (t)tan(kx0)

]
, (1.6)

где

T (t) = 2k

t∫

0

dτvx(τ). (1.7)

Учитывая равенства, вытекающие из (1.6),

sin(2kx) =
sin(2kx0)

e−T (t) cos2(kx0) + eT (t) sin2(kx0)
,

cos(2kx) =
1 − e2T (t) tan2(kx0)

1 + e2T (t) tan2(kx0)
,

(1.8)

решение последнего уравнения в (1.5) можно записать в виде:

R(t) = R0 +

t∫

0

dτ
sin(2kx0)vR(τ)

e−T (τ) cos2(kx0) + eT (τ) sin2(kx0)
. (1.9)

Таким образом, если начальное положение частицы x0 такое, что

kx0 = n
π

2
, (1.10)

где n = 0, ±1, . . ., то частица будет неподвижной и r(t) ≡ r0.

Равенства (1.10) определяют в общем случае плоскости или в одномерном случае —

точки. Они соответствуют нулям поля скоростей. Устойчивость этих точек, однако,

зависит от знака функции v(t), который изменяется в процессе эволюции. В резуль-

тате можно ожидать, что частицы будут сгущаться в окрестностях этих точек, если

vx(t) 6= 0, что и должно соответствовать кластеризации.

Для бездивергентного поля скорости, когда vx(t) = 0, и, следовательно, T (t) ≡ 0,

x(t|x0) ≡ x0, R(t|r0) = R0 + sin 2(kx0)

t∫

0

dτvR(τ),

т. е. никакой кластеризации не наблюдается.

При численном моделировании задачи будем иcпользовать модель гауссового век-

торного случайного процесса v(t), дельта-коррелированного во времени, с параметра-

ми

〈v(t)〉 = 0
〈
vi(t)vj(t

′)
〉

= 2σ2δijτ0δ(t− t′), (1.11)
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Рис. 1.2. Кусок реализации случайного процесса T (t) (а), полученный путем численного инте-
грирования равенства (1.7) для одной реализации случайного процесса vx(t) и используемый

для расчета временно́й эволюции x координат четырех частиц (б ), (в)

где σ2 — дисперсия каждой компоненты скорости, а τ0 — ее временной радиус корре-

ляции. При этом мы будем пользоваться безразмерными переменными

t→ k2σ2τ0t, x→ kx,
〈
vi(t)vj(t

′)
〉
→ 2δijδ(t− t′). (1.12)

На рис. 1.2, а представлен кусок реализации случайного процесса T (t), получен-

ный путем численного интегрирования равенства (1.7) для одной реализации слу-

чайного процесса vx(t), используемый для численного моделирования временной эво-

люции координат четырех частиц x(t) (x ∈ (0, π/2) с начальными координатами

x0(i) =
π

2

i

5
(i = 1, 2, 3, 4) (рис. 1.2, б ). Из рис. 1.2, б видно, что частицы в безразмер-

ный момент времени t ≈ 4 образуют кластер в окрестности точки x = 0. Далее в мо-

мент времени t ≈ 16 первоначальный кластер исчезает и образуется новый кластер

в окрестности точки x = π/2. В момент времени t ≈ 40 снова образуется кластер

в окрестности точки x = 0 и т. д. При этом частицы в кластерах помнят свою предыс-

торию и расходятся на значительные расстояния в переходных временны́х областях

(рис. 1.2,в).

Таким образом видим, что в рассматриваемом примере кластер, как цельное обра-
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зование, не переходит из одной области пространства в другое, а разрушается с после-

дующим образованием нового. При этом время существования кластеров значительно

больше, чем переходное время. По видимому это свойство конкретной рассматривае-

мой модели поля скоростей и возникает оно из-за стационарности точек (1.10).

Что касается диффузии частиц по y оси, то в этом направлении образования кла-

стеров не наблюдается.

Отметим, что впервые, по-видимому, такого рода кластеризация для системы ча-

стиц была обнаружена в работах [19, 20], где в рамках простейших уравнений дина-

мики атмосферы проводилось численное моделирование так называемого Eole экспе-

римента. В рамках этого глобального эксперимента в 1970–1971 годах было запущено

в Аргентине 500 баллонов постоянной плотности, которые распространялись по всему

южному полушарию на высоте примерно в 12 км. На рис. 1.3 представлено распреде-

ление баллонов по южному полушарию на 105 сутки после начала численного моде-

лирования этого процесса [19], из которого ясно видно, что баллоны концентрируются

в группы, что и соответствует кластеризации.

Рис. 1.3. Распределение баллонов в атмосфере через 105 суток после начала численного экс-
перимента

1.1.2. Частица в поле случайных внешних сил

Система уравнений типа (1.1) также описывает динамику частицы в поле случай-

ных внешних сил f(r, t). В простейшем случае динамика частицы при наличии линей-

ного трения описывается дифференциальным уравнением второго порядка (уравнение

Ньютона)

d2

dt2
r(t) = −λ d

dt
r(t) + f(r, t),

r(0) = r0,
d

dt
r(0) = v0,

(1.13)
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или системой дифференциальных уравнений первого порядка

d

dt
r(t) = v(t),

d

dt
v(t) = −λv(t) + f(r, t),

r(0) = r0, v(0) = v0.

(1.14)

Отметим, что результаты численного моделирования стохастической системы урав-

нений (1.14) приведены в работах [21,22]. В этих же работах изучалась устойчивость

системы на основе анализа характеристических параметров по Ляпунову.

В детерминированном потенциальном поле сил динамика частицы при наличии

линейного трения и случайных сил описывается системой уравнений

d

dt
r(t) = v(t),

d

dt
v(t) = −λv(t) − ∂U(r, t)

∂r
+ f(r, t),

r(0) = r0, v(0) = v0.

(1.15)

которая является простейшим частным случаем гамильтоновых систем с линейным

трением. При отсутствии трения и внешних сил, а также независимости от времени

функции U(r, t) = U(r), имеется интеграл движения

d

dt
E(t) = const, E(t) =

v2

2
+ U(r),

выражающий закон сохранения энергии.

В статистических задачах уравнения типа (1.14), (1.15) широко используются для

описания броуновского движения частиц.

В общем случае гамильтоновые системы описываются системой уравнений

d

dt
r(t) =

∂H(r,v, t)

∂v
,

d

dt
v(t) = −∂H(r,v, t)

∂r
,

r(0) = r0, v(0) = v0,

(1.16)

где функция Гамильтона H(r,v, t) = H(r(t),v(t), t). Для консервативных гамильто-

новых систем функция H(r,v, t) явно не зависит от времени, т. е. H(r,v, t) = H(r,v)

и, в этом случае, имеется интеграл движения

H(r,v) = const.

1.1.3. Явление переброса в динамических системах

Остановимся теперь на другом стохастическом аспекте, связанном с динамически-

ми уравнениями типа (1.1), а именно на явлении переброса, обусловленном случайны-

ми флуктуациями.

Рассмотрим простейший случай нелинейного одномерного уравнения

d

dt
x(t) = x(1 − x2) + f(t), x(0) = x0, (1.17)
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где f(t) — случайная функция времени. При отсутствии случайности (f(t) ≡ 0) реше-

ние уравнения (1.17) имеет два устойчивых стационарных состояния x = ±1 и одно

неустойчивое состояние x = 0. В зависимости от начального условия решение урав-

нения (1.17) придет в одно из устойчивых состояний. Однако в присутствии малых

случайных возмущений f(t) динамическая система (1.17) сперва придет в окрестность

одного из устойчивых состояний, а затем, по прошествии некоторого времени, будет

переброшена в окрестность другого устойчивого состояния.

Отметим, что уравнение (1.17) соответствует предельному переходу λ→ ∞ в урав-

нении
d2

dt2
x(t) + λ

d

dt
x(t) − λ

{
dU(x)

dx
+ f(t)

}
= 0,

которое называется уравнением Дюффинга и является частным случаем одномерной

гамильтоновой системы (1.15) вида

d

dt
x(t) = v(t),

d

dt
v(t) = −λ

{
v(t) − dU(x)

dx
− f(t)

}
(1.18)

с потенциальной функцией

U(x) =
x2

2
− x4

4
,

т. е. предельному случаю большого значения коэффициента трения λ.

Статистическое описание этой задачи будет рассмотрено в п. 9.3 на с. 222. Отме-

тим также, что в статистическом описании переход от гамильтоновой системы (1.18)

к «укороченному уравнению» (1.17) называется проблемой Крамерса (см. п. 9.2.2 на

с. 212).

Очевидно, что подобная ситуация может иметь место в более сложных случаях.

Нелинейные системы гидродинамического типа

При изучении крупномасштабных процессов в атмосфере, которая рассматрива-

ется как единая физическая система, одной из важнейших проблем является выясне-

ние механизма обмена энергией между различными «степенями свободы». В послед-

нее время все большее внимание привлекают попытки исследовать такие нелинейные

процессы на моделях с небольшим числом степеней свободы (параметров). В связи

с этим А.М. Обуховым (см., например, [23]) было введено понятие систем гидродина-

мического типа (СГТ). Эти системы имеют конечное число параметров v1, . . . , vn, но

динамические уравнения, управляющие движением систем, обладают теми же общи-

ми свойствами, что и уравнения гидродинамики идеальной несжимаемой жидкости —

квадратичная нелинейность, сохранение энергии и регулярность (сохранение фазово-

го объема при движении системы). Общее описание СГТ сформулировано в п.9̇.2.3

на с. 213. Здесь же мы рассмотрим динамическое описание простейших систем этого

типа.

Простейшая система (S3) эквивалентна уравнениям Эйлера динамики твердого

тела и может быть реализована в известной задаче о движении жидкости в эллипсо-

идальной полости [23]. Любые конечномерные аппроксимации уравнений гидродина-

мики, обладающие вышеописанными свойствами, относятся к классу СГТ.
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Рис. 1.4. Схемы 3-модовых (а) и 7-модовых (б) СГТ

Для моделирования каскадного механизма преобразования энергии в турбулент-

ном потоке в работе [24] была предложена многоярусная СГТ. Каждый ярус этой

системы состоит из триплетов одинакового масштаба, число которых при переходе на

следующий ярус удваивается, а масштабы уменьшаются в геометрической прогрес-

сии со знаменателем Q & 1. Таким образом, эта модель описывает взаимодействие

движений разных масштабов.

Первый ярус образован одним триплетом, на неустойчивую моду v01(t) которо-

го действует приложенная к системе внешняя сила f0(t) (рис. 1.4, а). Его устойчивые

моды v1,1(t) и v1,2(t) являются в тоже время неустойчивыми модами двух трипле-

тов второго яруса, устойчивые моды v2,1(t), v2,2(t), v2,3(t), v2,4(t) (рис. 1.4, б) которых

в свою очередь являются неустойчивыми модами четырех триплетов третьего яруса

и т. д.

Вместе с тем следует отметить, что реальные физические процессы, описываемые

макроскопическими уравнениями, в действительности протекают на фоне более мел-

комасштабных процессов (шумов), которые следует учитывать статистически. Таки-

ми процессами являются, например, молекулярные шумы для макроскопической гид-

родинамики, микротурбулентность по отношению к крупномасштабным движениям,

влияние отброшенных (более мелкомасштабных) членов в конечномерной аппрокси-

мации уравнений гидродинамики и т. п. Статистический учет мелкомасштабных шу-

мов можно провести в рамках макроскопических переменных, включив в соответ-

ствующие макроскопические уравнения случайные (сторонние) силы с определенны-

ми статистическими характеристиками. Одновременно для рассматриваемых моделей

следует ввести в уравнения движения также диссипативные члены, обусловливающие

отток энергии в мелкомасштабные моды.

Таким образом, простейшими гидродинамическими моделями для описания ре-

альных процессов могут служить СГТ со случайными силами и линейным трением.

Одним из важных вопросов, например теории климата, является выяснение воз-

можности реализации существенно различных циркуляционных процессов при одном

и том же распределении притоков тепла, т. е. вопрос о существовании для данной гид-

родинамической системы различных режимов движения при одних и тех же «внешних
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условиях». При этом естественно рассматривать также явление «переброса», состоя-

щее в переходе системы от одного такого режима движения к другому. Характерной

чертой перебросов является то, что переход происходит за время, малое по сравнению

со «временем жизни» соответствующих режимов.

Все эти вопросы целесообразно исследовать на указанных выше простейших моде-

лях. Соответствующие системы квадратично-нелинейных обыкновенных дифферен-

циальных уравнений могут, вообще говоря, иметь несколько устойчивых режимов при

одних и тех же значениях определенных параметров, характеризующих внешние усло-

вия. Тогда перебросы вызываются временны́ми изменениями этих условий, а также

действием случайных шумов. В отсутствие устойчивых режимов поведение системы

может оказаться весьма сложным, доступным лишь статистическому описанию, как

это происходит, например, в модели Лоренца [25]. Система может допускать и ква-

зистационарные режимы движения, связанные с наличием безразличных состояний

равновесия. Перебросы между такими режимами могут определяться динамической

структурой системы, а ее поведение и в этом случае может оказываться «стохастиче-

ским».

Ниже такие явления переброса изучаются на простейших гидродинамических мо-

делях.

Динамика триплета (гироскопа)

Рассмотрим вначале случай одного яруса, т. е. вынужденный режим движения

триплета (рис. 1.4, а), полагая f0(t) = f0 постоянной и допуская наличие линейных

диссипативных сил, действующих на его устойчивые моды. Уравнения движения

в этом случае имеют вид

d

dt
v1,0(t) = µ(v2

1,1(t) − v2
1,2(t)) + f0,

d

dt
v1,1(t) = −µv1,0(t)v1,1(t) − λv1,1(t),

d

dt
v1,2(t) = µv1,0(t)v1,2(t) − λv1,2(t).

(1.19)

Если f0 > 0, то компонента v1,1(t) отмирает со временем, и в безразмерных пере-

менных

x =

√
µ

f0
v1,0 −

λ√
µf0

, y =

√
µ

f0
v1,2, τ =

√
µf0t (1.20)

движение триплета (1.19) описывается двухмодовой системой

d

dt
x(t) = −y2(t) + 1,

d

dt
y(t) = x(t)y(t), (1.21)

имеющей интеграл движения H1 = x2(t) + y2(t) − 2 ln y(t) и которую заменой пере-

менных p(t) = x(t), q(t) = ln y(t) можно привести к гамильтоновой форме

d

dt
p(t) = −∂H(p, q)

∂q
,

d

dt
q(t) =

∂H(p, q)

∂p
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с гамильтонианом

H(p, q) =
p2(t)

2
+

1

2
e2q(t) − q(t).

Таким образом, динамика системы с трением (1.19), возбуждаемой постоянной

внешней силой, описывается гамильтоновой системой.

Стационарные точки (0, 1) и (0, −1) системы (1.21) являются центрами. Периоды T1

движения по замкнутым траекториям вокруг каждой из этих особых точек (при этом

y(t) сохраняет знак) определяются для H1 − 1 ≪ 1 по асимптотической формуле

T1 ≈
√

2π

[
1 +

H1 − 1

12

]
.

В другом предельном случае, H ≫ 1, когда траектории значительно удалены от ука-

занных центров, получаем

T1 ≈ 1√
H1

[2H1 + lnH1] .

Рассмотрим теперь динамическую систему (1.19), дополненную линейным трением

для v1,0(t) компоненты, т. е. систему

d

dt
v1,0(t) = µ

(
v2
1,1(t) − v2

1,2(t)
)
− λv1,0(t) + f0,

d

dt
v1,1(t) = −µv1,0(t)v1,1(t) − λv1,1(t),

d

dt
v1,2(t) = µv1,0(t)v1,2(t) − λv1,2(t).

(1.22)

Обезразмеривая эту систему, т. е. полагая

t→ t/λ, v1,0(t) →
λ

µ
v0(t), v1,2(t) →

λ

µ
v1(t), v1,1(t) →

λ

µ
v2(t),

приходим к системе уравнений

d

dt
v0(t) = v2

2(t) − v2
1(t) − v0(t) +R,

d

dt
v1(t) = v0(t)v1(t) − v1(t),

d

dt
v2(t) = −v0(t)v2(t) − v2(t),

(1.23)

где величина R =
µf0

λ2
— аналог числа Рейнольдса.

Теперь динамическая система (1.23) имеет стационарные решения, зависящие от

параметра R. При этом критическим значением является Rcr = 1.

При R < 1 имеется устойчивое стационарное решение

v1 = v2 = 0, v0 = R.
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Рис. 1.5. Численное моделирование системы уравнений (1.25) для R = 6 и σ2 = 0,1, иллю-
стрирующее явление переброса (сплошной линией изображена компонента v0(t), штриховой —

v1(t)

При R > 1 это решение становится неустойчивым по отношению к малым возму-

щениям параметров, и устанавливается новый стационарный режим

v0 = 1, v2 = 0, v1 = ±
√
R− 1. (1.24)

При этом имеется элемент случайности, так как величина v1 может быть как поло-

жительной, так и отрицательной в зависимости от амплитуды малых возмущений.

Пусть теперь на каждую компоненту триплета действуют случайные силы. Тогда

вместо (1.23) имеем систему уравнений:

d

dt
v0(t) = v2

2(t) − v2
1(t) − v0(t) +R+ f0(t),

d

dt
v1(t) = v0(t)v1(t) − v1(t) + f1(t),

d

dt
v2(t) = −v0(t)v2(t) − v2(t) + f2(t).

(1.25)

При наличии случайных воздействий при R > 1 динамическая система (1.25) сперва

придет в окрестность одного из устойчивых состояний (1.24), а затем, по прошествии

некоторого времени, будет переброшена в окрестность другого устойчивого состоя-

ния. На рис. 1.5 приведены результаты численного моделирования этого явления для

R = 6 и различных реализаций случайного воздействия f(t), компоненты которого

моделировались в виде гауссова случайного процесса. Статистическое описание этой

задачи см. в Очерке 9 на с. 215.

Таким образом, в рамках динамики первого яруса переброс может осуществляться

только за счет случайных внешних сил, действующих на все моды.
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Переброс между квазистационарными режимами

Простейшая двухъярусная система в общем виде в безразмерных переменных, ана-

логичных (1.20), записывается в виде

d

dt
v1,0(t) = v2

1,1(t) − v2
1,2(t) + 1,

d

dt
v1,1(t) = −v1,0(t)v1,1(t) +Q

(
v2
2,1(t) − v2

2,2(t)
)
,

d

dt
v1,2(t) = −v1,0(t)v1,2(t) +Q

(
v2
2,3(t) − v2

2,4(t)
)
,

d

dt
v2,1(t) = −Qv1,1(t)v2,1(t),

d

dt
v2,2(t) = Qv1,1(t)v2,2(t),

d

dt
v2,3(t) = −Qv1,2(t)v2,3(t),

d

dt
v2,4(t) = Qv1,2(t)v2,4(t).

(1.26)

При f0 > 0 возбужденными остаются лишь компоненты v1,0(t), v1,2(t), v2,3(t),

и v2,4(t) (рис. 1.6).

f0(t)

v1,0(t)

v1,2(t)

v2,3(t) v2,4(t)

Рис. 1.6. Схема возбужденной 7-модовой СГТ

Система уравнений для этих компонент:

d

dt
v1,0(t) = −v2

1,2(t) + 1,

d

dt
v1,2(t) = −v1,0(t)v1,2(t) +Q

(
v2
2,3(t) − v2

2,4(t)
)
,

d

dt
v2,3(t) = −Qv1,2(t)v2,3(t),

d

dt
v2,4(t) = Qv1,2(t)v2,4(t),

обладает интегралом движения

v2,3(t)v2,4(t) = I = const.

Вводя обозначения

x(t) = v1,0(t), y(t) = v1,2(t), z(t) =
v2,4(t)

v2,3(t)
,
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приходим к системе трех уравнений:

d

dt
x(t) = −y2(t) + 1,

d

dt
y(t) = x(t)y(t) +QI

(
1

z(t)
− z(t)

)
,

d

dt
z(t) = y(t)z(t),

(1.27)

которая описывает поведение семимодовой модели (1.26).

Подключение второго яруса оказывает существенное влияние на динамику пер-

вого. Это объясняется тем, что сколь бы малыми ни были начальные значения для

компонент v2,3(t) и v2,4(t) второго яруса, связанные с величиной постоянной I, пере-

менная y поочередно меняет знак в силу уравнений (1.27).

Рассмотрим более подробно случай малых значений постоянной I. На рис. 1.7 дано

численное решение уравнений (1.27) с начальными условиями: x = 0,05, y = 1, z = 1

при Q =
√

8, I = 10−20.
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Рис. 1.7. Графики изменения во времени компонент системы (1.27) а: y (1 ), log z (2 ); б: про-
екция на плоскость x, y фазовой траектории системы (1.27)

Как видно из рисунков, система (1.27) при малых I участвует в двух движениях:

«быстрых» — в малой окрестности той или иной замкнутой траектории гамильтоновой

системы (1.21) вблизи плоскости z = 1 и в относительно редких перебросах, связанных

со сменой знака у переменной y при z ∼ I или z ∼ −I−1. В результате каждого из этих

перебросов параметры траекторий быстрых движений системы (1.27) существенно

изменяются, что придает ее движению черты, характерные для динамических систем

со странными аттракторами [25].

Для выделения «медленных» движений введем переменные X и Y :

x(t) = X(t)x1(t), y(t) = Y (t)y1(t),
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где (x1(t), y1(t)) — некоторое решение уравнений (1.21). Тогда для X(t), Y (t) и z(t) из

(1.27) находим

d

dt
X(t) =

1

x1(t)

[(
X2(t) − Y 2(t)

)
y2
1(t) + 1 −X(t)

]
,

d

dt
Y (t) = (X(t) − 1)Y (t)x1(t) +

QI

y1(t)

(
1

z(t)
− z(t)

)
,

d

dt
z(t) = 2QY (t)y1(t)z(t).

Усредняя эти уравнения для медленно меняющихся величин по периоду1

T1 =
√

2π, получаем

d

dt
X(t) = 0,

d

dt
Y (t) = QI

(
1

Z(t)
− Z(t)

)
,

d

dt
Z(t) = 2QY (t)Z(t), (1.28)

где Z = z̃(t). Система (1.28) обладает интегралом движения

H2 = Y 2(t) + I

(
1

Z(t)
+ Z(t)

)
(1.29)

и в соответствующих переменных, как и система (1.21), может быть записана в га-

мильтоновой форме. Движение системы (1.28) по замкнутым траекториям вокруг

стационарной точки (0, 1) характеризуется полупериодом T2 (временем между пере-

бросами), для которого находим

T2 =
2

Q

Z2∫

Z1

dZ

Z

√

H2 − I

(
1

Z
+ Z

) =
1

Q

√
I
(
r +

√
r2 − 1

)K




√

2
√
r2 − 1

r +
√
r2 − 1



 ,

где Z1 и Z2 — корни уравнения (1.29) при Y = 0; r = 2H2/I; K(z) — полный эллип-

тический интеграл первого рода. При малых I

T2 ≈ 1

Q
√
H2

ln

(
4H2

I

)
. (1.30)

На рис. 1.8 приведено численное решение уравнений (1.28) с начальными условия-

ми Y = 1, Z = 1, отвечающими начальным условиям, выбранным ранее при решении

уравнений (1.27), и с теми же значениями постоянных Q и I. Сравнение соответству-

ющих графиков на рис. 1.7 и 1.8 демонстрирует удовлетворительное описание систе-

мой (1.28) перебросов в системе (1.27). Значения T2, найденные по формуле (1.30)

и полученные в результате численного интегрирования уравнений (1.27), составля-

ют соответственно 33,54 и 33,51. Отметим, что для системы (1.27) имеется еще одно

характерное время T3 ∼ 1/Q, в течение которого осуществляется переброс.

1Это выражение для T1 оказывается достаточно точным для решения, изображенного на рис. 1.7.
Значения гамильтониана для замкнутых траекторий системы (1.21), вблизи которых оно проходит,
не превосходят двух. Поскольку указанные траектории заключены в малых окрестностях особых

точек (0, 1) и (0, −1) этой системы, то при усреднении мы полагали ỹ1(t) = 1 и 1̃/y1(t) = 1.
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Рис. 1.8. Графики изменения во времени компонент системы (1.28): Y (1) и logZ (2)

Системы с сингулярным поведением

Рассмотрим простейший пример стохастической системы, возникающей в стати-

стической теории волн и имеющей сингулярное поведение во времени:

d

dt
x(t) = −λx2(t) + f(t), x(0) = x0, λ > 0, (1.31)

где f(t) — случайная функция времени.

В отсутствие случайностей решение уравнения (1.31) имеет вид

x(t) =
1

λ(t− t0)
, t0 = − 1

λx0
.

Если x0 > 0, то t0 < 0, и решение задачи x(t) монотонно стремится к нулю с ростом

времени. Если же x0 < 0, то решение x(t) обращается в {−∞} в течение конечного

промежутка времени t0 = −1/λx0, т. е. становится сингулярным и имеет взрывной

характер. В этом случае влияние случайной силы f(t) на динамику системы несу-

щественно. Оно становится важным только в случае положительного значения x0.

В этом случае решение задачи, слегка флуктуируя, уменьшается с ростом времени,

оставаясь положительным. При достижении достаточно малого значения x(t) оно бу-

дет «переброшено» под действием силы f(t) в область отрицательных значений x и по

прошествии некоторого конечного времени обратится в −∞.

Таким образом, в стохастическом случае для любых значений величины x0 реше-

ние задачи (1.31) имеет взрывной характер и обращается в −∞ в течение конечного

времени t0. Примерная реализация поведения решения задачи (1.31) x(t) во времени

для t > t0 имеет как бы квази-периодическую структуру и схематически изображена

на рис. 1.9.
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x(t)

x0

0
t

Рис. 1.9. Типичная реализация решения уравнения (1.31)

1.1.4. Осциллятор с переменной случайной частотой (стохастический
параметрический резонанс)

Рассмотренные выше стохастические примеры соответствовали аддитивному вклю-

чению случайных воздействий на динамику систем. Простейший нетривиальный при-

мер мультипликативного воздействия (параметрического) можно проиллюстрировать

на примере стохастического параметрического резонанса, описываемого уравнением

второго порядка
d2

dt2
x(t) + ω2

0 [1 + z(t)]x(t) = 0,

x(0) = x0,
d

dt
x(0) = v0,

(1.32)

где z(t) — случайная функция времени. Это уравнение возникает практически во всех

областях физики. С физической точки зрения очевидно, что динамическая систе-

ма (1.32) подвержена параметрическому возбуждению, так как случайный процесс

z(t) содержит гармонические компоненты всех частот, включая значения 2ω0/n

(n = 1, 2, . . .), которые в точности соответствуют параметрическому резонансу в сис-

теме с периодической функцией z(t) (например, уравнение Матье).

1.2. Краевые задачи для обыкновенных
дифференциальных уравнений

(плоские волны в слоистых средах)

В предыдущем разделе мы рассмотрели несколько примеров динамических систем,

описываемых системой обыкновенных дифференциальных уравнений с заданными

начальными условиями. Рассмотрим теперь простейшую линейную краевую задачу,

а именно стационарную одномерную волновую задачу.

Пусть слой неоднородной среды занимает часть пространства L0 < x < L. Плос-

кая волна с единичной амплитудой u0 (x) = e−ik(x−L) падает на него из области

x > L (рис. 1.10, a). Волновое поле в слое неоднородной среды описывается урав-
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a б

xx LL

ε(x)ε(x)
TLe

ik(L0−x)

RLe
−ik(L−x)

eik(L−x)

L0L0 x0

T1e
ik(L0−x) T2e

−ik(L−x)

Рис. 1.10. Падение плоской волны на слой среды (a) и источник внутри среды (б )

нением Гельмгольца
d2

dx2
u(x) + k2(x)u(x) = 0, (1.33)

где

k2(x) = k2[1 + ε(x)],

а функция ε(x) описывает неоднородности среды. Вне слоя считаем, что k(x) = k,

т. е. ε(x) = 0; внутри же слоя предполагаем, что ε(x) = ε1(x)+ iγ, где ε1(x) — действи-

тельная часть, ответственная за процессы рассеяния волны в среде, а мнимая часть

γ ≪ 1 описывает поглощение волны в среде.

В области x > L волновое поле имеет структуру

u(x) = e−ik(x−L) +RLe
ik(x−L),

где RL — комплексный коэффициент отражения.

В области x < L0 волновое поле имеет структуру

u(x) = TLe
ik(L0−x),

где TL — комплексный коэффициент прохождения.

Краевыми условиями для уравнения (1.33) являются условия непрерывности функ-

ции и ее производной на границах слоя, которые можно записать в виде

u(L) +
i

k

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L

= 2, u(L0) −
i

k

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L0

= 0. (1.34)

Таким образом, волновое поле в слое неоднородной среды описывается краевой

задачей (1.33), (1.34). Само же динамическое уравнение (1.33) по внешнему виду сов-

падает с уравнением (1.32). Отметим, что в этом случае функция ε(x) разрывна на

границах слоя и мы будем называть краевую задачу (1.33), (1.34) краевой задачей

с несогласованными границами. Для таких задач рассеяние волны происходит не толь-

ко на неоднородностях среды, но и на скачках функции ε(x) на границах слоя.

Если параметры среды ε1(x) заданы статистически, то решение стохастической

задачи (1.33), (1.34) состоит в нахождении статистических характеристик величин

RL = u(L) − 1, TL = u(L0),
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0
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Рис. 1.11. Численное моделирование динамической локализации для двух реализаций неод-
нородностей среды

связанных со значением поля на границах слоя, и интенсивности волнового поля,

I(x) = |u(x)|2

внутри неоднородной среды, что составляет предмет изучения статистической тео-

рии переноса излучения.

Отметим, что при x < L из уравнения (1.33) следует равенство

kγI(x) =
d

dx
S(x),

где плотность потока энергии S(x) определяется выражением

S(x) =
i

2k

[
u(x)

d

dx
u∗(x) − u∗(x)

d

dx
u(x)

]
.

Из краевых условий следует, что S(L) = 1 − |RL|2 и S(L0) = |TL|2, и для непоглоща-

ющей среды (γ = 0), сохранение плотности потока энергии выражается равенством

|RL|2 + |TL|2 = 1. (1.35)

Остановимся на некоторых особенностях решения стохастической краевой зада-

чи (1.33), (1.34). При отсутствии неоднородностей среды (ε1(x) = 0) и для достаточно

малого поглощения волны γ интенсивность волнового поля слабо, экспоненциальным

образом, затухает в глубь среды по закону

I(x) = |u(x)|2 = e−kγ(L−x). (1.36)

На рис. 1.11 приведены две реализации интенсивности волнового поля в достаточ-

но толстом слое среды, соответствующие двум реализациям неоднородностей среды,

полученным численным моделированием и отличающимся тем, что для них функция
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ε1(x) в середине слоя на расстоянии длины волны имеют разные знаки. Это позволя-

ет увидеть влияние малой расстройки среды на поведение решения краевой задачи.

Не останавливаясь на детальном описании параметров задачи, отметим только, что

на этом рисунке явно просматривается тенденция резкого экспоненциального спада

(с большими выбросами как в сторону увеличения величины интенсивности, так и к

значениям, близким к нулю), обусловленная многократным переотражением волны

в хаотически неоднородной среде (динамическая локализация). При этом параметр

γ ≪ 1 и, следовательно, влияние малого поглощения на динамическую локализацию

не существенно.

Краевую задачу (1.33), (1.34) с помощью метода погружения (см. следующий па-

раграф) можно переформулировать в виде динамической задачи с начальными усло-

виями по параметру L — геометрическому положению правой границы слоя, рас-

сматривая решение краевой задачи как функцию этого параметра. Так коэффициент

отражения RL удовлетворяет при этом уравнению Риккати:

d

dL
RL = 2ikRL +

ik

2
ε(L) (1 +RL)2 , RL0

= 0, (1.37)

а волновое поле в слое среды u(x) ≡ u(x;L) описывается линейным уравнением

∂

∂L
u(x;L) = iku(x;L) +

ik

2
ε(L) (1 +RL)u(x;L),

u(x;x) = 1 +Rx.

(1.38)

Из уравнения (1.37) при отсутствии затухания (т.е. при γ = 0) вытекает уравнение

для квадрата модуля коэффициента отражения WL = |RL|2:

d

dL
WL = −2kγWL − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) (1 −WL) , WL0
= 0. (1.39)

Отметим, что если граница слоя L0 является полностью отражающей границей,

то начальным условием к уравнению (1.39) будет условие WL0
= 1. В этом случае

падающая на слой волна полностью отражается этим слоем, т. е. WL = 1.

В общем случае произвольной границы L0 для полупространства случайно-неод-

нородной среды (L0 → −∞) при отсутствии затухания формально также имеется

«стационарное», не зависящее от L, решение WL = 1, соответствующее полному от-

ражению падающей волны. Это решение, как будет показана далее, действительно

осуществляется в статистической задаче с вероятностью, равной единице.

Если, в отличие от рассмотренной задачи, функция k(x) непрерывна на грани-

це x = L, т.е. волновое число в свободном полупространстве x > L равно k(L), то

краевыми условиями для задачи (1.33), вместо условий (1.34), будут условия

u(L) +
i

k(L)

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L

= 2, u(L0) −
i

k(L0)

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L0

= 0. (1.40)

Краевую задачу (1.33), (1.40) будем называть задачей со согласованной границей.
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Аналогичным образом поле точечного источника, расположенного в слое случайно

неоднородной среды, описывается краевой задачей для функции Грина уравнения

Гельмгольца:

d2

dx2
G(x;x0) + k2[1 + ε(x)]G(x;x0) = 2ikδ(x − x0),

G(L;x0) +
i

k

dG(x;x0)

dx

∣∣∣∣
x=L

= 0, G(L0;x0) −
i

k

dG(x;x0)

dx

∣∣∣∣
x=L0

= 0.

Вне слоя среды решение в этом случае имеет вид уходящих волн (рис. 1.10, б ):

G(x;x0) = T1e
ik(x−L) (x ≥ L), G(x;x0) = T2e

−ik(x−L0) (x ≤ L0).

Положение источника на границе слоя x0 = L соответствует краевой задаче (1.33),

(1.34) о падении волны на слой среды, т. е.

G(x;L) = u(x;L).

1.3. Уравнения в частных производных

Обратимся теперь к примерам динамических систем (динамических полей), опи-

сываемых уравнениями в частных производных.

1.3.1. Линейные уравнения в частных производных первого порядка

Диффузия поля плотности в случайном поле скоростей

Простейшими задачами, описываемыми линейными уравнениями в частных про-

изводных первого порядка, являются уравнения непрерывности для плотности кон-

сервативной примеси и перенос неконсервативной пассивной примеси случайным по-

лем скоростей U(r, t):

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ρ(r, t) = 0, ρ(r, 0) = ρ0(r), (1.41)

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
q(r, t) = 0, q(r, 0) = q0(r). (1.42)

Для консервативной примеси сохраняется общая масса примеси

M0 =

∫
drρ(r, t) =

∫
drρ0(r) (1.43)

Линейные уравнения в частных производных первого порядка (1.41), (1.42) могут

быть решены методом характеристик. Вводя характеристические кривые (частицы)

d

dt
r(t) = U(r, t), r(0) = r0, (1.44)
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эти уравнения можно записать в виде

d

dt
ρ(t) = −∂U(r, t)

∂r
ρ(t), ρ(0) = ρ0(r0),

d

dt
q(t) = 0, q(0) = q0(r0).

(1.45)

Такая формулировка задачи соответствует лагранжеву описанию, в то время как ис-

ходные динамические уравнения (1.41), (1.42) соответствуют эйлерову описанию.

Характеристический векторный параметр r0 введен в систему уравнений (1.44),

(1.45). Уравнение (1.44) совпадает при этом с уравнением (1.1), описывающим дина-

мику частицы в поле случайных скоростей.

Решение системы уравнений (1.44), (1.45) зависит от начального значения r0, т. е.

r(t) = r(t|r0), ρ(t) = ρ(t|r0), (1.46)

что будем отмечать вертикальной чертой.

Первое из равенств (1.46) можно рассматривать как алгебраическое уравнение для

характеристического параметра r0, решение которого r0 = r0(r, t) существует, так как

расходимость j(t|r0) = det ‖∂ri(t|r0)/∂r0k‖ отлична от нуля. Следовательно, решение

исходного уравнения (1.41) можно записать в виде

ρ(r, t) = ρ(t|r0(r, t)) =

∫
dr0ρ(t|r0)j(t|r0)δ (r(t|r0) − r) .

Интегрируя это выражение по r, получаем в силу (1.43) связь функций ρ(t|r0) и j(t|r0)

в виде

ρ(t|r0) =
ρ0(r0)

j(t|r0)
(1.47)

и, следовательно, поле плотности можно переписать в виде равенства

ρ(r, t) =

∫
dr0ρ(t|r0)j(t|r0)δ (r(t|r0) − r) =

∫
dr0ρ0(r0)δ (r(t|r0) − r) , (1.48)

устанавливающего связь между лагранжевыми и эйлеровыми характеристиками. От-

метим, что дельта функция в правой части этого равенства является индикаторной

функцией для положения лагранжевой частицы (см. следующую главу).

Для бездивергентного поля скоростей (divU(r, t) = 0) расходимость частицы, так-

же как и ее плотность сохраняются, т. е.

j(t|r0) = 1, ρ(t|r0) = ρ0(r0), q(t|r0) = q0(r0).

Остановимся теперь на стохастических особенностях решения задачи (1.41). Удоб-

но анализировать динамику случайных полей в топографических понятиях. Так, для

бездивергентного поля скоростей эволюция во времени контура постоянных значений

концентрации ρ = const совпадает с динамикой частиц в этом поле скоростей и совпа-

дает, следовательно, с динамикой, приведенной на рис. 1.1, a. В этом случае площадь,
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ограниченная контуром, сохраняется и, как видно из рисунка, возникает сильная из-

резанность картины фрактального характера, т. е. происходит как обострение гради-

ентов, так и возникновение динамики контура на все меньших и меньших масштабах.

В другом предельном случае (дивергентного поля скоростей) площадь, ограниченная

контуром, стремится к нулю и поле плотности сжимается, образуя кластеры. При-

меры численного моделирования для этого случая приведены в работах [16, 17]. При

усреднении по ансамблю реализаций эти особенности динамики исчезают.

Проследить образование кластеров в эйлеровом описании можно на примере слу-

чайного поля скоростей вида (1.3), (1.4) на с. 15. В этом случае уравнение для лагран-

жевого представления поля плотности (1.45) для однородного начального условия

принимает вид
d

dt
ρ(t) = −2kvx(t) cos(2kx)ρ(t), ρ(0) = ρ0,

которое с учетом равенства (1.8) на с. 17 можно переписать в виде

d

dt
ρ(t|r0) = −2kvx(t)

1 − e2T (t) tan2(kx0)

1 + e2T (t) tan2(kx0)
ρ(t|r0), (1.49)

где функция T (t) описывается равенством (1.7) на с. 17. Интегрируя уравнение (1.49),

получаем выражение для лагранжевого представления поля плотности в рамках рас-

сматриваемой модели

ρ(t|x0)/ρ0 =
[
e−T (t)cos2(kx0) + eT (t)sin2(kx0)

]
.

Исключая теперь характеристический параметр x0 с помощью равенств

sin2 (kx0) =
e−T (t) sin2(kx(t))

eT (t) cos2(kx(t)) + e−T (t) sin2(kx(t))

cos2 (kx0) =
eT (t) cos2(kx(t))

eT (t) cos2(kx(t)) + e−T (t) sin2(kx(t))
,

(1.50)

вытекающих из (1.6) на с. 17 переходим к эйлеровому описанию

ρ(x, t)/ρ0 =
1

eT (t) cos2(kx) + e−T (t) sin2(kx)
. (1.51)

Из выражения (1.51) видно, что поле плотности везде незначительно, кроме окрест-

ностей точек kx = n
π

2
, где ρ(x, t)/ρ0 = e±T (t), и, следовательно, достаточно велико

при соответствующем знаке случайного фактора T (t).

Таким образом для рассматриваемой задачи кластерная структура поля плотности

в эйлеровом описании формируется в окрестностях точек

kx = n
π

2
(n = 0,±1,±2, . . .).

Отметим, что усредненная по пространственным переменным величина (1.51)

ρ(x, t)/ρ0 = 1,
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не зависит от случайного фактора T (t), а для квадрата плотности получаем выраже-

ние, в основном, растущее во времени

(ρ(x, t)/ρ0)
2 =

1

2

(
eT (t) + e−T (t)

)
,

Результаты расчета пространственно-временно́й эволюции реализации эйлерова

поля плотности 1 + ρ(x, t)/ρ0 в безразмерных переменных (см. (1.12) на с. 18) пред-

ставлены на рис. 1.12, а–г (единица добавлена, чтобы не иметь проблем с близкими

к нулю значениями плотности в логарифмическом масштабе). Из этих рисунков на-

глядно видно последовательное перетекание поля плотности к узким окрестностям

точек x ≈ 0 и x ≈ π/2, т. е. образование кластеров, где относительное значение плот-

ности достигает значений порядка 103 − 104, а во всем остальном пространстве име-

ет практически нулевые значения. Отметим, что в моменты времени t, в которые

T (t) = 0, реализация поля плотности проходит через начальное однородное состоя-

ние.
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Рис. 1.12. Пространственно-временна́я эволюция эйлерового поля плотности, описываемая
формулой (1.51)

Рассмотренная модель позволяет понять основное отличие диффузии в дивер-

гентных и бездивергентных полях скоростей. В бездивергентных (несжимаемых) по-

лях скорости частицы (и, следовательно, поле плотности) не успевают притягиваться

к устойчивым центрам притяжения за время их существования и частицы слегка
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флуктуируют относительно своего первоначального местонахождения. В дивергент-

ном же (сжимаемом) поле скоростей за то же время существования устойчивых цен-

тров притяжения частицы успевают притянуться к ним, так как этот процесс притя-

жения убыстряется экспоненциальным образом, что наглядно проявляется в форму-

ле (1.51).

Из описанной картины ясно, что динамическое уравнение (1.41) в качестве мо-

дельного уравнения, описывающего физическую реальность, может использоваться

только на ограниченном интервале времени. Для более полного анализа необходимо

включить в рассмотрение поле градиента концентрации примеси p(r, t) = ∇ρ(r, t),

которое описывается уравнением (по повторяющимся индексам предполагается сум-

мирование)

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
pi(r, t) = −pk (r, t)

∂Uk(r, t)

∂ri
− ρ(r, t)

∂2U(r, t)

∂ri∂r
,

p(r, 0) = p0(r) = ∇ρ0(r).

(1.52)

Кроме того, следует учесть также эффект молекулярной диффузии (с динамиче-

ским коэффициентом диффузии µρ), сглаживающий упомянутое обострение гради-

ентов, который описывается линейным уравнением в частных производных второго

порядка: (
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ρ(r, t) = µρ∆ρ(r, t), ρ(r, 0) = ρ0(r). (1.53)

Диффузия магнитного поля в случайном поле скоростей

Диффузия таких пассивных полей, как поле плотности примеси (концентрация ча-

стиц) и магнитного поля, являются важной проблемой теории турбулентности в маг-

нитной гидродинамике. Исходными стохастическими уравнениями для поля плотно-

сти примеси ρ(r, t) является уравнение непрерывности (1.41), рассмотренное в преды-

дущем пункте, и уравнение индукции для бездивергентного магнитного поля H(r, t)

(div H(r, t) = 0) [26]

∂

∂t
H(r, t) = rot [U(r, t) × H(r, t)] , H(r, 0) = H0(r), (1.54)

где U(r, t) гидродинамическое поле скоростей, а через псевдовектор C = A × B обо-

значено векторное произведение векторов A и B

Ci = εijkAjBk,

где εijk — псевдотензор, имеющий значение εijk = 0, если индексы i̇, j̇ и k не все

различны, и εijk = 1 или εijk = −1, если индексы i̇, j̇ и k все различны и расположены

в циклическом или антициклическом порядке (см., например, [27]). При этом оператор

rot C(r, t) = [∇ × C(r, t)], rot C(r, t)|i = εijk
∂

∂rj
Ck(r, t)
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называется вихрем поля C(r, t).

В общем случае магнитной гидродинамики поле скоростей U(r, t) описывается

уравнением Навье-Стокса, дополненным плотностью сторонних электромагнитных

сил

f(r, t) =
1

4π
[rotH(r, t) × H(r, t)] .

Мы же, как и ранее, будем считать поле скоростей U(r, t) случайным полем с задан-

ными статистическими параметрами.

Произведение двух псевдотензоров ε уже является тензором и в этом случае имеет

место равенство

εilmεjpq = δijδlpδmq + δipδlqδmj + δiqδljδmp − δijδlqδmp − δipδljδmq − δiqδlpδmj (1.55)

и, следовательно, при j = m (по повторяющимся индексам предполагается суммиро-

вание)

εilmεmpq = (d− 2)(δipδlq − δiqδlp), (1.56)

где d – размерность пространства, и в двумерном случае свертка обращается в нуль.

Таким образом для двойного векторного произведения получаем выражение

[C × [A ×B]]i =εilmεmpqClApBq = CqAiBq − CpApBi. (1.57)

Так, если поля C, A и B являются обычными векторными полями, то равенство (1.57)

принимает вид

[C× [A × B]] = (C ·B)A− (C · A)B. (1.58)

Если же векторное поле C = ∇ =
∂

∂r
является оператором, то из равенства (1.57)

получаем выражение

rot [A(r) × B(r)] =

(
∂

∂r
·B(r)

)
A(r) −

(
∂

∂r
·A(r)

)
B(r) (1.59)

Отметим, что если векторное поле A = ∇ =
∂

∂r
является оператором в выражении

(1.57), то, соответственно, получаем равенство

[C(r) × rot B(r)]=Cq(r)
∂

∂r
Bq(r) −

(
C(r)· ∂

∂r

)
B(r)

и, в частности,

[B(r) × rot B(r)] =
1

2

∂

∂r
B2(r) −

(
B(r)· ∂

∂r

)
B(r). (1.60)

Таким образом, используя равенство (1.59), уравнение (1.54) можно переписать в

виде
(
∂

∂t
+

∂

∂r
u(r, t)

)
H(r, t) =

(
H(r, t) · ∂

∂r

)
u(r, t), H(r, 0) = H0(r). (1.61)

Динамическая система (1.61) – консервативна и в процессе эволюции сохраняется

поток магнитного поля
∫
drH(r, t).
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Нас интересует эволюция магнитного поля в пространстве и во времени для задан-

ных гладких начальных распределений, и, в частности, просто однородных

H0(r) = H0. Ясно, что на начальных этапах развития диффузии эффект действия

динамической диффузии не существенен и именно этот случай описывается уравне-

нием (11.2). Для дальнейшей эволюции необходимо принимать во внимание эффект

действия динамической диффузии, который описывается уравнением
(
∂

∂t
+

∂

∂r
u(r, t)

)
H(r, t) =

(
H(r, t) · ∂

∂r

)
u(r, t) + µH∆H(r, t), (1.62)

где µH – динамический коэффициент диффузии для магнитного поля.

Отметим, что для модели поля скоростей (1.3), (1.4) на с. 15 в случае отсутствия

динамической диффузии также можно получить явные выражения для магнитного

поля, аналогично случаю плотности примеси [14]. Для этой модели уравнение индук-

ции для однородного начального условия (11.2) принимает вид
(
∂

∂t
+ vx(t) sin 2(kx)

∂

∂x

)
H(x, t) = 2k cos 2(kx) [v(t)Hx(x, t) − vx(t)H(x, t)] ,

H(x, 0) = H0,

откуда видно, что x - компонента магнитного поля сохраняется (т. е. Hx(x, t) = Hx0),

а в поперечной (y, z) плоскости появляется дополнительный источник (генерация)

магнитного поля из-за наличия Hx0
(
∂

∂t
+ vx(t) sin 2(kx)

∂

∂x

)
H⊥(r, t) = 2k cos 2(kx) [v⊥(t)Hx0 − vx(t)H⊥(x, t)] ,

H⊥(x, 0) = H⊥0. (1.63)

Уравнение (1.63) является уравнением в частных производных и его можно решать

методом характеристик (лагранжево описание). Уравнения для характеристик имеют

вид

d

dt
x(t|x0) = vx(t) sin 2(kx(t|x0)), x(0|x0) = x0,

d

dt
H⊥(t|x0) = 2k cos 2(kx|x0) [v⊥(t)Hx0 − vx(t)H⊥(t|x0)] , H⊥(0|x0) = H⊥0,

(1.64)

где вертикальной чертой указана зависимость от характеристического параметра x0.

Первое уравнение в (1.64) описывает диффузию частиц и его решение имеет вид

x(t|x0) =
1

k
arctan

[
eT (t)tan(kx0)

]
,

где функция T (t) описывается равенством (1.7) на с. 17. Решение уравнения для маг-

нитного поля имеет вид

H⊥(t|x0) =
[
e−T (t)cos2(kx0) + eT (t)sin2(kx0)

]
H⊥0+

+ 2k
[
e−T (t)cos2(kx0) + eT (t)sin2(kx0)

]
×

×
t∫

0

dτ

[
e−T (τ)cos2(kx0) − eT (τ)sin2(kx0)

]

[
e−T (τ)cos2(kx0) + eT (τ)sin2(kx0)

]2 vx(τ)v⊥(τ)Hx0.
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Исключая теперь характеристический параметр x0 с помощью равенств (1.50) на с. 36,

переходим к эйлеровому описанию

H⊥(x, t) =
ρ(x, t)

ρ0
H⊥0+

+ 2kHx0

t∫

0

dτ

[
eT (t)−T (τ)cos2(kx) − e−T (t)+T (τ)sin2(kx)

]

[
eT (t)−T (τ)cos2(kx) + e−T (t)+T (τ)sin2(kx)

]2 vx(τ)v⊥(τ), (1.65)

где плотность пассивной примеси ρ(x, t) описывается равенством (1.51). Выполняя

теперь в выражении (1.65) замену переменных интегрирования t − τ = λ, можно

переписать его в виде

H⊥(x, t) =
ρ(x, t)

ρ0
H⊥0+

+ 2kHx0

t∫

0

dλ

[
eT (t)−T (τ)cos2(kx) − e−T (t)+T (τ)sin2(kx)

]

[
eT (t)−T (τ)cos2(kx) + e−T (t)+T (τ)sin2(kx)

]2 vx(t− λ)v⊥(t− λ),

где

T (t) − T (τ) =

t∫

τ

dξvx(ξ) =

t−τ∫

0

dηvx(t− η) =

λ∫

0

dηvx(t− η)

и, следовательно, для одновременных статистических характеристик магнитного поля,

в силу стационарности поля скоростей (см. например, равенство (4.26) на с. 96), можно

заменить

vx(t− λ) → vx(λ),

т. е. переписать выражение (1.65) в статистически эквивалентном виде

H⊥(x, t) =
ρ(x, t)

ρ0
H⊥0 + 2kHx0

t∫

0

dτ

[
eT (τ)cos2(kx) − e−T (τ)sin2(kx)

]

[
eT (τ)cos2(kx) + e−T (τ)sin2(kx)

]2 vx(τ)v⊥(τ).

(1.66)

Первое слагаемое описывает кластеризацию магнитного поля по типу кластериза-

ции поля плотности, если величина H⊥0 6= 0. Второе слагаемое описывает генерацию

магнитного поля в поперечной (y, z) плоскости из-за наличия начального поля Hx0.

И при H⊥0 = 0 это слагаемое, пропорциональное квадрату случайного поля скорости,

определяет ситуацию. Структура этого поля подобно полю плотности также класте-

ризуется.

На рисунках 1.13, 1.14 представлены результаты расчета пространственно-вре-

менно́й эволюции реализации энергии генерируемого магнитного поля в поперечной

плоскости E(x, t) = H2
⊥(x, t) в безразмерных переменных (см. (1.12) на с. 18) при

H⊥0 = 0 для той же реализации случайного процесса T (t) что и ранее, представ-

ленной на рис. 1.2, а.

Прежде всего отметим, что полная энергия генерируемого магнитного поля, со-

средоточенная на отрезке [0, π/2], быстро растет во времени (рис. 1.13 а), а общая
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Рис. 1.13. Эволюция во времени полной энергии магнитного поля на отрезке [0, π/2]

(а) и структура кластеров на x, t плоскости (б)

пространственно-временная структура кластеризации энергии магнитного поля так-

же приведена на этом рисунке (рис. 1.13 б). Эта структура рассчитывалась следующим

образом. По оси x отложены координаты точек xi, а по оси t отложено время (с шагом

0.1). Точки помечены либо белым маркером (те не видны), если содержат менее 1%

энергии, имеющейся во всем слое при текущем значении t, и черным квадратиком,

если содержат более 1% энергии, имеющейся в данный момент времени во всем слое.

Всего же имеется 40000 точек (100 шагов по x и 400 по времени).

Более детальная картина эволюции кластеров во времени представлена

на рис. 1.14, а, где в процентном отношении представлена доля энергии генерируемого

магнитного поля, содержащаяся в кластере, ко всей энергии в слое, на рассматрива-

емый момент времени и на рис. 1.14, б, где видна динамика перетекания возмущений

магнитной энергии от одной границы области к другой.

Для иллюстрации примера структурообразования в магнитном поле приведу вы-

писку из интернет - страницы:

"Что же так сильно озадачило астрофизиков?

Вопреки сформировавшимся за пятьдесят лет гипотезам, наблюдатели столкну-

лись на границе Солнечной системы не с линейным и постепенно убывающим маг-

нитным полем, или магнитным ламинаром, а с кипящей пеной из локально намагни-

ченных областей протяженностью сотни миллионов километров каждый - подвиж-

ной ячеистой структурой, внутри которой линии магнитного поля постоянно раз-

рываются, рекомбинируются и образуют новые области - магнитные "пузыри" (см.

рис. 1.15)" 2.

2http://www.gazeta.ru/science/2011/06/17_ a_3664677.shtml
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Рис. 1.14. Динамика исчезновения кластера в точке 0 и возникновения кластера в точке π/2.
Кружком обозначен момент времени t = 10, 4, треугольником – t = 10, 8, квадратом – t = 11, 8

Рис. 1.15. Магнитная обстановка на границе гелиосферы, как она, скорей всего, выглядит в
действительности. Условная интерпретация (слева). И система магнитных пузырей (справа).
Диаметр каждого пузыря составляет порядка 100 млн километров. Компьютерная модель.//

Nature

1.3.2. Квазилинейные и нелинейные уравнения с производными
первого порядка

Рассмотрим теперь простейшее квазилинейное уравнение для скалярной величины

q(r, t), которое запишем в виде
(
∂

∂t
+ U(t, q)

∂

∂r

)
q(r, t) = Q (t, q) , q(r, 0) = q0(r), (1.67)

где, для простоты изложения, считаем функции U(t, q) и Q(t, q) явно не зависящими

от пространственной переменной r.

Дополним уравнение (1.67) уравнением для поля градиента p(r, t) = ∇q(r, t),

вытекающим из (1.67), и уравнением непрерывности для сохраняющейся величины

I(r, t):
(
∂

∂t
+ U(t, q)

∂

∂r

)
p(r, t) +

∂ {U(t, q)p(r, t)}
∂q

p(r, t) =
∂Q(t, q)

∂q
p(r, t),

∂

∂t
I(r, t) +

∂

∂r
{U(t, q)I(r, t)} = 0.

(1.68)
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Из (1.68) следует, что ∫
drI(r, t) =

∫
drI0(r). (1.69)

С помощью характеристических кривых, определяемых системой обыкновенных

дифференциальных уравнений, уравнения (1.67) и (1.68) можно записать в виде

d

dt
r(t) = U (t, q) ,

d

dt
q(t) = Q (t, q) , r (0) = r0, q (0) = q0 (r0) ,

d

dt
p(t) = −∂ {U (t, q)p(t)}

∂q
p(t) +

∂Q(t, q)

∂q
p(t), p (0) =

∂q0(r0)

∂r0
,

d

dt
I(t) = −∂ {U (t, q)p(t)}

∂q
I(t), I (0) = I0 (r0) .

(1.70)

Таким образом, в лагранжевом описании мы имеем в качестве исходной задачи

систему уравнений (1.70). При этом первые два уравнения, определяющие характе-

ристические кривые, являются замкнутой системой уравнений.

Выражая теперь характеристический параметр r0 через r и t, т. е. в виде

r0 = r0 (r, t) , можно в эйлеровом описании записать решение уравнений (1.67) и (1.68)

в виде

q (r, t) =

∫
dr0q (t|r0) j (t|r0) δ (r (t|r0) − r) ,

I (r, t) =

∫
dr0I (t|r0) j (t|r0) δ (r (t|r0) − r) .

(1.71)

Особенностью перехода от лагранжевого описания (1.70) к эйлеровому (1.71) яв-

ляется то обстоятельство, что теперь возникают, как правило, неоднозначности, что

приводит к разрывности решения (1.71). Это связано с тем, что теперь расходимость

j (t|r0) = det

∥∥∥∥
∂

∂r0k
ri (t|r0)

∥∥∥∥ — определитель Якобиевой матрицы (Якобиан) может об-

ращаться в нуль в некоторые моменты времени.

Величины I(t|r0) и j(t|r0) не являются независимыми. В самом деле, интегрируя

I (r, t) в (1.71) по r и учитывая равенство (1.69), видим, что имеется интеграл эволю-

ции

j (t|r0) =
I0 (r0)

I (t|r0)
, (1.72)

откуда следует, что обращение в нуль расходимости j(t|r0) сопровождается обраще-

нием консервативной величины I(t|r0) в бесконечность.

Все эти результаты, очевидно, легко обобщаются на случай, когда функции U(r, t, q)

и Q(r, t, q) в (1.67) явно зависят от пространственной переменной r, а также когда само

уравнение (1.67) является векторным уравнением.

В качестве конкретного физического примера приведем уравнение для поля ско-

рости малоинерционных частиц V(r, t) в гидродинамическом потоке, описываемым

полем скоростей u(r, t) (см, например, [28])

(
∂

∂t
+ V(r, t)

∂

∂r

)
V(r, t) = −λ [V(r, t) − u(r, t)] . (1.73)

Мы будем рассматривать это уравнение как феноменологическое.
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В общем случае решение уравнения (1.73) может быть неединственным, иметь раз-

рывы и т. п. Однако, в асимптотическом случае малой инерционности частиц (пара-

метр λ→ ∞), который и представляет для нас интерес, решение будет единственным

на разумном интервале времени. Отметим, что линейный по полю скоростей V(r, t)

член в правой части (1.73) F(r, t) = λV(r, t) является известной формулой Стокса для

силы сопротивления, действующей на медленно движущуюся частицу. При аппрок-

симации частицы шаром с радиусом a, параметр λ = 6πaη/mp, где η — коэффициент

динамической вязкости, а mp — масса частицы (см., например, [29]).

Из уравнения (1.73) вытекает, что поле скоростей V(r, t) является дивергентным

полем (divV(r, t) 6= 0) даже для бездивергентного гидродинамического потока u(r, t)

(divu(r, t) = 0), и, как следствие, возникает кластеризация поля плотности числа

частиц n(r, t) в бездивергентных гидродинамических потоках [30], описываемого ли-

нейным уравнением непрерывности
(
∂

∂t
+

∂

∂r
V(r, t)

)
n(r, t) = 0, n(r, 0) = n0(r) (1.74)

типа уравнения (1.41).

Для большого значения параметра λ→ ∞ (безинерционные частицы)

V(r, t) ≈ u(r, t) (1.75)

и кластеризация поля плотности числа частиц n(r, t) в бездивергентных гидродина-

мических потоках отсутствует.

Уравнение в частных производных первого порядка (1.73) (эйлерово описание)

эквивалентно системе обыкновенных дифференциальных характеристических урав-

нений (лагранжево описание)

d

dt
r(t) = V (r(t), t) , r(0) = r0,

d

dt
V(t) = −λ [V(t) − u (r(t), t)] , V(0) = V0(r0),

(1.76)

которые описывают диффузию частицы под действием случайной внешней силы с ли-

нейным трением и совпадают с уравнением (1.14).

Обычно, в статистическом описании, флуктуации гидродинамического поля ско-

рости считаются достаточно малыми. Поэтому можно линеаризовать систему урав-

нений (1.76) и переписать ее в случае отсутствия среднего потока в виде (с нулевыми

начальными условиями, для простоты)

d

dt
r(t) = v(t),

d

dt
v(t) = −λ [v(t) − f(t)] ,

r(0) = 0, v(0) = 0,

(1.77)

решение которой можно записать в явном виде

v(t) = λ

t∫

0

dτe−λ(t−τ)f(τ), r(t) =

t∫

0

dτ
[
1 − e−λ(t−τ)

]
f(τ).
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Отметим, что замкнутое линейное уравнение первого порядка для скорости v(t) на-

зывается уравнением Ланжевена.

Вернемся теперь к уравнению (1.73). Полагая параметр λ = 0, получаем уравнение

(
∂

∂t
+ V(r, t)

∂

∂r

)
V(r, t) = 0, V(r, 0) = V0(r), (1.78)

которое называется уравнением Римана. Это уравнение описывает свободное рас-

пространение римановской нелинейной волны. Его решение удовлетворяет, очевидно,

трансцендентному уравнению

V(r, t) = V0 (r− tV(r, t)) .

В частном случае одномерного уравнения, соответствующего в уравнении (1.67)

величинам U(t, q) = q(x, t) и Q(t, q) = 0, т. е. уравнению

(
∂

∂t
+ q(x, t)

∂

∂x

)
q(x, t) = 0, q(x, 0) = q0(x), (1.79)

можно выписать его решение как в неявном, так и в явном виде.

Решая уравнение (1.79) методом характеристик, получаем, что

q(t|x0) = q0(x0), x(t|x0) = x0 + tq0(x0),

и, следовательно, решение уравнения (1.79) имеет вид трансцендентного равенства

q(x, t) = q0(x− tq(x, t)). (1.80)

Отсюда следует выражение для пространственной производной

p(x, t) =
∂

∂x
q(x, t) =

q′0(x0)

1 + tq′0(x0)
, (1.81)

где

x0 = x− tq(x, t) и q′0(x0) =
d

dx0
q0(x0).

При этом сама функция p(x, t) описывается уравнением

(
∂

∂t
+ q(x, t)

∂

∂x

)
p(x, t) = −p2(x, t), p(x, 0) = p0(x) = q′0(x). (1.82)

Выпишем также, для полноты картины, уравнение непрерывности для поля плот-

ности ρ(x, t)

(
∂

∂t
+ q(x, t)

∂

∂x

)
ρ(x, t) = −p(x, t)ρ(x, t), ρ(x, 0) = ρ0(x), (1.83)

и его логарифма χ(x, t) = ln ρ(x, t)

(
∂

∂t
+ q(x, t)

∂

∂x

)
χ(x, t) = −p(x, t), χ(x, 0) = χ0(x), (1.84)

1.3. Уравнения в частных производных 47

связанных с уравнением Римана (1.79). При этом решение уравнения (1.83) имеет вид

ρ(x, t) =
ρ0(x0)

1 + tp0(x0)
=

ρ0(x− tq(x, t))

1 + tp0(x− tq(x, t))
. (1.85)

Если q′0(x0) < 0, то за конечное время t0 производная
∂

∂x
q(x, t) обращается в беско-

нечность и решение уравнения (1.79) становится разрывным. До времени t0 решение

единственно, и его можно записать в виде квадратуры. С этой целью вычислим вариа-

ционную производную (определение и правила действия с вариационной производной

см. в Очерке 2)

δq(x, t)

δq0(x0)
=

1

1 + tq′0(x0)
δ(x− tq(x, t) − x0).

Аргумент дельта-функции обращается в нуль при

x = F (x0, t) = x0 + tq0(x0),

так как q(x, t) = q0(x0), x− tq0(x0) = x0, и, следовательно,

δq(x, t)

δq0(x0)
= δ(x− F (x0, t)) = δ(x − x0 − tq0(x0)) =

1

2π

∞∫

−∞

dk eik(x−x0)−iktq0(x0).

Это равенство можно рассматривать как функциональное уравнение по переменной

q0(x0). Тогда, интегрируя его в функциональном пространстве с начальным условием

q(x, t)|q0(x0)=0 = 0,

получаем квадратуру (см., например, [31])

q(x, t) =
i

2πt

∞∫

−∞

dk

k

∞∫

−∞

dξ eik(x−ξ)
[
e−iktq0(ξ) − 1

]

для решения уравнения Римана (1.79).

Упомянутую выше неоднозначность можно исключить, рассматривая уравнение

Бюргерса с динамической вязкостью:

∂

∂t
q(x, t) + q(x, t)

∂

∂x
q(x, t) = µ

∂2

∂x2
q(x, t), q(x, 0) = q0(x),

при предельном переходе µ→ 0.

Рассмотрим теперь общий случай нелинейного скалярного уравнения в частных

производных первого порядка, которое запишем в виде

∂

∂t
q(r, t) +H (r, t, q,p) = 0, q (r, 0) = q0 (r) , (1.86)

где p(r, t) = ∇q(r, t).
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Это уравнение можно записать в рамках лагранжевого описания в виде системы

характеристических уравнений:

d

dt
r(t|r0) =

∂

∂p
H (r, t, q,p) , r(0|r0) = r0;

d

dt
p(t|r0) = −

(
∂

∂r
+ p

∂

∂q

)
H (r, t, q,p) , p(0|r0) = p0(r0);

d

dt
q(t|r0) =

(
p
∂

∂p
− 1

)
H (r, t, q,p) , q(0|r0) = q0(r0).

(1.87)

Дополним теперь уравнение (1.86) уравнением для консервативной величины I(r, t),

описываемой уравнением

∂

∂t
I(r, t) +

∂

∂r

{
∂H (r, t, q,p)

∂p
I(r, t)

}
= 0, I (r, 0) = I0 (r) . (1.88)

Из (1.88) следует, что ∫
drI(r, t) =

∫
drI0(r). (1.89)

Тогда соответствующая величина в лагранжевом описании удовлетворяет уравнению

d

dt
I(t|r0) = −∂

2H (r, t, q,p)

∂r∂p
I(r, t), I (0|r0) = I0 (r0) ,

и, следовательно, решение уравнения (1.88) имеет вид

I (r, t) = I (t|r0 (t, r)) =

∫
dr0I (t|r0) j (t|r0) δ (r (t|r0) − r) , (1.90)

где j (t|r0) = det ‖∂ri (t|r0) /∂r0j‖ — расходимость (определитель Якобиевой матрицы).

Величины I(t|r0) и j(t|r0) связаны между собой. Действительно, подставляя вы-

ражение для I(r, t) (1.90) в (1.89), видим, что имеется интеграл эволюции

j (t|r0) =
I0 (r0)

I (t|r0)

и выражение (1.90) принимает вид

I (r, t) =

∫
dr0I0 (r0) δ (r (t|r0) − r) .

Рассмотрим теперь примеры уравнений в частных производных старшего порядка.

1.3.3. Параболическое уравнение квазиоптики
(волны в случайно-неоднородных средах)

Распространение волн в среде с крупномасштабными трехмерными случайны-

ми неоднородностями будем описывать на основе параболического уравнения квази-

оптики, справедливого для описания рассеяния гармонической волны U(t, x,R) =

e−iωtu(x,R) в среде на малые углы

∂

∂x
u(x,R) =

i

2k
∆Ru(x,R) +

ik

2
ε(x,R)u(x,R), u(0,R) = u0(R), (1.91)
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где k = ω/c — волновое число, c — скорость распространения волны, ось x выбрана

в направлении первоначального распространения волны, через вектор R обозначены

координаты в поперечной плоскости, ∆R = ∂2/∂R2, и функция ε(x,R) — отклоне-

ние показателя преломления (или диэлектрической проницаемости) от единицы. Это

уравнение нашло успешное применение во многих задачах распространения волн в

атмосфере Земли и океане [32, 33].

Если ввести амплитуду и фазу волнового поля в уравнении (1.91) по формуле

u(x,R) = A(x,R)eiS(x,R),

то уравнение для интенсивности волнового поля I(x,R) = u(x,R)u∗(x,R) можно

записать в виде

∂

∂x
I(x,R) +

1

k
∇R {∇RS(x,R)I(x,R)} = 0, I(0,R) = I0(R). (1.92)

Откуда следует, что в общем случае произвольного падающего волнового пучка со-

храняется мощность волны в плоскости x = const:

E0 =

∫
I(x,R)dR =

∫
I0(R)dR.

Уравнение (1.92) по форме совпадает с уравнением (1.41) и, следовательно, его

можно трактовать как уравнение переноса консервативной примеси в потенциальном

поле скоростей. Однако только в приближении геометрической оптики, когда фаза

волны S(x,R), ее поперечный градиент p(x,R) =
1

k
∇RS(x,R), а также матрица ее

вторых производных, характеризующая кривизну фазового фронта S(x,R) = const,

uij(x,R) =
1

k

∂2

∂Ri∂Rj
S(x,R) описываются замкнутыми уравнениями

∂

∂x
S(x,R) +

k

2
p2(x,R) =

k

2
ε(x,R),

(
∂

∂x
+ p(x,R)∇R

)
p(x,R) =

1

2
∇Rε(x,R),

(
∂

∂x
+ p(x,R)∇R

)
uij(x,R) + uik(x,R)ukj(x,R) =

1

2

∂2

∂Ri∂Rj
ε(x,R),

(1.93)

эту примесь можно считать пассивной. В общем же случае, при учете дифракционных

эффектов, она является активной.

Реализации поля интенсивности, согласно предыдущему разделу, должны иметь

кластерный характер, которые проявляются в виде каустических структур. Так, на

обороте обложки — форзаце — книги [32] приведена фотография поперечного сечения

лазерного пучка, распространяющегося в турбулентной (лабораторный эксперимент),

фрагмент из которой воспроизведен на рис. 1.16. На рисунке видно возникновения

каустической структуры волнового поля.

На рис. 1.17 приведена фотография бассейна также с четко выраженной каусти-

ческой структурой волнового поля на его дне. Подобные структуры возникают при
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Рис. 1.16. Поперечное сечение лазерного пучка в турбулентной среде

преломлении и отражении света взволнованной водной поверхностью, что соответ-

ствует рассеянию на, так называемом, фазовом экране.

Отметим, что уравнение (1.91) по форме совпадает с уравнением Шредингера, где

параметр x играет роль времени. Аналогичным образом нелинейное параболическое

уравнение, описывающее задачу самовоздействия гармонического волнового поля в

случайных многомерных средах,

∂

∂x
u(x,R) =

i

2k
∆Ru(x,R) +

ik

2
ε(x,R; I(x,R))u(x,R), u(0,R) = u0(R)

по форме совпадает с нелинейным уравнением Шредингера. Следовательно, и в этом

случае должна осуществляться кластеризация энергии волнового поля, так как урав-

нение (1.92) формально не зависит от вида функции ε(x,R; I(x,R)).

При замене в соответствующем уравнении Шредингера мнимого времени it на

время τ , мы переходим к вещественному уравнению диффузии со случайным потен-

циалом z(r, τ) типа
d

dt
f(r, t) = z(r, t)f(r, t) + µf∆f(r, t), (1.94)

где µf – динамический коэффициент диффузии для поля f(r, t). Это уравнение ши-

роко используется как для задач биологии, так и для задач кинетики химических и

ядерных реакций (см., например, [34]).

Остановимся теперь подробнее на приближение геометрической оптики (1.93) для

параболического уравнения (1.91). В этом приближении уравнение для фазы волны

является уравнением Гамильтона-Якоби, а уравнение для поперечного градиента фа-

зы волны является замкнутым квазилинейным уравнением в частных производных

первого порядка и, следовательно, его можно решать методом характеристик. Урав-

нения для характеристических кривых (лучей) имеют вид

d

dx
R(x) = p(x),

d

dx
p(x) =

1

2
∇Rε(x,R), (1.95)

а интенсивность волнового поля и матрица вторых производных фазы волны вдоль
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Рис. 1.17. Каустики в бассейне.

характеристик будут описываться уравнениями

d

dx
I(x) = −I(x)uii(x),

d

dx
uij(x) + uik(x)ukj(x) =

1

2

∂2

∂Ri∂Rj
ε(x,R).

(1.96)

Уравнения (1.95) совпадают по внешнему виду с уравнениями для частицы в поле

случайных внешних сил в отсутствии трения (1.14) и соответствуют Гамильтоновой

системе уравнений.

Уравнения (1.95), (1.96) существенно упрощаются в двумерном случае (R = y)

и принимают вид

d

dx
y(x) = p(x),

d

dx
p(x) =

1

2

∂

∂y
ε(x, y),

d

dx
I(x) = −I(x)u(x), d

dx
u(x) + u2(x) =

1

2

∂2

∂y2
ε(x, y).

(1.97)

Уравнение (1.97) для величины u(x) подобно уравнению (1.31), решение которого име-

ет сингулярный характер. Оно отличается только более сложной структурой случай-

ного члена. Однако, очевидно, что и в этом случае решение стохастической зада-

чи (1.97) имеет взрывной характер, т. е. на конечном расстоянии функция u(x) обра-

тится в минус бесконечность, а интенсивность — в бесконечность. Это соответствует

случайной фокусировке волнового поля в случайно-неоднородной среде, т. е. возник-

новению каустик и соответствует возникновению неоднозначностей (и разрывов) для

квазилинейного уравнения (1.93) для поперечного градиента фазы волнового поля.
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1.3.4. Уравнение Навье–Стокса (случайные силы
в гидродинамической теории турбулентности)

Рассмотрим теперь модель турбулентного движения, при котором жидкость нахо-

дится в поле внешних сил f(r, t). Такая модель, конечно, является фиктивной, так как

подобные силы не имеют реальных аналогов. Однако, если считать, что силы f(r, t)

обеспечивают заметный средний приток энергии лишь к крупномасштабным компо-

нентам скорости, то вследствие представлений теории локально-изотропной турбу-

лентности можно ожидать, что фиктивный характер поля f(r, t) не скажется на ста-

тистических свойствах мелкомасштабных компонент турбулентности [35]. Поэтому

мелкомасштабные свойства турбулентности могут быть правильно описаны на основе

такой модели.

Движение несжимаемой жидкости под действием внешних сил описывается урав-

нением Навье–Стокса
(
∂

∂t
+ u(r, t)

∂

∂r

)
u(r, t) = − 1

ρ0

∂

∂r
p(r, t) + ν∆u(r, t) + f(r, t),

divu(r, t) = 0, div f(r, t) = 0.

(1.98)

Здесь ρ0 — плотность жидкости, ν — кинематическая вязкость жидкости, а поле дав-

ления p(x, t) выражается через поле скоростей в тот же момент времени с помощью

соотношения

p(r, t) = −ρ0

∫
∆−1 (r, r′

) ∂2 (ui(r
′, t)uj(r

′, t))

∂r′i∂r
′
j

dr′, (1.99)

где ∆−1 (r, r′) — интегральный оператор, обратный оператору Лапласа (по повторя-

ющимся индексам производится суммирование).

Отметим, что линеаризированное уравнение (1.98)

∂

∂t
u(r, t) = ν∆u(r, t) + f(r, t), u(r, 0) = 0 (1.100)

описывает задачу о вырождении турбулентности при t → ∞, и ее решение можно

записать в явном виде

u(r, t) =

t∫

0

dτ eν(t−τ)∆f(r, τ) =

t∫

0

dτ eντ∆
∫
dr′ δ(r − r′)f(r′, t− τ) =

=
1

(2π)3

t∫

0

dτ eντ∆
∫
dr′
∫
dq eiq(r−r′)f(r′, t− τ) =

=
1

(2π)3

t∫

0

dτ

∫
dr′
∫
dq e−ντq

2

eiqr′

f(r− r′, t− τ) =

=

∫
dr′

t∫

0

dτ

(4πντ )3/2
exp

{
− r′2

4ντ

}
f(r− r′, t− τ). (1.101)
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Линейное уравнение (1.100) является обобщением уравнения Ланжевена для скорости

(1.77) на с. 45 на случайные поля.

При отсутствии в уравнении (1.98) эффекта вязкости и внешних случайных сил

переходим к уравнению

∂

∂t
u(r, t) +

(
u(r, t) · ∂

∂r

)
u(r, t) = −1

ρ

∂

∂r
p(r, t), (1.102)

которое описывает динамику идеальной жидкости и называется уравнением Эйлера.

С помощью равенства (1.60) на с. 39 это уравнение можно переписать для вихря поля

скорости ω = rotu(r, t) в виде уравнения

∂

∂t
ω(r, t) = rot [u(r, t) × ω(r, t)] , ω(r, 0) = ω0(r), (1.103)

или же уравнения
(
∂

∂t
+

∂

∂r
u(r, t)

)
ω(r, t) =

(
ω(r, t) · ∂

∂r

)
u(r, t), ω(r, 0) = ω0(r), (1.104)

совпадающими с уравнениями (1.54) и (1.61) на с. 39 для задачи о диффузии магнит-

ного поля.

Такое совпадение имеет чисто формальный вид, так как для этих задач ставятся

различные краевые условия и функциональные зависимости полей ω(r, t) и H(r, t) от

поля скоростей u(r, t) совершенно различные.

Фурье-образ поля скорости по пространственным координатам в трехмерном слу-

чае (û∗i (k, t) = ûi(−k, t))

ûi(k, t) =

∫
drui(r, t)e

−ikr, ui(r, t) =
1

(2π)3

∫
dkûi(k, t)e

ikr,

в присутствии поля внешних сил после исключения давления с помощью форму-

лы (1.99) удовлетворяет нелинейному интегро-дифференциальному уравнению

∂

∂t
ûi (k, t) +

i

2

∫
dk1

∫
dk2Λ

αβ
i (k1,k2,k) ûα (k1, t) ûβ (k2, t) − νk2ûi (k, t) = f̂i (k, t) ,

(1.105)

где

Λαβi (k1,k2,k) =
1

(2π)3
{kα∆iβ (k) + kβ∆iα (k)} δ(k1 + k2 − k),

∆ij (k) = δij −
kikj
k2

(i, α, β = 1, 2, 3),

а f̂(k, t) — пространственная фурье-гармоника внешних сил:

f̂(k, t) =

∫
drf(r, t)e−ikr, f(r, t) =

1

(2π)3

∫
dkf̂(k, t)eikr.

Спецификой трехмерных гидродинамических движений является существование

закона сохранения энергии при отсутствии внешних сил и эффектов, связанных с вяз-

костью. Отметим, что для движения двумерной идеальной жидкости имеется, поми-

мо интеграла энергии, второй квадратичный по скоростям интеграл — квадрат вихря

поля скорости.
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Для описания стационарной во времени турбулентности удобно рассматривать

пространственно-временны́е фурье-гармоники поля скорости:

ûi(K) =

∫
dx

∞∫

−∞

dtui(x, t)e
−i(kx+ωt), ui(x, t) =

1

(2π)4

∫
dk

∞∫

−∞

dωûi(K)ei(kx+ωt),

где через K обозначен четырехмерный волновой вектор с координатами {k, ω} и поле

û∗i (K) = ûi(−K) в силу вещественности поля ui(r, t). Уравнение для компоненты ûi(K)

в этом случае получаем из уравнения (1.105) после выполнения преобразования Фурье

по времени:

(iω + νk2)ûi (K) +
i

2

∫
d4K1

∫
d4K2Λ

αβ
i (K1,K2,K) ûα (K1) ûβ (K) = f̂i (K) , (1.106)

где

Λαβi (K1,K2,K) =
1

2π
Λαβi (k1,k2,k) δ(ω1 + ω2 − ω),

а f̂i(K) — пространственно-временны́е фурье-гармоники внешних сил. Уравне-

ние (1.106) теперь уже является чисто интегральным нелинейным уравнением.

Плоское движение под действием периодической силы

Рассмотрим теперь двумерное движение U(r, t) = {u(r, t), v(r, t)} в плоскости

r ={x, y} несжимаемой вязкой жидкости, возбуждаемое периодической в простран-

стве силой, направленной по оси x и равной fx(r, t) = γ sin py, (γ > 0). Такое течение

жидкости обычно называется колмогоровским течением (потоком), и ее движение

описывается системой уравнений:

∂u

∂t
+
∂u2

∂x
+
∂uv

∂y
= −1

ρ

∂P

∂x
+ ν∆u+ γ sin py,

∂v

∂t
+
∂uv

∂x
+
∂v2

∂y
= −1

ρ

∂P

∂y
+ ν∆v,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

(1.107)

Здесь u(r, t) и v(r, t) — проекции скорости на оси x и y, P (r, t) — давление, ρ —

плотность, ν — кинематическая вязкость.

Система уравнений Навье–Стокса и неразрывности (1.107) имеет стационарное ре-

шение, соответствующее ламинарному течению вдоль оси x при постоянном давлении,

следующего вида:

uст(r) =
γ

νp2
sin py, vст(r) = 0, Pст(r) = const. (1.108)

Вводя масштабы длины p−1, скорости p−2υ−1γ и времени pνγ−1 и переходя к безраз-
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мерным переменным, приведем систему (1.107) к виду

∂u

∂t
+
∂u2

∂x
+
∂uv

∂y
= −∂P

∂x
+

1

R
∆u+

1

R
sin y,

∂v

∂t
+
∂uv

∂x
+
∂v2

∂y
= −∂P

∂y
+

1

R
∆v,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

(1.109)

Стационарное решение в этих переменных имеет вид

uст(r) = sin y, vст(r) = 0, Pст(r) = const.

Здесь R =
γ

ν2p3
— число Рейнольдса. Вводя функцию тока ψ(r, t) с помощью соотно-

шения

u(r, t) =
∂

∂y
ψ(r, t), v(r, t) = − ∂

∂x
ψ(r, t),

получаем, что она удовлетворяет уравнению вида

(
∂

∂t
− ∆

R

)
∆ψ − ∂ψ

∂x

∂∆ψ

∂y
+
∂ψ

∂y

∂∆ψ

∂x
=

1

R
cos y (1.110)

и

ψст(r) = − cos y.

Стационарное решение (1.108), соответствующее ламинарному течению, как пока-

зано в работах [43,44], в линейной постановке задачи неустойчиво относительно малых

возмущений при определенных значениях параметра R. Эти возмущения быстро рас-

тут во времени, черпая энергию из энергии течения (1.108), благодаря чему растут

напряжения Рейнольдса, описываемые нелинейными членами в (1.110), что приводит

к уменьшению амплитуды ламинарного течения, пока не установится некоторое новое

равновесное течение (обычно называемое «вторичным течением»).

Представим гидродинамические поля в виде

u(r, t) = U(y, t) + ũ(r, t), v(r, t) = ṽ(r, t),

P (r, t) = P0 + P̃ (r, t), ψ(r, t) = Ψ(y, t) + ψ̃(r, t).

Здесь U(y, t) — новый профиль равновесного течения, подлежащий определению наря-

ду с равновесными напряжениями Рейнольдса, тильдой обозначены соответствующие

конечные возмущения. Следуя цитированным выше работам, будем считать возму-

щения гармоническими по x с длиной волны 2π/α (α > 0). Новый профиль течения

U(y, t) есть результат усреднения функции u(r, t) по переменной x на расстоянии дли-

ны волны.

Легко видеть, что при α ≥ 1 ламинарное течение (1.108) единственно и устойчиво

при всех R [44], а неустойчивость может проявляться только для возмущений с α < 1.
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В соответствии с линейной теорией устойчивости будем на первом этапе учиты-

вать только нелинейное взаимодействие первой гармоники возмущений со средним

потоком, пренебрегая генерацией высших гармоник и их взаимодействием как между

собой, так и со средним потоком.

Представим все возмущения в виде

ϕ̃(r, t) = ϕ(1)(y, t)eiαx + ϕ(−1)(y, t)e−iαx,

(
ϕ̃(r, t) = ũ(r, t), ṽ(r, t), P̃ (r, t), ψ̃(r, t)

)
,

где величина ϕ(−1)(y, t) комплексно сопряжена к ϕ(1)(y, t). Тогда из системы (1.109)

получаем систему уравнений для среднего потока U(y, t) и возмущений v(1)(y, t) (после

исключения величин P̃ (r, t) и ũ(r, t)) [23, 45]:

∂

∂t
U +

i

α

(
v(−1) ∂

2v(1)

∂y2
− v(1) ∂

2v(−1)

∂y2

)
=

1

R

∂2U

∂y2
+

1

R
sin y,

(
∂

∂t
− ∆

R

)
∆v(1) + iα

[
U∆v(1) − v(1) ∂

2U

∂y2

]
= 0.

(1.111)

При этом второе уравнение системы (1.111) является обычным уравнением Орра–Зом-

мерфельда. Аналогичную систему можно получить и для функции тока.

Для исследования устойчивости ламинарного режима (1.108) следует считать во

втором уравнении системы (1.111)

U(y) = sin y.

В этом случае получаем

(
∂

∂t
− ∆

R

)
∆v(1)(y, t) + iα sin y[1 + ∆]v(1)(y, t) = 0. (1.112)

Представим возмущения v(1)(y, t) в виде

v(1)(y, t) =
∞∑

n=−∞

v(1)
n eσt+iny. (1.113)

Подставляя (1.113) в (1.112), получаем рекуррентную систему для величин v
(1)
n

2

α

(
α2 + n2

)[
σ +

α2 + n2

R

]
v(1)
n + v

(1)
n−1

[
α2 − 1 + (n− 1)2

]
−

− v
(1)
n+1

[
α2 − 1 + (n+ 1)2

]
= 0, n = −∞, . . . ,+∞. (1.114)

Изучение системы (1.114) [43, 44] показало, что при некоторых ограничениях на

волновое число α и число R существуют вещественные положительные значения σ,

т. е. решения неустойчивы. Дисперсионное уравнение для σ имеет при этом вид бес-

конечной цепной дроби, и критическим числом Рейнольдса является Rкр =
√

2 для
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α → 0. Иначе говоря, наиболее неустойчивыми являются длинноволновые возмуще-

ния в направлении действующей силы. Поэтому можно считать, что в рассматрива-

емой задаче существует малый параметр α, что позволяет асимптотически проинте-

грировать уравнение Орра–Зоммерфельда. Мы не будем подробно останавливаться

на этом. Отметим только, что компоненты собственного вектора
{
v
(1)
n

}
задачи (1.114)

имеют разный порядок по α. Так, все компоненты вектора
{
v
(1)
n

}
, начиная с n = ±2

и более мелкомасштабные, будут по крайней мере порядка α4. Поэтому можно ограни-

читься при рассмотрении только наиболее существенными гармониками с n = 0,±1,

что по существу является применением метода Галеркина с тригонометрическими

координатными функциями. В этом случае

U(y, t) = U(t) sin y,

а уравнение для v(1) принимает вид

(
∂

∂t
− ∆

R

)
∆v(1)(y, t) + iαU(t) sin y[1 + ∆]v(1)(y, t) = 0.

Подставляя в (1.111) разложение

v(1)(y, t) =
1∑

n=−1

v(1)
n (t)einy.

получаем для функций

U(t), z0(t) = v
(1)
0 (t), z+(t) = v

(1)
1 (t) + v

(1)
−1(t), z−(t) =

v
(1)
1 (t) − v

(1)
−1(t)

2

систему уравнений [23,45]:

(
d

dt
+

1

R

)
U(t) =

1

R
− 4

α
z0(t)z−(t),

(
d

dt
+
α2

R

)
z0(t) = αU(t)z−(t),

(
d

dt
+

1

R

)
z−(t) =

α

2
U(t)z0(t),

(
d

dt
+

1

R

)
z+(t) = 0.

(1.115)

Уравнение для величины z+(t) отщепляется от остальных уравнений, и, следова-

тельно, возмущения, соответствующие величине z+(t), могут только затухать со вре-

менем. Оставшиеся три уравнения образуют простейшую трехкомпонентную систему

гидродинамического типа (см. п. 1.1.3 на с. 23). Эта система уравнений, как указы-

валось ранее, эквивалентна динамическому описанию движения гироскопа с анизо-

тропным трением, возбуждаемого моментом внешних сил относительно неустойчивой

оси. Анализ системы (1.115) показывает, что при R < Rкр =
√

2 устанавливается

ламинарный режим с U = 1, zi = 0. При R >
√

2 этот режим становится неустой-

чивым, и устанавливается новый режим, соответствующий профилю среднего потока
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Рис. 1.18. Профиль средней скорости и линии тока вторичного течения при R = 2Rкр =

2
√

2 (v
(1)
0 > 0)

и равновесным напряжениям Рейнольдса (вторичное течение):

U =

√
2

R
,

4

α
z0z− =

R−
√

2

R2
, z+ = 0,

[
v
(1)
0

]2
=
R−

√
2

2
√

2R2
, v

(1)
1 =

α√
2
v
(1)
0 , α≪ 1, R ≥

√
2,

или, переходя к размерным величинам, получаем

U(y) =
√

2υp sin py,

〈ũṽ〉 = −γ
p

R−
√

2

R
cos py.

(1.116)

Отметим, что амплитуда установившегося равновесного среднего течения не за-

висит от амплитуды возбуждающей силы. Кроме того, величина v
(1)
0 может быть как

положительной, так и отрицательной в зависимости от знаков амплитуд начальных

малых возмущений.

Функция тока установившегося равновесного течения имеет вид

ψ1(x, y) = −
√

2

R
cos y − 2

α
v
(1)
0

[√
2α sin y cosαx+ sinαx

]
.

На рис. 1.18 изображены линии тока, соответствующие течению (1.116) при R =

2Rкр = 2
√

2 (v
(1)
0 > 0), уравнение которых

α cos y +
√

2α sin y cosαx+ sinαx = C.

На этом рисунке также дано схематическое изображение профиля среднего пото-

ка. В этом случае, в отличие от ламинарного решения (1.108), возникают системы

Задачи 59

вихрей, периодически расположенных в пространстве, наклон больших осей которых

определяется знаком производной по y профиля среднего потока.

Течение (1.116) было получено, как указывалось выше, в предположении, что

нелинейное взаимодействие гармоник возмущения несущественно по сравнению с их

взаимодействием со средним потоком. Это будет справедливым, если течение (1.116)

устойчиво, в свою очередь, относительно малых возмущений. Проверку устойчивости

можно провести обычным путем, линеаризуя уравнение для функции тока (1.110) от-

носительно течения (1.116) [45]. При этом оказывается, что течение (1.116) устойчи-

во, если ограничиться гармониками того же вида, что и решение (1.116). Однако оно

является неустойчивым относительно мелкомасштабных возмущений, и нелинейное

взаимодействие бесконечно малых возмущений является здесь определяющим наря-

ду с взаимодействием возмущений со средним потоком. При этом нельзя ограничиться

конечным числом гармоник по x, а необходимо рассматривать весь бесконечный ряд

гармоник по x. В то же время по оси y можно ограничиться гармониками с n = 0,±1.

Задачи

Задача 1.1. Получить обобщение уравнения (1.115) на бесконечномерный случай,

суммируя весь бесконечный ряд гармоник по x.

Решение. Представим функцию тока в виде

ψ(x, y, t) = ψ−1(x, t)e
−iy + ψ0(x, t) + ψ1(x, t)e

iy

(
ψ∗

1(x, t) = ψ−1(x, t)
)
,

(1.117)

где ψi(x, t) — периодические функции по x с периодом 2π/α. Подставляя теперь (1.117)

в уравнение (1.110), пренебрегая членами порядка α3 во взаимодействии гармоник

и членами порядка α2 в диссипативных членах для гармоник ψ±1, после введения

новых функций

ψ+(x, t) =
ψ−1 + ψ1

2
, ψ−(x, t) =

ψ−1 − ψ1

2i

и получаем искомую систему уравнений:

(
∂

∂t
+

1

R

)
ψ+ − ψ−

∂ψ0

∂x
= − 1

2R
,

(
∂

∂t
+

1

R

)
ψ− + ψ+

∂ψ0

∂x
= 0,

(
∂

∂t
− 1

R

∂2

∂x2

)
ψ0 + 2

(
ψ−

∂ψ+

∂x
− ψ+

∂ψ−

∂x

)
= 0.

Для этой системы уравнений характерно отсутствие стационарных решений, перио-

дических по x (кроме решения, соответствующего ламинарному потоку).
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ЗАВИСИМОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОТ КОЭФФИЦИЕНТОВ
УРАВНЕНИЙ, НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ И ПАРАМЕТРОВ

В первом Очерке мы рассмотрели ряд примеров динамических систем, описыва-

емых как обыкновенными дифференциальными уравнениями, так и уравнениями в

частных производных. Для многих приложений, связанных с изучением статистиче-

ских характеристик их решений, требуется знание зависимости решений этих задач от

коэффициентов уравнения (вообще говоря, функциональной) и начальных условий.

Эти зависимости обладают некоторыми общими свойствами, из которых два особенно

важны для статистического описания. Проиллюстрируем их на примере простейшей

задачи, описываемой системой обыкновенных дифференциальных уравнений (1.1).

Эта задача соответствует динамике частиц в поле случайных скоростей и ее можно

переписать в виде нелинейного интегрального уравнения

r(t) = r0 +

t∫

t0

U(r(τ), τ)dτ. (2.1)

Решение уравнения (2.1) функционально зависит от векторного поля U(r′, τ) и

начальных условий {r0, t0}.

2.1. Функциональная зависимость решения задачи

2.1.1. Вариационные (функциональные) производные

Прежде всего напомним общее определение функционала. Мы говорим, что задан

некоторый функционал, если установлено правило, по которому каждой функции из

некоторой совокупности сопоставлено число. Примеры функционалов:

a) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτa(τ)ϕ(τ),

где a(t) — заданная (фиксированная) функция, а пределы t1, t2 могут быть как ко-

нечными, так и бесконечными. Это — линейный функционал.

б) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2B(τ1, τ2)ϕ(τ1)ϕ(τ2),

где B(t1, t2) — фиксированная заданная функция. Это — квадратичный функционал.
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ϕ(τ)
ϕ(τ) + δϕ(τ)

ϕ(τ)

t− ∆τ
2 t+ ∆τ

2

τt

Рис. 2.1. К определению вариационной производной

в) F [ϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) ,

где f(x) — заданная функция, а величина Φ[ϕ(τ)] — сама является функционалом.

Оценим разность одного и того же функционала, взятого для двух функций ϕ(τ)

и ϕ(τ) + δϕ(τ), где δϕ(τ) 6= 0 при t− 1

2
∆τ < τ < t+

1

2
∆τ (см. рис. 2.1).

Вариацией функционала называется линейная по δϕ(τ) часть разности

δF [ϕ(τ)] = {F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)]} .

Вариационной (функциональной) производной называется предел (см., например, [35])

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)dt
= lim

∆t→0

δF [ϕ(τ)]∫

∆t
dτδϕ(τ)

. (2.2)

С целью сокращения записи, вместо обозначения δF [ϕ(τ)]/δϕ(t)dt будем исполь-

зовать δF [ϕ(τ)]/δϕ(t).

Отметим, что если в (2.2) взять в качестве функции δϕ(τ) = αδ(τ), где δ(τ) —

обычная дельта-функция Дирака, то формулу (2.2) можно записать в виде, имеющем

вид обычной производной:

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

α→0

d

dα
F [ϕ(τ) + αδ(τ − t)].

Вариационная производная от функционала F [ϕ(τ)] является снова функционалом

от ϕ(τ), зависящим еще от точки t как от параметра.

Найдем вариационные производные от функционалов а), б) и в).

В случае а) имеем

δF [ϕ(τ)] = F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)] =

t+∆t/2∫

t−∆t/2

dτa(τ)δϕ(τ).
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Если функция a(t) непрерывна на отрезке ∆t, то по теореме о среднем

δF [ϕ(τ)] = a(t′)

∫

∆t

dτδϕ(τ),

где точка t′ принадлежит отрезку

[
t− 1

2
∆t, t+

1

2
∆t

]
, так что

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

∆t→0
a(t′) = a(t). (2.3)

Аналогично в случае б) получаем

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=

t2∫

t1

dτ [B(τ,t)+B(t, τ)]ϕ(τ) (t1 < t < t2).

Отметим, что здесь функцию B(τ1, τ2) всегда можно считать симметричной функцией

своих аргументов.

В случае в) имеем

F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) +
∂f(Φ[ϕ(τ)])

∂Φ
δΦ[ϕ(τ)] + . . . =

= F [ϕ(τ)] +
∂f(Φ[ϕ(τ)])

∂Φ
δΦ[ϕ(τ)] + . . .

и, следовательно, получаем

δ

δϕ(t)
f (Φ[ϕ(τ)]) =

∂f(Φ[ϕ(τ)])

∂Φ

δ

δϕ(t)
Φ[ϕ(τ)]. (2.4)

Рассмотрим теперь функционал Φ[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)]. Для него имеем

δΦ[ϕ(τ)] = {F 1[ϕ(τ) + δϕ(τ)]F 2[ϕ(τ) + δϕ(τ)]−F 1[ϕ(τ)]F 2[ϕ(τ)]} =

= F1[ϕ(τ)]δF2 [ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]δF1 [ϕ(τ)]

и, следовательно,

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F2[ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]. (2.5)

Можно формально определить и выражение для вариационной производной функ-

ционала ϕ(τ0) по функции ϕ(t) соотношением

δϕ(τ0)

δϕ(t)
= δ(τ0 − t). (2.6)

Формулу (2.6) можно обосновать, рассматривая линейный функционал вида

F [ϕ(τ)] =
1√
2πσ

∞∫

−∞

dτϕ(τ) exp

{
−(τ − τ0)

2

2σ2

}
. (2.7)
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Для него, согласно (2.3), вариационная производная имеет вид

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)] =

1√
2πσ

exp

{
−(t− τ0)

2

2σ2

}
. (2.8)

Переходя теперь формально к пределу при σ → 0 в выражениях (2.7) и (2.8), мы

и получаем формулу (2.6). И при этом

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=
∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)

δϕ(τ)

δϕ(t)
=
∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)
δ(τ − t).

С помощью формулы (2.6) очень удобно производить функциональное дифферен-

цирование функционалов, явно зависящих от ϕ(τ). В качестве примера рассмотрим

функционал

F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτL

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)
.

В этом случае

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτ



∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+
∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ



δϕ(τ)

δϕ(t)
=

=

t2∫

t1

dτ



∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+
∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ


 δ(τ − t) =

=

(
− d

dt

∂

∂ϕ̇(t)
+

∂

∂ϕ(t)

)
L

(
t, ϕ(t),

dϕ(t)

dt

)
,

где ϕ̇(t) =
d

dt
ϕ(t), если точка t принадлежит интервалу (t1, t2).

Подобно тому, как функция может быть разложена в ряд Тейлора, функционал

F [ϕ(τ) + η(τ)] можно разложить в функциональный ряд Тейлора по функции η(τ)

в окрестности η(τ) ∼ 0:

F [ϕ(τ) + η(τ)] = F [ϕ(τ)] +

∞∫

−∞

dt
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
η(t)+

+
1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2
δ2F [ϕ(τ)]

δϕ(t1)δϕ(t2)
η(t1)η(t2) + . . . . (2.9)

Отметим, что операторное выражение типа

1 +

∞∫

−∞

dtη(t)
δ

δϕ(t)
+

1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2η(t1)η(t2)
δ2

δϕ(t1)δϕ(t2)
+ . . .

= 1 +

∞∫

−∞

dtη(t)
δ

δϕ(t)
+

1

2!




∞∫

−∞

dtη(t)
δ

δϕ(t)




2

+ . . . (2.10)
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можно сокращенно записать в виде оператора

exp





∞∫

−∞

dtη(t)
δ

δϕ(t)



 , (2.11)

действие которого надо понимать именно в смысле разложения (2.10). С помощью

этого оператора формулу (2.9) можно переписать в виде

F [ϕ(τ) + η(τ)] = exp






∞∫

−∞

dtη(t)
δ

δϕ(t)




F [ϕ(τ)], (2.12)

что позволяет нам интерпретировать оператор (2.11) как оператор функционального

сдвига.

Рассмотрим теперь функционал F [t;ϕ(τ)], зависящий от параметра t. Этот функ-

ционал можно дифференцировать по t, а также найти его вариационную производную

по ϕ(t′). Легко видеть, что эти операции перестановочны, т. е. имеет место равенство

∂

∂t

δF [t;ϕ(τ)]

δϕ(t′)
=

δ

δϕ(t′)

∂F [t;ϕ(τ)]

∂t
. (2.13)

Если область изменения τ не зависит от t, то равенство (2.13) очевидно. В противном

случае, например, для функционалов F [t;ϕ(τ)], у которых 0 ≤ τ ≤ t, равенство (2.13)

проверяется путем разложения функционала F [t;ϕ(τ)] в функциональный ряд Тей-

лора.

2.1.2. Принцип динамической причинности

Проварьируем уравнение (2.1) по полю U(r, t). Считая, что начальное условие r0

не зависит от поля U(r, t), с помощью равенства (2.6), которое в данном случае имеет

вид
δUi(r(τ), τ)

δUj(r′, t′)
= δijδ

(
r(τ) − r′

)
δ(τ − t′),

получаем линейное уравнение для вариационной производной:

δri (t)

δUj (r, t′)
= δijδ

(
r − r

(
t′
))
θ
(
t′ − t0

)
θ
(
t− t′

)
+

t∫

t0

dτ
∂Ui (r (τ) , τ)

∂rk

δrk (τ)

δUj (r, t′)
, (2.14)

где δ (r− r′) — дельта функция Дирака, а

θ(t) =

{
1, если t > 0,

0, если t < 0

— ступенчатая функция Хевисайда. Из уравнения (2.14) следует, что

δri (t)

δUj (r, t′)
= 0, если t′ > t или t′ < t0, (2.15)
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т. е. решение r(t) динамической задачи (2.1), рассматривая как функционал поля

U (r, t′), зависит только от значений U (r, t′) при t0 < t′ < t. Следовательно, функция

r(t) не меняется, если поле U (r, t′) изменяется вне интервала (t0, t
′), т. е. для t′ < t0

или t′ > t. Условие (2.15) будем называть условием динамической причинности.

Принимая это условие во внимание, уравнение (2.14) можно переписать в виде

(при t0 < t′ < t)

δri (t)

δUj (r, t′)
= δijδ

(
r− r

(
t′
))
θ
(
t′ − t0

)
θ
(
t− t′

)
+

t∫

t′

dτ
∂Ui (r (τ) , τ)

∂rk

δrk (τ)

δUj (r, t′)
, (2.16)

и, следовательно, переходя к пределу t→ t′ + 0, получаем равенство

δri (t)

δUj (r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= δijδ
(
r− r

(
t′
))
. (2.17)

Интегральное уравнение (2.16) для вариационной производной, очевидно, эквива-

лентно линейному дифференциальному уравнению с начальным условием

∂

∂t

(
δri (t)

δUj (r, t′)

)
=
∂Ui (r (t) , t)

∂rk

(
δrk (t)

δUj (r, t′)

)
,

δri (t)

δUj (r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

= δijδ
(
r− r

(
t′
))
.

(2.18)

Условие динамической причинности является общим свойством задач, описыва-

емых дифференциальными уравнениями с начальными условиями. Краевые же за-

дачи этим свойством не обладают. Так, для задачи (1.33), (1.34), описывающей рас-

пространение плоской волны в слое неоднородной среды, волновое поле в точке x —

u(x), также как и коэффициенты отражения и прохождения зависят функциональ-

но от значения функции ε(x) во всем слое среды (L0, L). Переформулировка же этой

задачи с помощью метода погружения в задачу с начальными условиями по вспомога-

тельному параметру L, позволяет использовать свойство причинности для уравнений

метода погружения.

2.2. Зависимость решения от параметров задачи

2.2.1. Зависимость решения задачи от начального условия

Обозначим теперь зависимость решения уравнения (2.1) r(t) от параметров r0, t0

вертикальной чертой:

r (t) = r (t|r0, t0) , r0 = r (t0|r0, t0) .

Продифференцируем уравнение (2.1) по параметрам r0k и t0. В результате для

Якобиевой матрицы
∂

∂r0k
ri (t|r0, t0) и величины

∂

∂t0
ri (t|r0, t0) получаем линейные урав-
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нения

∂ri (t|r0, t0)

∂r0k
= δik +

t∫

t0

dτ
∂Ui (r (τ) , τ)

∂rj

∂rj (τ |r0, t0)

∂r0k
,

∂ri (t|r0, t0)

∂t0
= −Ui (r0(t0), t0) +

t∫

t0

dτ
∂Ui (r (τ) , τ)

∂rj

∂rj (τ |r0, t0)

∂t0
.

(2.19)

Умножая теперь первое из этих уравнений на Uk (r0 (t) , t), суммируя по индексу

k и складывая его со вторым уравнением, получаем для векторной функции

Fi (t|r0, t0) =

(
∂

∂t0
+ U (r0, t0)

∂

∂r0

)
ri (t|r0, t0)

линейное однородное уравнение

Fi (t|r0, t0) =

t∫

t0

dτ
∂Ui (r (τ) , τ)

∂rk
Fk (τ |r0, t0) . (2.20)

Дифференцируя это уравнение по времени, перейдем к обыкновенному дифференци-

альному уравнению

∂

∂t
Fi (t|r0, t0) =

∂Ui (r (t) , t)

∂rk
Fk (t|r0, t0)

с начальным условием при t = t0 – Fi (t0|r0, t0) = 0, вытекающему из уравнения (2.20),

и, следовательно, Fi (t|r0, t0) ≡ 0. Таким образом получаем равенство
(
∂

∂t0
+ U (r0, t0)

∂

∂r0

)
ri (t|r0, t0) = 0, (2.21)

которое можно рассматривать как линейное уравнение в частных производных по

переменным r0, t0 с начальным условием при t0 = t

r (t|r0, t) = r0. (2.22)

Теперь, переменная t входит в задачу (2.21), (2.22) как параметр.

Уравнение (2.21) решается в направлении времени обратном по отношению к за-

даче (1.1) и может быть названо обратным уравнением.

Уравнение (2.21) с начальным условием (2.22) можно переписать в виде интеграль-

ного уравнения

r(t|r0, t0) = r0 +

t∫

t0

dτ

(
U (r0, τ)

∂

∂r0

)
r(t|r0, τ). (2.23)

Варьируя теперь уравнение (2.23) по функции Uj(r
′, t′) получаем интегральное

уравнение

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)θ(t′ − t0)θ(t− t′)

∂ri(t|r0, t
′)

∂rj0
+

+

t∫

t0

dτ

(
U (r0, τ)

∂

∂r0

)
δri(t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
, (2.24)
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откуда следует, что

δri (t|r0, t0)

δUj (r′, t′)
= 0, если t′ > t или t′ < t0,

т. е. функция r(t|r0, t0) также обладает свойством динамической причинности по па-

раметру t0, и уравнение (2.24) можно переписать в виде

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)θ(t′ − t0)θ(t− t′)

∂ri(t|r0, t
′)

∂rj0
+

+

t′∫

t0

dτ

(
U (r0, τ)

∂

∂r0

)
δri(t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
. (2.25)

Полагая теперь t′ → t0 + 0, Получаем равенство

δri (t|r0, t0)

δUj (r, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t0+0

= δ (r0 − r)
∂ri (t|r0, t0)

∂r0j
. (2.26)

2.2.2. Метод погружения для краевых задач

Рассмотрим теперь краевые задачи, описываемые обыкновенными дифференциаль-

ными уравнениями. Использование метода погружения (обычно называемого в мате-

матической литературе методом инвариантного погружения) позволяет свести рас-

сматриваемые краевые задачи к задачам эволюционного типа с начальными условия-

ми, обладающими свойством динамической причинности по вспомогательному пара-

метру.

Идея метода впервые была предложена в работах В. А. Амбарцумяна [36–38] (так

называемый, принцип инвариантности Амбарцумяна) для решения уравнений ли-

нейной теории переноса излучения. В дальнейшем эта идея была взята «на воору-

жение» математиками для сведения краевых, вообще говоря, нелинейных задач к

задачам эволюционного типа с начальными данными, более удобным для числен-

ных расчетов. По этой тематике опубликовано несколько монографий (см., напри-

мер, [39–41]), в которых рассматриваются как физические аспекты метода, так и его

вычислительные возможности.

Рассмотрим динамическую систему, описываемую системой обыкновенных диф-

ференциальных уравнений,
d

dt
x(t) = F (t,x(t)) , (2.27)

определенных на отрезке t ∈ [0, T ] с краевыми условиями

gx(0) + hx(T ) = v, (2.28)

где g и h постоянные матрицы.

Для динамической задачи (2.27), (2.28) не выполняется условие динамической при-

чинности, т. е. решение этой задачи x(t) в момент времени t функционально зависит
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от внешних сил F (τ,x(τ)) для всех 0 ≤ τ ≤ T . Более того, даже краевые значения

x(0), x(T ) являются функционалами поля F (τ,x(τ)).

Решение задачи (2.27), (2.28) параметрически зависит от T и v, т. е. x(t) = x(t;T,v).

Введем функции

R(T,v) = x(T ;T,v), S(T,v) = x(0;T,v),

описывающие краевые значения решения уравнения (2.27).

Продифференцируем теперь уравнение (2.27) по T и v. Получаем два линейных

уравнения для соответствующих производных:

d

dt

∂xi(t;T,v)

∂T
=
∂Fi(t,x)

∂xl

∂xl(t;T,v)

∂T
,

d

dt

∂xi(t;T,v)

∂vk
=
∂Fi(t,x)

∂xl

∂xl(t;T,v)

∂vk
.

(2.29)

Эти уравнения имеют одинаковую структуру и, следовательно, можно ожидать, что

их решения связаны линейным равенством

∂xi(t;T,v)

∂T
= λk(T,v)

∂xi(t;T,v)

∂vk
, (2.30)

если векторная величина λ(T,v) такова, что выполняются краевые условия (2.28)

и решение задачи единственное. Для нахождения λ(T,v) положим сперва в (2.30)

t = 0 и умножим на матрицу g; положим затем t = T и умножим на матрицу h;

сложим получившиеся равенства. С учетом (2.28) получаем

g
∂x(0;T,v)

∂T
+ h

∂x(t;T,v)

∂T

∣∣∣∣
t=T

= λ(T,v).

Ввиду того, что (с учетом уравнения (2.27))

∂x(t;T,v)

∂T

∣∣∣∣
t=T

=
∂x(T ;T,v)

∂T
− ∂x(t;T,v)

∂t

∣∣∣∣
t=T

=
∂R(T,v)

∂T
− F (T,R(T,v))

для величины λ(T,v) получаем окончательное выражение

λ(T,v) = −hF (T,R(T,v)) . (2.31)

Равенство (2.30) с параметром λ(T,v), определенным согласно (2.31), т. е.

∂xi(t;T,v)

∂T
= −hklFl (T,R(T,v))

∂xi(t;T,v)

∂vk
, (2.32)

можно рассматривать как линейное дифференциальное уравнение, если дополнить

его соответствующим начальным условием

x(t;T,v)|T=t = R(t,v)

и считать функцию R(T,v) известной.
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Уравнение для нее можно получить, используя равенство

∂R(T,v)

∂T
=
∂x(t;T,v)

∂t

∣∣∣∣
t=T

+
∂x(t;T,v)

∂T

∣∣∣∣
t=T

. (2.33)

Правая часть (2.33) определяется правыми частями (2.27) и (2.30) при t = T . В ре-

зультате получаем замкнутое нелинейное (квазилинейное) уравнение

∂R(T,v)

∂T
= −hklFl (T,R(T,v))

∂R(T,v)

∂vk
+ F (T,R(T,v)) . (2.34)

Начальное условие для (2.34) вытекает из (2.28) при T → 0:

R(T,v)|T=0 = (g + h)−1v. (2.35)

Полагая теперь в (2.29) t = 0, получаем уравнение для второй краевой величины

S(T,v) = x(0;T,v) вида

∂S(T,v)

∂T
= −hklFl (T,R(T,v))

∂S(T,v)

∂vk
(2.36)

с начальным условием, вытекающим из (2.35):

S(T,v)|T=0 = (g + h)−1v.

Таким образом наша задача свелась к замкнутому квазилинейному уравнению (2.34)

с начальным условием (2.35) и к линейному уравнению (2.30), начальное условие и ко-

эффициенты которого определяются решением уравнения (2.34) [42].

Для рассматриваемой задачи «вход» и «выход» 0 и T симметричны. Поэтому к ре-

шению краевой задачи можно подходить не только со стороны T → 0, но и, наоборот

со стороны 0 → T . При этом функции R(T,v) и S(T,v) как бы меняются местами.

Отметим еще важное обстоятельство, уравнение (2.30) является линейным в силу

того, что это по сути дела, уравнение для вариаций, несмотря на то, что исходная

задача (2.27) нелинейная. За нелинейность задачи отвечает уравнение (2.34).

Если функция F (t,x) линейна по x, т. е. Fi (t,x) = Aij(t)xj(t), то краевая зада-

ча (2.27), (2.28)
d

dt
x(t) = A (t)x(t), gx(0) + hx(T ) = v,

упрощается и решение уравнений (2.30), (2.34) и (2.36) также будут линейными функ-

циями по v:

x(t;T,v) = X(t;T )v. (2.37)

В результате приходим к замкнутому матричному уравнению Риккати для матрицы

R(T ) = X(T ;T ):

d

dT
R(T ) = A(T )R(T ) −R(T )hA(T )R(T ), R(0) = (g + h)−1. (2.38)

Для матрицы же X(t, T ) получаем линейное матричное уравнение с начальным усло-

вием
∂

∂T
X(t;T ) = −X(t;T )hA(T )R(T ), X(t;T )T=t = R(t). (2.39)
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Отметим, что для конкретных линейных краевых волновых задач практически

удобнее получать уравнения погружения непосредственно, исходя из конкретной по-

становки задачи.

Задачи

Задача 2.1. Уравнение Гельмгольца с несогласованной границей. Получить уравне-

ния погружения для краевой стационарной волновой задачи

(
d2

dx2
+ k2(x)

)
u(x) = 0,

(
d

dx
+ ik1

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik0.

Указание. Переписать эту краевую задачу для функций u(x) = u(x;L)

и v(x;L) =
∂

∂x
u(x;L) в виде краевой системы уравнений

d

dx
u(x;L) = v(x;L),

d

dx
v(x;L) = −k2(x)u(x;L),

v(L0;L) + ik1u(L0;L) = 0, v(L;L) − ik0u(L;L) = −2ik0.

Решение.

∂

∂L
u(x;L) =

{
ik0 +

i

2k0

[
k2(L) − k2

0

]
u(L;L)

}
u(x;L),

u(x;L)|L=x = u(x;x),

d

dL
u(L;L) = 2ik0 [u(L;L) − 1] +

i

2k0

[
k2(L) − k2

0

]
u(L;L)2,

u(L0;L0) =
2k0

k0 + k1
.

Задача 2.2. Уравнение Гельмгольца со согласованной границей. Получить уравне-

ния погружения для краевой стационарной волновой задачи

(
d2

dx2
+ k2(x)

)
u(x;L) = 0,

(
d

dx
+ ik1

)
u(x;L)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik(L)

)
u(x;L)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik(L).
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Решение.

∂

∂L
u(x;L) =

{
ik(L) +

1

2

k′(L)

k(L)
[2 − u(L;L)]

}
u(x;L),

u(x;L)|L=x = u(x;x),

d

dL
u(L;L) = ik(L) [u(L;L) − 1] +

1

2

k′(L)

k(L)
[2 − u(L;L)] u(L;L),

u(L0;L0) =
2k(L0)

k(L0) + k1
.

Задача 2.3. Получить уравнения погружения для краевой задачи
(
d2

dx2
− ρ′(x)

ρ(x)

d

dx
+ p2 [1 + ε(x)]

)
u(x) = 0,

(
1

ρ(x)

d

dx
+ ip

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
1

ρ(x)

d

dx
− ip

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ip,

где ρ′(x) =
dρ(x)

dx
.

Решение. Уравнения погружения по параметру L имеют вид:

∂

∂L
u(x;L) = {ipρ(L) + ϕ(L)u(L;L)} u(x;L),

u(x;L)|L=x = u(x;x);

d

dL
u(L;L) = 2ipρ(L) [u(L;L) − 1] + ϕ(L)u2(L;L),

u(L;L)|L=L0
= 1,

где функция

ϕ(x) =
ip

2ρ(x)

[
1 + ε(x) − ρ2(x)

]
.

Замечание. Приведенная краевая задача описывает разнообразные физические

процессы, такие, например, как акустические волны в среде с переменной плотностью

и некоторые типы электромагнитных волн. В этом случае величина ε(x) описывает

неоднородности скорости распространения волны (показатель преломления или ди-

электрическую проницаемость), а функция ρ(x) – плотность среды (для акустических

волн).

Задача 2.4. Получить уравнения погружения для матричного уравнения Гельм-

гольца
(
d2

dx2
+ γ(x)

d

dx
+K(x)

)
U(x) = 0,

(
d

dx
+B

)
U(x)

∣∣∣∣
x=L

= D,

(
d

dx
+C

)
U(x)

∣∣∣∣
x=0

= 0,

где γ(x), K(x), и U(x) переменные, а B, C, и D постоянные матрицы.
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Решение. Уравнения погружения имеют вид:

∂

∂L
U(x;L) = U(x;L)Λ(L), U(x;L)|L=x = U(x;x),

d

dL
U(L;L) = D −

{
BU(L;L) + U(L;L)D−1BD

}
+

+ U(L;L)D−1γ(L)D + U(L;L)D−1
{
K(L) − γ(L)B +B2

}
U(L;L),

U(0; 0) = (B −C)−1D,

где матрица Λ(L):

Λ(L) = D−1 [γ(L) −B]D +D−1
[
K(L) +B2 − γ(L)B

]
U(L;L).

О ч е р к 3

ИНДИКАТОРНАЯ ФУНКЦИЯ И УРАВНЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ

Современны́й аппарат теории случайных процессов позволяет построить замкну-

тое описание динамических систем, если эти системы удовлетворяют условию дина-

мической причинности и описываются линейными дифференциальными уравнениями

в частных производных или интегральными уравнениями определенного типа. Пере-

ход от описания исходной, вообще говоря, нелинейной системы к эквивалентному опи-

санию с помощью линейных уравнений в частных производных можно осуществить

с помощью индикаторных функций. Однако, размерность пространства переменных

при этом увеличивается. Рассмотрим такой переход на примере динамических систем,

рассмотренных в первой главе.

3.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения

Пусть стохастическая задача описывается системой уравнений (1.1) на с. 14

d

dt
r(t) = U (r(t), t) , r(t0) = r0. (3.1)

Введем скалярную функцию в пространстве (r, t)

ϕ(r, t) = δ(r(t) − r), (3.2)

сосредоточенную на сечении случайного процесса r(t) заданной плоскостью

r(t) = const, и обычно называемую индикаторной функцией.

Дифференцируя (3.2) по времени t с помощью уравнения (3.1), получаем равенства

∂

∂t
ϕ(r, t) = −dr(t)

dt

∂

∂r
δ(r(t) − r) = −U (r(t), t)

∂

∂r
δ(r(t) − r) =

= − ∂

∂r
[U (r(t), t) δ(r(t) − r)] .

Используя далее «выкалывающее» свойство дельта-функции

U (r(t), t) δ(r(t) − r) = U (r, t) δ(r(t) − r)

получаем линейное уравнение в частных производных
(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ϕ(r, t) = 0, ϕ(r, t0) = δ(r − r0), (3.3)

которое эквивалентно исходной системе и называется уравнением Лиувилля. Это урав-

нение соответствует уравнению непрерывности для движения фазовых точек в фазо-

вом пространстве {r}.
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Из изложенного метода вывода уравнения Лиувилля, ясно видно, что необходимо

видеть разницу между функцией r(t) и параметром r. В связи с этим, для правильной

работы с дельта-функцией необходимо выписывать аргумент функции r(t) во всех

промежуточных выкладках (сравни запись уравнений (3.1) и (1.1). Пренебреже6ние

этим правилом приводит, как правило, к ошибке.

Уравнение (3.3) можно переписать в виде линейного интегрального уравнения:

ϕ(r, t) = δ(r − r0) −
t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)ϕ(r, τ)

}
,

вариация которого по функции Ui(r
′, t′) с использованием формулы (2.6) на с. 62 при-

водит к интегральному уравнению

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= −

t∫

t0

dτ
∂

∂ri

{
δUi(r, τ)

δUj(r′, t′)
ϕ(r, τ)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
=

= −θ(t− t′)θ(t′ − t0)
∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (3.4)

где, как и ранее, θ(t) — ступенчатая функция Хевисайда. Следовательно,

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
∼ θ(t− t′)θ(t′ − t0),

и вариационная производная удовлетворяет условию

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= 0, если t′ < t0 или t′ > t,

которое выражает условие динамической причинности для уравнения Лиувилля (3.3).

При условии t0 < t′ < t уравнение (3.4) можно записать в виде

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= − ∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t′

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (3.5)

откуда получаем равенство

δϕ(r, t)

δUi(r′, t′)

∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
. (3.6)

Отметим, что равенство (3.6) можно получить и непосредственно из выражения

(2.17) на с. 65. В самом деле, вариационная производная δϕ(r, t)/δUj (r
′, t′), в силу

определения функции ϕ(r, t),

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
=

δ

δUj(r′, t′)
δ(r(t) − r) = − ∂

∂ri
δ(r(t) − r)

δri(t)

δUj(r′, t′)
, (3.7)
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и, следовательно, при t = t′ + 0 имеем равенство

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri
δ(r(t′) − r)

δri(t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

=

= − ∂

∂rj

{
δ(r(t′) − r)δ(r′ − r)

}
= − ∂

∂rj

{
ϕ(r, t′)δ(r′ − r)

}
.

Переход от системы (3.1) к уравнению Лиувилля (3.3) сопровождается расши-

рением фазового пространства (r, t), которое, однако, имеет конечную размерность.

Отметим, что уравнение (3.3) по своей форме совпадает с уравнением переноса при-

меси полем скоростей U(r, t) (1.41) на с. 34 и отличается от него только начальным

условием.

Решение уравнения (3.1) и, следовательно, функция (3.2) зависят от начальных

условий r0, t0. Так, функция r(t) = r(t|r0, t0), как функция переменных r0, t0, опи-

сывается линейным уравнением в частных производных первого порядка (2.21). Для

таких уравнений также можно перейти к уравнению для индикаторной функции (см.

следующий параграф) ϕ(r, t|r0, t0), которое в данном случае имеет вид также линей-

ного уравнения по переменным r0, t0:

(
∂

∂t0
+ U(r0, t0)

∂

∂r0

)
ϕ(r, t|r0, t0) = 0, ϕ(r, t|r0, t) = δ(r − r0), (3.8)

которое может быть названо обратным уравнением Лиувилля. И при этом для вари-

ационной производной индикаторной функции ϕ(r, t|r0, t0)

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
=

δ

δUj(r′, t′)
δ(r(t|r0, t0) − r) = − ∂

∂ri
δ(r(t|r0, t0) − r)

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
,

как следствие условия динамической причинности, согласно равенству (2.26) на с. 67,

получаем выражение

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t0+0

= − ∂

∂ri
δ(r(t|r0, t0) − r)

δri(t|r0, t0)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t0+0

=

= −δ(r0 − r′)
∂ri(t|r0, t0)

∂r0j

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri
. (3.9)

С другой стороны

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂r0j
= −∂ri(t|r0, t0)

∂r0j

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri
,

и, следовательно, равенство (3.9) принимает окончательный замкнутый вид

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t+0

= δ(r0 − r′)
∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂r0j
. (3.10)
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3.2. Уравнения в частных производных первого порядка

Если же мы имеем исходную задачу, описываемую дифференциальными уравне-

ниями в частных производных, то также всегда можно перейти к эквивалентному опи-

санию с помощью линейного уравнения в вариационных производных в бесконечно-

мерном пространстве (уравнение Хопфа). Для конкретного типа задач такой переход

может быть упрощен. Так, если исходная динамическая система описывается уравне-

нием в частных производных первого порядка (линейным, типа уравнения (1.41) на

с. 34, квазилинейным, типа уравнения (1.67) на с. 43, или в общем случае нелинейным

уравнением (1.86) на с. 47), то фазовое пространство для соответствующей индика-

торной функции имеет конечную размерность. Это связано с эквивалентностью урав-

нений в частных производных первого порядка и характеристических обыкновенных

дифференциальных уравнений. Рассмотрим эти случаи подробнее.

3.2.1. Случай линейного уравнения

Обратное уравнение Лиувилля

Рассмотрим прежде всего вывод обратного уравнения Лиувилля для индикатор-

ной функции

ϕ(r, t|r0, t0) = δ (r (t|r0, t0) − r) ,

как функции параметров (r0, t0). Продифференцируем функцию ϕ(r, t|r0, t0) по t0 и

r0j . В результате, с учетом уравнения (2.21) на с. 66, получаем выражения

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂t0
= −∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri

∂ri(t|r0, t0)

∂t0
=
∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri
U (r0, t0)

∂ri (t|r0, t0)

∂r0
,

∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂r0
= −∂ϕ(r, t|r0, t0)

∂ri

∂ri(t|r0, t0)

∂r0
.

(3.11)

Умножая теперь второе уравнение в (3.11) скалярно на U (r0, t0) и складывая с пер-

вым, приходим к замкнутому уравнению
(
∂

∂t0
+ U (r0, t0)

∂

∂r0

)
ϕ(r, t|r0, t0) = 0, ϕ(r, t|r0, t) = δ(r − r0), (3.12)

которое и является обратным уравнением Лиувилля, приведенному ранее без вывода

на с. 75.

Перепишем уравнение (3.12) в виде линейного интегрального уравнения:

ϕ(r, t|r0, t0) = δ(r − r0) +

t∫

t0

dτU(r0, τ)
∂

∂r0
ϕ(r, t|r0, τ). (3.13)

Следовательно, вариационная производная δϕ(r, t|r0, t0)/δUj(r
′, t′) описывается ли-

нейным интегральным уравнением

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)θ(t′ − t0)θ(t− t′)

∂ϕ(r, t|r0, t
′)

∂r0j
+

t∫

t0

dτU(r0, τ)
∂

∂r0

δϕ(r, t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
,
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откуда следует, что
δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
∼ θ(t′ − t0)θ(t− t′),

т. е. выполняется условие динамической причинности. При условии t0 < t′ < t это

уравнение упрощается и принимает вид:

δϕ(r, t|r0, t0)

δUj(r′, t′)
= δ(r0 − r′)

∂ϕ(r, t|r0, t
′)

∂r0j
+

t′∫

t0

dτU(r0, τ)
∂

∂r0

δϕ(r, t|r0, τ)

δUj(r′, t′)
,

и, следовательно, в пределе t′ = t0+0 приходим к равенству (3.10), полученному ранее

другим путем.

Диффузия поля плотности в случайном поле скоростей

Рассмотрим подробнее задачу о переносе примеси случайным полем скоростей,

описываемом уравнением (1.41) на с. 34, которое запишем в виде

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ρ(r, t) +

∂U(r, t)

∂r
ρ(r, t) = 0, ρ(r, 0) = ρ0(r). (3.14)

Для описания поля плотности в эйлеровом представлении, введем индикаторную

функцию, аналогичную (3.2):

ϕ(r, t; ρ) = δ(ρ(r, t) − ρ), (3.15)

сосредоточенную на поверхности ρ(r, t) = ρ = const в трехмерном случае или контуре

в двумерном случае. Уравнение для нее легко получить как непосредственно из урав-

нения (3.14), так и исходя из уравнения Лиувилля в лагранжевом описании. В самом

деле, дифференцируя (3.15) по времени и используя динамическое уравнение (3.14)

и «выкалывающее» свойство дельта-функции, получаем уравнение

∂

∂t
ϕ(r, t; ρ) =

∂U(r, t)

∂r

∂

∂ρ
ρϕ(r, t; ρ) + U(r, t)

∂ρ(r, t)

∂r

∂

∂ρ
ϕ(r, t; ρ), (3.16)

которое, однако, незамкнуто из-за наличия в правой части величины ∂ρ(r, t)/∂r, ко-

торая не выражается в явной форме через ρ(r, t).

С другой стороны, дифференцируя функцию (3.15) по r, получаем равенство

∂

∂r
ϕ(r, t; ρ) = −∂ρ(r, t)

∂r

∂

∂ρ
ϕ(r, t; ρ). (3.17)

Исключая теперь последний член в равенстве (3.16) с помощью (3.17), получаем

замкнутое уравнение Лиувилля в эйлеровом описании:

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ) =

∂U(r, t)

∂r

∂

∂ρ
[ρϕ(r, t; ρ)] ,

ϕ(r, 0; ρ) = δ(ρ0(r) − ρ).

(3.18)
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Отметим, что для простейшей модели поля скоростей (1.3) на с. 15

U(x, t) = v(t)f(x) в безразмерных переменных (1.12) на с. 18 уравнение Лиувил-

ля (3.18) принимает вид одномерного уравнения
(
∂

∂t
+ vx(t)f(x)

∂

∂x

)
ϕ(x, t; ρ) = vx(t)

∂f(x)

∂x

∂

∂ρ
[ρϕ(x, t; ρ)] ,

ϕ(x, 0; ρ) = δ(ρ0(x) − ρ).

(3.19)

Более полное описание можно получить, рассматривая расширенную индикатор-

ную функцию для поля плотности ρ(r, t) и его пространственного градиента

p(r, t) = ∇ρ(r, t):

ϕ(r, t; ρ,p) = δ (ρ(r, t) − ρ) δ (p(r, t) − p) . (3.20)

Дифференцируя уравнение (3.20) по времени, получаем равенство

∂

∂t
ϕ(r, t; ρ,p) = −

[
∂

∂ρ

∂ρ(r, t)

∂t
+

∂

∂pi

∂pi(r, t)

∂t

]
ϕ(r, t; ρ,p). (3.21)

Используя теперь динамическое уравнение для поля плотности (3.14) и уравнение (1.52)

на с. 38 для его пространственного градиента, можно переписать уравнение (3.21)

в виде

∂

∂t
ϕ(r, t; ρ,p) =

∂

∂ρ

[
∂U(r, t)

∂r
ρ+ U(r, t)p

]
ϕ(r, t; ρ,p)+

+
∂

∂pi

[
U(r, t)

∂pi(r, t)

∂r
+
∂U(r, t)

∂r
pi + pk

∂Uk(r, t)

∂ri
+ ρ

∂2U(r, t)

∂ri∂r

]
ϕ(r, t; ρ,p), (3.22)

которое не замкнуто из-за члена уравнения ∂pi(r, t)/∂r в правой части уравнения.

Дифференцируя теперь индикаторную функцию (3.20) по r, получаем равенство

∂

∂r
ϕ(r, t; ρ,p) = −

[
p
∂

∂ρ
+
∂pi(r, t)

∂r

∂

∂pi

]
ϕ(r, t; ρ,p), (3.23)

с помощью которого получаем уже замкнутое уравнение Лиувилля для расширенной

индикаторной функции

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ,p) =

=

[
∂Uk(r, t)

∂ri

∂

∂pi
pk +

∂U(r, t)

∂r

(
∂

∂ρ
ρ+

∂

∂p
p

)
+
∂2U(r, t)

∂ri∂r

∂

∂pi
ρ

]
ϕ(r, t; ρ,p), (3.24)

с начальным условием

ϕ(r, 0; ρ,p) = δ (ρ0(r) − ρ) δ (p0(r) − p) .

В случае бездивергентного поля скорости (divU(r, t) = 0) уравнение Лиувил-

ля (3.24) упрощается и принимает вид
(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ,p) =

∂Uk(r, t)

∂ri

∂

∂pi
pkϕ(r, t; ρ,p),

ϕ(r, 0; ρ,p) = δ (ρ0(r) − ρ) δ (p0(r) − p) .

(3.25)
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Диффузия магнитного поля в случайном поле скоростей

Введем индикаторную функцию магнитного поля H(r, t)

ϕ(r, t;H) = δ(H(r, t) − H).

Дифференцируя эту функцию по времени с учетом динамического уравнения

(1.61) на с. 39 и выкалывающего свойства дельта функции, приходим к уравнению

∂

∂t
ϕ(r, t;H) = −∂Hi(r, t)

∂t

∂

∂Hi
ϕ(r, t;H) =

= −
[
H(r, t)

∂ui(r, t)

∂r
−Hi(r, t)

∂u(r, t)

∂r

]
∂

∂Hi
ϕ(r, t;H)+

+ u(r, t)
∂Hi(r, t)

∂r

∂

∂Hi
ϕ(r, t;H) =

= − ∂

∂Hi

[
H
∂ui(r, t)

∂r
−Hi

∂u(r, t)

∂r

]
ϕ(r, t;H) + u(r, t)

∂Hi(r, t)

∂r

∂

∂Hi
ϕ(r, t;H),

которое не замкнуто из-за последнего члена. Но, учитывая, что

∂

∂r
ϕ(r, t;H) = −∂Hi(r, t)

∂r

∂

∂Hi
δ(H(r, t) − H),

и, следовательно,

−u(r, t)
∂

∂r
ϕ(r, t;H) = u(r, t)

∂Hi(r, t)

∂r

∂

∂Hi
δ(H(r, t) − H),

получаем искомое замкнутое уравнение Лиувилля [14]

(
∂

∂t
+ u(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t;H) = − ∂

∂Hi

[
H
∂ui(r, t)

∂r
−Hi

∂u(r, t)

∂r

]
ϕ(r, t;H) (3.26)

с начальным условием

ϕ(r, 0;H) = δ(H0(r) − H).

Отметим, что для простейшей модели поля скоростей (1.17) на с. 20

u(x, t) = v(t)f(x) в безразмерных переменных (1.12) на с. 18 уравнение Лиувил-

ля (3.26) для однородных начальных условий принимает вид уравнения

∂

∂t
ϕ(x, t;H) =

[
− ∂

∂x
f(x) + f ′(x)

(
1 +

∂

∂H
H

)]
vx(t)ϕ(x, t;H)−

− f ′(x)Hx0vi(t)
∂

∂Hi
ϕ(x, t;H), (3.27)

с начальным условием

ϕ(x, 0;H) = δ(H0 − H).
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3.2.2. Случай квазилинейного уравнения

Рассмотрим теперь простейшее квазилинейное уравнение для скалярной величины

q(r, t) (1.67) на с. 43:

(
∂

∂t
+ U(t, q)

∂

∂r

)
q(r, t) = Q (t, q) , q(r, 0) = q0(r), (3.28)

Если теперь попытаться, по аналогии с линейной задачей, получить замкнутое

уравнение для индикаторной функции ϕ(r, t; q) = δ(q(r, t) − q), то этого сделать не

удается. Теперь необходимо дополнить уравнение (3.28) уравнением (1.68) на с. 43

для поля градиента p(r, t) = ∇q(r, t):

(
∂

∂t
+ U(t, q)

∂

∂r

)
p(r, t) +

∂ {U(t, q)p(r, t)}
∂q

p(r, t) =
∂Q(t, q)

∂q
p(r, t), (3.29)

и рассматривать расширенную индикаторную функцию

ϕ(r, t; q,p) = δ(q(r, t) − q)δ(p(r, t) − p). (3.30)

Дифференцируя (3.30) по времени, с помощью уравнений (3.28) и (3.29) получаем

уравнение

∂

∂t
ϕ(r, t; q,p) = −

[
∂

∂q

∂q(r, t)

∂t
+

∂

∂pk

∂pk(r, t)

∂t

]
ϕ(r, t; q,p) =

=

{
∂

∂q
[pU(t, q) −Q(t, q)] +

∂

∂pk
U(t, q)

∂pk(r, t)

∂r

}
ϕ(r, t; q,p)+

+
∂

∂pk

[
pk

(
p
∂U(t, q)

∂q
− ∂Q(t, q)

∂q

)]
ϕ(r, t; q,p), (3.31)

которое, однако, не замкнуто из-за наличия в правой части члена ∂pk(r, t)/∂r.

Продифференцируем теперь функцию (3.30) по r, в результате получаем равенство

∂

∂r
ϕ(r, t; q,p) = −

[
p
∂

∂q
+
∂pk(r, t)

∂r

∂

∂pk

]
ϕ(r, t; q,p). (3.32)

Из (3.32) следует, что

∂

∂pk

∂pk(r, t)

∂r
ϕ(r, t; q,p) = −

[
∂

∂r
+ p

∂

∂q

]
ϕ(r, t; q,p),

и, следовательно, уравнение (3.31) можно записать в замкнутом виде

(
∂

∂t
+ U(t, q)

∂

∂r

)
ϕ(r, t; q,p) =

[
p
∂U(t, q)

∂q
− ∂

∂q
Q(t, q)

]
ϕ(r, t; q,p)+

+
∂

∂pk

[
pk

(
p
∂U(t, q)

∂q
− ∂Q(t, q)

∂q

)]
ϕ(r, t; q,p), (3.33)

которое и является искомым уравнением Лиувилля для квазилинейного уравне-

ния (3.28) в расширенном пространстве {q,p}.
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Отметим, что возможно подключить к уравнениям (3.28), (3.29) и уравнение нераз-

рывности для консервативной величины I(r, t):

∂

∂t
I(r, t) +

∂

∂r
{U(t, q)I(r, t)} = 0, I(r, 0) = I0(r).

При этом для индикаторной функции

ϕ(r, t; q,p, I) = δ(q(r, t) − q)δ(p(r, t) − p)δ(I(r, t) − I)

также получается замкнутое уравнение в пространстве {q,p, I}. Это связано с тем

обстоятельством, величина, обратная к I(r, t), в лагранжевом описании соответствует

расходимости.

Отметим, что для одномерного уравнения Римана (1.79) на с. 46 для функции

q(x, t), дополненного уравнениями для поля градиента p(x, t) =
∂q(x, t)

∂x
— (1.82) и

логарифма поля плотности χ(x, t) = ln ρ(x, t) — (1.84), уравнение Лиувилля для ин-

дикаторной функции

ϕ(x, t; q, p, χ) = δ (q(x, t) − u) δ (p(x, t) − p) δ (χ(x, t) − χ)

принимает вид уравнения
(
∂

∂t
+ q

∂

∂x

)
ϕ(x, t; q, p, χ) =

(
p+

∂

∂p
p2 + p

∂

∂χ

)
ϕ(x, t; q, p, χ) (3.34)

с начальным условием

ϕ(x, 0; q, p, χ) = δ(q0(x) − q)δ(p0(x) − p)δ (χ0(x) − χ) .

Решение уравнения (3.34) можно представить в виде

ϕ(x, t; q, p, χ) = exp

{
−tq ∂

∂x

}
ϕ̃(x, t; q, p, χ),

где функция ϕ̃(x, t; q, p) описывается уравнением
(
∂

∂t
− p2 ∂

∂p
− p

∂

∂χ

)
ϕ̃(x, t; q, p, χ) = 3pϕ̃(x, t; q, p, χ) (3.35)

с начальным условием

ϕ(x, 0; q, p, χ) = δ(q0(x) − q)δ(p0(x) − p)δ (χ0(x) − χ) .

Решая теперь уравнение (3.35) методом характеристик, получаем выражение

ϕ̃(x, t; q, p, χ) =

=
1

(1 − pt)3
δ(q0(x) − q)δ

(
p0(x) −

p

1 − pt

)
δ (χ0(x) − ln (1 + tp0(x)) − χ) ,

которое можно переписать в виде

ϕ̃(x, t; q, p, χ) =

= [1 + tp0(x)] δ(q0(x) − q)δ

(
p0(x)

1 + tp0(x)
− p

)
δ (χ0(x) − ln (1 + tp0(x)) − χ) . (3.36)
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Таким образом, получаем окончательное решение уравнения (3.34) в виде

ϕ(x, t; q, p, χ) = exp

{
−qt ∂

∂x

}
×

× [1 + tp0(x)] δ(q0(x) − q)δ

(
p0(x)

1 + tp0(x)
− p

)
δ (χ0(x) − ln (1 + tp0(x)) − χ) , (3.37)

в соответствии с решениями (1.80), (1.81) и (1.85) на с. 46.

3.2.3. Общий случай нелинейного уравнения

Рассмотрим теперь общий случай нелинейного скалярного уравнения в частных

производных первого порядка (1.86) на с. 47:

∂

∂t
q(r, t) +H(r, q,p, t) = 0, q (r, 0) = q0 (r) , (3.38)

где p(r, t) = ∂q(r, t)/∂r. Для получения замкнутого уравнения Лиувилля теперь необ-

ходимо дополнить уравнение (3.38) уравнениями для векторной величины p(r, t) и мат-

рицы вторых производных Uik(r, t) = ∂2q(r, t)/∂ri∂rk.

Введем теперь расширенную индикаторную функцию

ϕ(r, t; q,p, U, I) = δ(q(r, t) − q)δ(p(r, t) − p)δ(U(r, t) − U)δ(I(r, t) − I), (3.39)

где для общности картины, мы включили также новую консервативную переменную

I(r, t), удовлетворяющую уравнению неразрывности (1.88):

∂

∂t
I(r, t) +

∂

∂r

{
∂H(r, q,p, t)

∂p
I(r, t)

}
= 0, I (r, 0) = I0 (r) . (3.40)

Уравнения (3.38), (3.40) описывают, например, распространение волн в неодно-

родных средах в геометрооптическом приближении параболического уравнения ква-

зиоптики (уравнения (1.93) на с. 49). Дифференцируя функцию (3.39) по времени

и используя динамические уравнения для функций q(r, t), p(r, t), U(r, t) и I(r, t), мы,

вообще говоря, придем к незамкнутому уравнению, содержащему производные функ-

ции q(r, t) третьего порядка по пространственной переменной r. Однако, комбинация

(
∂

∂t
+
∂H(r, q,p, t)

∂p

∂

∂r

)
ϕ(r, t; q,p, U, I)

уже не будет содержать третьих производных, в результате чего мы и приходим

к замкнутому уравнению Лиувилля в пространстве {r, t, q,p, U, I}.

3.3. Уравнения в частных производных высшего порядка

Если исходная динамическая система содержит производные порядка выше перво-

го (например, оператор Лапласа), то уже невозможно получить замкнутое уравнение

для соответствующей индикаторной функции. В этом случае можно получить только
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замкнутое уравнение в вариационных производных (уравнение Хопфа) для функцио-

нала, среднее значение по ансамблю реализации которого определяет характеристи-

ческий функционал решения соответствующего стохастического динамического урав-

нения. Рассмотрим такой переход на примерах уравнений в частных производных,

рассмотренных в главе 1.

3.3.1. Параболическое уравнение квазиоптики

В качестве первого примера рассмотрим распространение волн в случайно-неод-

нородной среде в рамках линейного параболического уравнения (1.91) на с. 48:

∂

∂x
u(x,R) =

i

2k
∆Ru(x,R) +

ik

2
ε(x,R)u(x,R), u(0,R) = u0(R). (3.41)

Уравнение (3.41), как задача с начальными условиями, обладает свойством дина-

мической причинности по переменной x. Действительно, перепишем его в виде инте-

грального уравнения

u(x,R) = u0(R) +
i

2k

x∫

0

dξ∆Ru(ξ,R) +
ik

2

x∫

0

dξε(ξ,R)u(ξ,R). (3.42)

Функция u(x,R) является функционалом поля ε(x,R), т. е.

u(x,R) = u
[
x,R; ε

(
x̃, R̃

)]
.

Варьируя уравнение (3.42) по функции ε(x′,R′), получаем интегральное уравнение

для вариационной производной
δu(x,R)

δε(x′,R′)

δu(x,R)

δε(x′,R′)
=
ik

2
θ(x− x′)θ(x′)δ(R − R′)u(x′,R)+

+
ik

2

x∫

0

dξε(ξ,R)
δu(ξ,R)

δε(x′ ,R′)
+

i

2k

x∫

0

dξ∆R

δu(ξ,R)

δε(x′,R′)
. (3.43)

Из этого уравнения следуют условия

δu(x,R)

δε(x′,R′)
= 0 if x < x′ or x′ < 0, (3.44)

которые и выражают свойства динамической причинности. В следствии этого факта,

можно переписать уравнение (3.43) в виде (0 < x′ < x)

δu(x,R)

δε(x′,R′)
=
ik

2
δ(R −R′)u(x′,R)+

+
ik

2

x∫

x′

dξε(ξ,R)
δu(ξ,R)

δε(x′ ,R′)
+

i

2k

x∫

x′

dξ∆R

δu(ξ,R)

δε(x′,R′)
, (3.45)
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откуда следует равенство

δu(x,R)

δε(x− 0,R′)
=
ik

2
δ(R − R′)u(x,R). (3.46)

Введем в рассмотрение функционал

ϕ[x; v(R′), v∗(R′)] = exp

{
i

∫
dR′ [u(x,R′)v(R′) + u∗(x,R′)v∗(R′)

]}
, (3.47)

где волновое поле u(x,R) — решение уравнения (3.41), а u∗(x,R) — комплексно со-

пряженная функция. Дифференцируя (3.47) по x и используя динамическое уравне-

ние (3.41) и комплексно сопряженное к нему, получаем равенство

∂

∂x
ϕ[x; v(R′), v∗(R′)] =

= − 1

2k

∫
dR [v(R)∆Ru(x,R) − v∗(R)∆Ru

∗(x,R)]ϕ[x; v(R′), v∗(R′)]−

− k

2

∫
dRε(x,R) [v(R)u(x,R) − v∗(R)u∗(x,R)]ϕ[x; v(R′), v∗(R′)],

которое можно записать в виде уравнения в вариационных производных:

∂

∂x
ϕ[x; v(R′), v∗(R′)] =

ik

2

∫
dRε(x,R)M̂ (R)ϕ[x; v(R′), v∗(R′)]+

+
i

2k

∫
dR

[
v(R)∆R

δ

δv(R)
− v∗(R)∆R

δ

δv∗(R)

]
ϕ[x; v(R′), v∗(R′)] (3.48)

с начальным условием

ϕ[0; v(R′), v∗(R′)] = exp

{
i

∫
dR′ [u0(R

′)v(R′) + u∗0(R
′)v∗(R′)

]}
,

и эрмитовым оператором

M̂ (R) = v(R)
δ

δv(R)
− v∗(R)

δ

δv∗(R)
.

Уравнение (3.48) эквивалентно исходному уравнению (3.41).

Перепишем задачу (3.48) с начальным условием в виде интегрального уравнения

ϕ[x; v(R̃), v∗(R̃)] = ϕ[0; v(R̃), v∗(R̃)] +
ik

2

x∫

0

dξ

∫
dRε(ξ,R)M̂ (R)ϕ[ξ; v(R̃), v∗(R̃)]+

+
i

2k

x∫

0

dξ

∫
dR

[
v(R)∆R

δ

δv(R)
− v∗(R)∆R

δ

δv∗(R)

]
ϕ[ξ; v(R̃), v∗(R̃)]
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и проварьируем его по функции ε(x′,R′). Тогда для вариационной производной

δϕ[x; v(R̃), v∗(R̃)]

δε(x′,R′)
получаем интегральное уравнение

δϕ[x; v(R̃), v∗(R̃)]

δε(x′,R′)
= θ(x− x′)θ(x′)

ik

2
M̂(R′)ϕ[x′; v(R̃), v∗(R̃)]+

+
ik

2

x∫

0

dξ

∫
dRε(ξ,R)M̂ (R)

δϕ[ξ; v(R̃), v∗(R̃)]

δε(x′,R′)
+

+
i

2k

x∫

0

dξ

∫
dR

[
v(R)∆R

δ

δv(R)
− v∗(R)∆R

δ

δv∗(R)

]
δϕ[ξ; v(R̃), v∗(R̃)]

δε(x′,R′)
.

В силу условия динамической причинности его можно переписать в виде уравнения

(при 0 < x′ < x)

δϕ[x; v(R̃), v∗(R̃)]

δε(x′,R′)
=
ik

2
M̂(R′)ϕ[x′; v(R̃), v∗(R̃)]+

+
ik

2

x∫

x′

dξ

∫
dRε(ξ,R)M̂ (R)

δϕ[ξ; v(R̃), v∗(R̃)]

δε(x′,R′)
+

+
i

2k

x∫

x′

dξ

∫
dR

[
v(R)∆R

δ

δv(R)
− v∗(R)∆R

δ

δv∗(R)

]
δϕ[ξ; v(R̃), v∗(R̃)]

δε(x′,R′)
.

и его следствием является равенство

δ

δε(x − 0,R)
ϕ[x; v(R̃), v∗(R̃)] =

ik

2
M̂(R)ϕ[x; v(R̃), v∗(R̃)]. (3.49)

3.3.2. Случайные силы в гидродинамической теории турбулентности

Рассмотрим теперь интегро-дифференциальное уравнение (1.105) на с. 53 для фурье-

гармоник û(k, t) решения уравнения Навье–Стокса (1.98):

∂

∂t
ûi (k, t) +

i

2

∫
dk1

∫
dk2Λ

αβ
i (k1,k2,k) ûα (k1, t) ûβ (k2, t) − νk2ûi (k, t) = f̂i (k, t) ,

(3.50)

где

Λαβi = (k1,k2,k)
1

(2π)3
{kα∆iβ (k) + kβ∆iα (k)} δ(k1 + k2 − k),

∆ij = (k) δij −
kikj
k2

,

а f̂(k, t) — пространственная фурье-гармоника внешних сил.
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Для функции ûi (k, t) выполняется принцип динамической причинности, т. е. ва-

риационная производная функции ûi (k, t) = ûi
[
k, t; f̂α

(
k̃, t̃
)]
, рассматриваемой как

функционал поля f̂ (k, t) , по полю f̂ (k′, t′)

δûi (k, t)

δf̂j (k′, t′)
= 0, если t′ > t или t′ < 0

и при этом
δûi (k, t)

δf̂j (k′, t− 0)
= δijδ(k − k′). (3.51)

Введем функционал

ϕ[t; z] = ϕ[t; z(k′)] = exp

{
i

∫
dk′û(k′, t)z(k′)

}
. (3.52)

Дифференцируя этот функционал по времени t и используя динамическое урав-

нение (3.50), получаем равенство

∂

∂t
ϕ[t; z] =

1

2

∫
dkzi(k)

∫
dk1

∫
dk2Λ

αβ
i (k1,k2,k) ûα (k1, t) ûβ (k2, t)ϕ[t; z]−

− i

∫
dkzi(k)

{
νk2ûi (k, t) − f̂i (k, t)

}
ϕ[t; z],

которое можно записать в виде линейного уравнения Хопфа в функциональном про-

странстве с вариационными производными:

∂

∂t
ϕ[t; z] = −1

2

∫
dkzi(k)

∫
dk1

∫
dk2Λ

αβ
i (k1,k2,k)

δ2ϕ[t; z]

δzα (k1) δzβ (k2)
−

−
∫
dkzi(k)

{
νk2 δ

δzi (k)
− if̂i (k, t)

}
ϕ[t; z] (3.53)

с заданным начальным условием при t = 0.

Следовательно для уравнения (3.53) выполняется условие динамической причин-

ности, и как следствие этого условия выполняется равенство

δ

δf̂(k, t− 0)
ϕ[t; z] = iz(k)ϕ[t; z]. (3.54)

Аналогичным образом для пространственно-временно́й гармоники поля скоростей

ûi(K), где через K обозначен четырехмерный волновой вектор с координатами {k, ω},
(û∗i (K) = ûi(−K) в силу вещественности поля ui(r, t)), мы имеем интегральное нели-

нейное уравнение (1.106) на с. 54:

(iω + νk2)ûi (K) +
i

2

∫
d4K1

∫
d4K2 Λαβi (K1,K2,K) ûα (K1) ûβ (K) = f̂i (K) ,

Λαβi (K1,K2,K) =
1

2π
Λαβi (k1,k2,k) δ(ω1 + ω2 − ω), (3.55)
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где f̂i(K) — пространственно-временны́е фурье-гармоники внешних сил. В этом слу-

чае для функционала

ϕ[z] = ϕ[z(K′)] = exp

{
i

∫
d4K′ û(K′)z(K′)

}
(3.56)

мы приходим к линейному уравнению с вариационными производными вида

(iω + νk2)
δϕ[z]

δzi (K)
= −1

2

∫
d4K1

∫
d4K2 Λαβi (K1,K2,K)

δϕ[z]

δzα (K1) δzβ (K2)
+

+ if̂i (K)ϕ[z]. (3.57)

Задачи

Задача 3.1. Получить уравнение Лиувилля для гамильтоновой системы уравнений

(1.16) на с. 20.

Решение. Индикаторная функция ϕ(r,v, t) = δ(r(t)− r)δ(v(t)−v) удовлетворяет

уравнению Лиувилля (уравнению непрерывности в {r,v} пространстве)

∂ϕ(r,v, t)

∂t
=

{
− ∂

∂rk

∂H(r,v, t)

∂vk
+

∂

∂vk

∂H(r,v, t)

∂rk

}
ϕ(r,v, t),

которое можно переписать в виде:

∂ϕ(r,v, t)

∂t
= {H(r,v, t), ϕ(r,v, t)} , (3.58)

где

{H,ϕ} =

(
∂H

∂rk

∂ϕ

∂vk
− ∂H

∂vk

∂ϕ

∂rk

)

скобка Пуассона для функций H(r,v, t) и ϕ(r,v, t).

Задача 3.2. Установить связь между эйлеровой и лагранжевой индикаторными

функциями для линейной задачи (3.14) на с. 77.

Решение.

ϕ(r, t; ρ) =

∫
dr0

∞∫

0

dj jϕLag(r, ρ, j, t|r0).

Задача 3.3. Получить уравнение (3.18) на с. 77 исходя из лагранжевого описания

динамической системы (1.44), (1.45) на с. 34.
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СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ, ПРОЦЕССЫ И ПОЛЯ

Прежде чем перейти к статистическому описанию рассмотренных задач обсудим

основные понятия теории случайных величин, процессов и полей.

В данной главе приведены основные свойства случайных величин, процессов и полей,

которые используются при анализе динамических систем с флуктуирующими пара-

метрами, мало освещенные или совсем не освященные в учебной литературе.

4.1. Случайные величины и их характеристики

Вероятность нахождения случайной величины ξ находиться в интервале

−∞ < ξ < z описывается монотонной функцией

F (z) = P (−∞ < ξ < z) = 〈θ(z − ξ)〉ξ , F (∞) = 1, (4.1)

где

θ(z) =

{
1, если z > 0

0, если z < 0,

— ступенчатая функция Хевисайда, а через 〈. . .〉ξ обозначена операция усреднения

по ансамблю реализаций случайной величины ξ. Эта функция называется функцией

распределения вероятностей или интегральной функцией распределения. Определе-

ние (4.1) отражает практический метод нахождения вероятности, как предел отноше-

ния

P (−∞ < ξ < z) = lim
N→∞

n

N
,

где n — целое число выпадания события ξ < z в N независимых испытаниях. Следо-

вательно вероятность случайной величины ξ находиться в интервале z < ξ < z + dz,

где dz — бесконечно малая величина, можно записать в виде

P (z < ξ < z + dz) = P (z)dz,

где функция P (z) называется плотностью вероятностей и описывается формулой

P (z) =
d

dz
P (−∞ < ξ < z) = 〈δ(z − ξ)〉ξ , (4.2)

где δ(z) — дельта функция Дирака. Через плотность вероятностей P (z) интегральная

функция распределения вероятностей описывается формулой

F (z) = P (−∞ < ξ < z) =

z∫

−∞

dξP (ξ) (4.3)
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и, следовательно,

P (z) > 0,

∞∫

−∞

dzP (z) = 1.

Умножая теперь равенство (4.2) на произвольную функцию f(z) и интегрируя по

всем значениям z, получаем выражение для среднего значения произвольной функции

от случайной величины ξ в виде равенства

〈f(ξ)〉ξ =

∞∫

−∞

dzP (z)f(z). (4.4)

Важной величиной, полностью описывающей все статистические характеристики

случайной величины ξ, является ее характеристическая функция, определяемая ра-

венством

Φ(v) =
〈
eivξ

〉

ξ
=

∞∫

−∞

dzeivzP (z).

Зная характеристическую функцию, можно получить как плотность вероятностей

(преобразованием Фурье)

P (x) =
1

2π

∞∫

−∞

dvΦ(v)e−ivx,

так и моменты

Mn = 〈ξn〉 =

∞∫

−∞

dzP (z)zn =

(
d

idv

)n
Φ(v)

∣∣∣∣
v=0

,

кумулянты (или семиинварианты)

Kn =

(
d

idv

)n
Θ(v)

∣∣∣∣
v=0

,

где Θ(v) = lnΦ(v), и другие статистические характеристики. Через моменты и ку-

мулянты случайной величины ξ функции Θ(v) и Φ(v) выражаются с помощью рядов

Тейлора

Φ(v) =
∞∑

n=0

in

n!
Mnv

n, Θ(v) =
∞∑

n=1

in

n!
Knv

n. (4.5)

Для многомерных случайных величин ξ = {z1, . . . , zn} полное статистическое опи-

сание содержится в характеристической функции

Φ(v) =
〈
eivξ

〉

ξ
, v = {v1, . . . , vn}. (4.6)

Соответствующая совместная плотность вероятностей для величин ξ1, . . . , ξn является

преобразованием Фурье от Φ(v), т. е.

P (x) =
1

(2π)n

∫
dvΦ(v)e−ivx, x = {x1, . . . , xn}. (4.7)
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Подставляя функцию Φ(v) из (4.6) в (4.7) и выполняя интегрирование по v, получаем

очевидное равенство:

P (x) = 〈δ(v − x)〉ξ = 〈δ(ξ1 − x1) . . . δ(ξn − xn)〉 , (4.8)

которое можно принять за определение плотности вероятностей случайной векторной

величины ξ.

Моменты и кумулянты случайной величины ξ при этом определяются равенствами

Mi1,...,in =
∂n

in∂vi1 . . . ∂vin
Φ(v)

∣∣∣∣
v=0

, Ki1,...,in =
∂n

in∂vi1 . . . ∂vin
Θ(v)

∣∣∣∣
v=0

,

где Θ(v) = ln Φ(v), а сами функции Θ(v) и Φ(v) выражаются через Mi1,...,in и Ki1,...,in

с помощью рядов Тейлора:

Φ(v) =
∞∑

n=0

in

n!
Mi1,...,invi1 . . . vin , Θ(v) =

∞∑

n=1

in

n!
Ki1,...,invi1 . . . vin . (4.9)

Отметим, что если случайная величина ξ может принимать лишь дискретные зна-

чения ξi (i = 1, 2, . . .) с вероятностями pi, то в этом случае аналогом формулы (4.8)

является формула

Pk = 〈δz,ξk
〉 ,

где δi,k = 1, если i = k и 0 в противном случае (символ Кронекера).

Рассмотрим теперь статистическое среднее 〈ξf(ξ)〉ξ, где f(z) — произвольная де-

терминированная функция, такая, что написанная средняя величина существует. Для

ее вычисления воспользуемся приемом, который далее будет широко использоваться.

Вместо f(ξ) введем функцию f(ξ + η), где η — произвольная детерминированная ве-

личина. Разложим f(ξ + η) в ряд Тейлора по ξ, т. е. представим ее в виде

f(ξ + η) =
∞∑

n=0

1

n!
f (n)(η)ξn = eξ

d

dη f(η),

где введен оператор сдвига по η. Далее можно написать равенство

〈ξf(ξ + η)〉ξ =

〈
ξ exp

{
ξ
d

dη

}〉

ξ

f(η) =

=

〈
ξ exp

{
ξ
d

dη

}〉

ξ〈
exp

{
ξ
d

dη

}〉

ξ

〈
exp

{
ξ
d

dη

}〉

ξ

f(η) = Ω

(
d

idη

)
〈f(ξ + η)〉ξ , (4.10)

где функция

Ω(v) =

〈
ξeiξv

〉

ξ

〈eiξv〉ξ
=

d

idv
ln Φ(v) =

d

idv
Θ(v),
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а Φ(v) — характеристическая функция случайной величины ξ. Используя теперь для

функции Θ(v) разложение в ряд Тейлора (4.5), для функции Ω(v) получаем разложе-

ние в виде ряда:

Ω(v) =
∞∑

n=0

in

n!
Kn+1v

n. (4.11)

Учитывая, что переменная η в правой части (4.10) входит только в комбинации ξ+ η,

можно дифференцирование по η заменить на дифференцирование по ξ (при этом опе-

ратор Ω(d/idξ) следует занести под знак усреднения) и положить η = 0. В результате

получаем равенство

〈ξf(ξ)〉ξ =

〈
Ω

(
d

idξ

)
f(ξ)

〉

ξ

,

которое, используя разложение (4.11) для Ω(v), можно переписать в виде ряда по

кумулянтам Kn:

〈ξf(ξ)〉ξ =
∞∑

n=0

1

n!
Kn+1

〈
dnf(ξ)

dξn

〉

ξ

. (4.12)

Отметим, что если в формуле (4.12) положить f(ξ) = ξn−1, то мы получаем ре-

куррентную связь между моментами и кумулянтами случайной величины ξ в виде

Mn =
n∑

k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n − k)!
KkMn−k (M0 = 1, n = 1, 2, . . .). (4.13)

В качестве примеров использования полученных выше формул, рассмотрим слу-

чайные величины ξ двух типов.

1. Величина ξ — гауссова случайная величина с плотностью вероятностей

P (z) =
1√
2πσ

exp

{
− z2

2σ2

}
.

Для нее имеем

Φ(v) = exp

{
−v

2σ2

2

}
, Θ(v) = −v

2σ2

2

и, следовательно,

M1 = K1 = 〈ξ〉 = 0, M2 = K2 = σ2 =
〈
ξ2
〉
, Kn>2 = 0.

Рекуррентное равенство (4.13) в этом случае принимает вид

Mn = (n− 1)σ2Mn−2, n = 2, . . . , (4.14)

откуда следует, что

M2n+1 = 0, M2n = (2n − 1)!!σ2n.

Для среднего значения (4.12) в этом случае получаем выражение

〈ξf(ξ)〉ξ = σ2
〈
df(ξ)

dξ

〉

ξ

. (4.15)
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Если среднее значение случайной величины ξ отлично от нуля, т. е. 〈ξ〉 6= 0, то ее

плотность вероятностей описывается выражением

P (z) =
1√

2πσ2
exp

{
−(ξ − 〈ξ〉)2

2σ2

}
. (4.16)

В этом случае для характеристической функции получаем равенство

Φ(v) = exp

{
iv 〈ξ〉 − v2σ2

2

}
, Θ(v) = iv 〈ξ〉 − v2σ2

2
,

и, следовательно,

M1 = K1 = 〈ξ〉 , M2 = 〈ξ〉2 + σ2, K2 = σ2, Kn>2 = 0.

Соответствующая интегральная функция вероятностей (4.3) в этом случае описы-

вается выражением

F (z) =
1√

2πσ2

z∫

−∞

dξ exp

{
−(ξ − 〈ξ〉)2

2σ2

}
=

=
1√
2π

z−〈ξ〉

σ∫

−∞

dy exp

{
−y

2

2

}
= Pr

(
z − 〈ξ〉
σ

)
, (4.17)

где функция

Pr (z) =
1√
2π

z∫

−∞

dx exp

{
−x

2

2

}
(4.18)

называется интегралом вероятностей. При этом очевидно, что

Pr(∞) = 1 и Pr(0) =
1

2
. (4.19)

Отметим, что для отрицательных значений z (z < 0) эту функцию можно перепи-

сать в виде

Pr (−|z|) =
1√
2π

∞∫

|z|

dx exp

{
−x

2

2

}
= 1 − Pr (|z|) . (4.20)

Исходя из выражений (4.18) и (4.20) легко написать асимптотику интеграла веро-

ятностей при z → ±∞, а именно

Pr (z)z→∞ ≈ 1 − 1

z
√

2π
exp

{
−z

2

2

}
, Pr (z)z→−∞ ≈ 1

|z|
√

2π
exp

{
−z

2

2

}
. (4.21)

Если же величина является случайным гауссовым вектором с компонентами ξi

(〈ξi〉 = 0, i = 1, . . . , n), то характеристическая функция описывается равенством

Φ(v) = exp

{
−1

2
Bijvivj

}
, Θ(v) = −1

2
Bijvivj ,
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где матрица Bij = 〈ξiξj〉, и по повторяющимся индексам предполагается суммирова-

ние. В этом случае вместо (4.15) легко получить равенство

〈ξf(ξ)〉ξ = B

〈
df(ξ)

dξ

〉

ξ

. (4.22)

2. Величина ξ ≡ n — целочисленная случайная величина, распределенная по за-

кону Пуассона:

Pn =
n̄n

n!
e−n̄,

где n̄ — среднее значение величины n. Для нее имеем

Φ(v) = exp
{
n̄
(
eiv − 1

)}
, Θ(v) = n̄

(
eiv−1

)
.

Для такой случайной величины рекуррентное равенство (4.13) и равенство (4.12) при-

нимают вид

Ml = n̄
l−1∑

k=0

(l − 1)!

k!(l − 1 − k)!
Mk ≡ n̄

〈
(n+ 1)l−1

〉
,

〈nf(n)〉 = n̄ 〈f(n+ 1〉 .

(4.23)

4.2. Случайные процессы, поля и их характеристики

4.2.1. Общие замечания

Общим свойством для всех случайных функций z(t) (случайных процессов) явля-

ется то, что их отдельные реализации содержат выбросы как в сторону бо́льших значе-

ний, так и в сторону меньших значений относительно некоторой детерминированной

кривой, которую будем называть кривой типичной реализации (см. раздел 4.2.2).

Такое свойство случайных процессов называется перемежаемостью.

Все статистические характеристики случайного процесса z(t) в фиксированный

момент времени t описываются одновременно́й плотностью вероятностей

P (z, t) = 〈δ (z(t) − z)〉 , (4.24)

параметрически зависящей от времени, с помощью равенства

〈f (z(t))〉 =

∞∫

−∞

dzf(z)P (z, t).

Интегральная функция распределения для этого процесса, определяющая вероят-

ность того, что в момент времени t процесс z(t) < Z, вычисляется по формуле

F (t, Z) = P (z(t) < Z) =

Z∫

−∞

dzP (z, t)

и, следовательно,

F (t, Z) = 〈θ(Z − z(t))〉 , F (t,∞) = 1, (4.25)



96 Очерк 4. Случайные величины, процессы и поля

где θ(z) — функция Хевисайда, равная нулю при z < 0 и единице при z > 0.

Отметим, что сингулярная дельта-функция Дирака, стоящая под знаком усредне-

ния в (4.24)

ϕ(z, t) = δ (z(t) − z) ,

называется индикаторной функцией.

Аналогичным образом определяется двухвременна́я плотность вероятностей

P (z1, t1; z2, t2) = 〈ϕ(z1, t1; z2, t2)〉

и, вообще, n-точечная плотность вероятностей

P (z1, t1; . . . ; zn, tn) = 〈ϕ(z1, t1; . . . ; zn, tn)〉 ,

где n-точечная индикаторная функция

ϕ(z1, t1; . . . ; zn, tn) = δ(z(t1) − z1) . . . δ(z(tn) − zn).

Процесс z(t) называется стационарным, если все его статистические характери-

стики инвариантны относительно сдвига во времени на произвольную величину τ ,

т. е.

P (z1, t1 + τ ; . . . ; zn, tn + τ) = P (z1, t1; . . . ; zn, tn). (4.26)

В частности, одновременна́я плотность вероятностей вообще не зависит от времени,

а корреляционная функция зависит от модуля разности времен:

Bz(t1, t2) = 〈z(t1)z(t2)〉 = Bz(|t1 − t2|).

Временно́й масштаб τ0, характеризующий корреляционную функцию Bz(t), назы-

вается временны́м радиусом корреляции процесса z(t). Этот масштаб можно опреде-

лить, например, с помощью равенства:

∞∫

0

〈z(t+ τ)z(t)〉 dτ = τ0
〈
z2(t)

〉
. (4.27)

Отметим, что для стационарного процесса фурье-образ корреляционной функции

называется временно́й спектральной функцией (или просто временны́м спектром):

Φz(ω) =

∞∫

−∞

dtBz(t)e
iωt.

Аналогичным образом определяются как одноточечная плотность вероятностей

для случайного поля f(x, t):

P (x, t; f) = 〈ϕ(x, t; f)〉 , (4.28)

так и многоточечная плотность вероятностей

P (x1, t1, f1; . . . ;xn, tn, fn) = 〈ϕ(x1, t1, f1; . . . ;xn, tn, fn)〉 , (4.29)
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где индикаторные функции

ϕ(x, t; f) = δ(f(x, t) − f),

ϕ(x1, t1, f1; . . . ;xn, tn, fn) = δ (f(x1, t1) − f1) . . . δ (f(xn, tn) − fn) .

(4.30)

Здесь для определенности через x и t обозначены пространственные и временна́я

координаты, хотя в физических задачах роль временно́й координаты в ряде случаев

может играть и одна выделенная пространственная координата.

Случайное поле f(x, t) называется пространственно однородным, если все его ста-

тистические характеристики инвариантны относительно сдвига в пространстве на

произвольный вектор a, т. е.

P (x1 + a, t1, f1; . . . ;xn + a, tn, fn) = P (x1, t1, f1; . . . ;xn, tn, fn).

В этом случае одноточечная плотность вероятностей P (x, t; f) = P (t; f) не зависит от

x, а пространственная корреляционная функция

Bf (x1, t1;x2, t2) = 〈f(x1, t1)f(x2, t2)〉 = Bf (x1 − x2, t1, t2).

Если к тому же случайное поле f(x, t) инвариантно и относительно поворота всех

векторов xi на произвольный угол, т. е. относительно поворота системы координат,

то случайное поле f(x, t) называется однородным и изотропным случайным полем.

В этом случае корреляционная функция

Bf (x1, t1;x2, t2) = 〈f(x1, t1)f(x2, t2)〉 = Bf (|x1 − x2|, t1, t2).

Соответствующее преобразование Фурье от корреляционной функции по простран-

ственной переменной определяет пространственную спектральную функцию

Φf (k, t) =

∫
dxBf (x, t)e

ikx,

а преобразование Фурье от корреляционной функции стационарного во времени и од-

нородного в пространстве случайного поля f(x, t) определяет пространственно-вре-

менну́ю спектральную функцию поля f(x, t):

Φf (k, ω) =

∫
dx

∞∫

−∞

dtBf (x, t)e
i(kx+ωt).

Для изотропного случайного поля f(x, t) пространственная спектральная функция

также изотропна в k-пространстве, т. е.

Φf (k, ω) = Φf (k, ω).

Для полного статистического описания случайной функции z(t) достаточно знать

ее характеристический функционал

Φ[v(τ)] =

〈
exp




i
∞∫

−∞

dτv(τ)z(τ)






〉
,
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где функция v(t) — произвольная (достаточно «хорошая») функция. Зная функцио-

нал Φ[v(τ)] можно найти такие характеристики случайной функции z(t), как ее сред-

нее значение 〈z(t)〉, корреляционную функцию 〈z(t1)z(t2)〉, n-точечную моментную

функцию 〈z(t1) . . . z(tn)〉 и т. д.

В самом деле, раскладывая характеристический функционал Φ[v(τ)] в функцио-

нальный ряд Тейлора, получаем для него выражение через моментные функции про-

цесса z(t):

Φ[v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnMn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn),

Mn(t1, . . . , tn) = 〈z(t1) . . . z(tn)〉 =
1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Φ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0

.

Таким образом, моментные функции случайного процесса z(t) определяются через

вариационные производные характеристического функционала.

Представим теперь Φ[v(τ)] в виде Φ[v(τ)] = exp{Θ[v(τ)]}. Функционал Θ[v(τ)] так-

же можно разложить в функциональный ряд Тейлора:

Θ[v(τ)] =
∞∑

n=1

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn), (4.31)

где функция

Kn(t1, . . . , tn) =
1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Θ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0

называется кумулянтной функцией n-го порядка случайного процесса z(t).

Аналогичным образом определяется и характеристический функционал случай-

ного скалярного поля f(x, t):

Φ[v(x′, τ)] =

〈
exp




i
∫
dx

∞∫

−∞

dtv(x,t)f(x, t)






〉
= exp

{
Θ[v(x′, τ)]

}
,

а также моментные и кумулянтные функции n-го порядка:

Mn(x1, t1, . . . ,xn, tn) =
1

in
δn

δv(x1, t1) . . . δv(xn, tn)
Φ[v(x′, τ)]

∣∣∣∣∣
v=0

,

Kn(x1, t1, . . . ,xn, tn) =
1

in
δn

δv(x1, t1) . . . δv(xn, tn)
Θ[v(x′, τ)]

∣∣∣∣∣
v=0

.

Если f(x, t) — векторное случайное поле, то следует считать v(x, t) векторной

функцией.

Как отмечалось выше, полное описание случайных процессов и полей содержится

в их характеристических функционалах. Однако, даже знание одноточечных плот-

ностей вероятностей случайных процессов и полей дает определенную информацию

о эволюции случайных процессов во всем интервале времен и структуре случайных

полей в пространстве. Эту информацию можно получить на основе идей статистиче-

ской топографии случайных процессов и полей.
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4.2.2. Статистическая топография случайных процессов и полей

Случайные процессы

Прежде всего обсудим понятие кривой типичной реализации случайного процесса

z(t), которое характеризует основные особенности поведения отдельной реализации

процесса в целом на всем интервале времен.

Кривая типичной реализации случайного процесса. Назовем кривой типич-

ной реализации случайного процесса z(t) детерминированную кривую z∗(t), которая

является медианой интегральной функции распределения (4.25) и определяется как

решение алгебраического уравнения

F (t, z∗(t)) =

z∗(t)∫

−∞

dz P (z, t) =
1

2
. (4.32)

Это означает, с одной стороны, что для любого момента времени t вероятности

P{z(t) > z∗(t)} = P{z(t) < z∗(t)} = 1/2.

C другой стороны медиана имеет специфическое свойство, заключающееся в том, что

для любого интервала времени (t1, t2) случайный процесс z(t) как-бы «обвивает» кри-

вую z∗(t) таким образом, что среднее время, в течении которого выполняется нера-

венство z(t) > z∗(t), совпадает со средним временем в течении которого выполняется

обратное неравенство z(t) < z∗(t) (рис. 4.1), т. е.

〈
Tz(t)>z∗(t)

〉
=
〈
Tz(t)<z∗(t)

〉
=

1

2
(t2 − t1) . (4.33)

В самом деле, интегрируя равенство (4.32) по времени в интервале (t1, t2), полу-

чаем
t2∫

t1

dtF (t, z∗(t)) =
1

2
(t2 − t1). (4.34)

{ { {

z∗(t)
z(t)

tt1 t2

∆t1 ∆t2 ∆t3

Рис. 4.1. К определению кривой типичной реализации случайного процесса
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С другой стороны, в силу определения интегральной функции распределения (4.25),

интеграл в левой части (4.34) равен

t2∫

t1

dtF (t, z∗(t)) = 〈T (t1, t2)〉 , (4.35)

где T (t1, t2) =
N∑

1

∆tk — общее время из интервала (t1, t2), в течении которого реали-

зация процесса z(t) лежит выше кривой z∗(t). Сопоставляя (4.34) с (4.35), и получаем

равенство (4.33).

Кривая z∗(t) может, естественно, существенно отличаться от любой конкретной

реализации процесса z(t) и не описывает величину возможных выбросов. Таким об-

разом, кривая типичной реализации z∗(t) случайного процесса z(t), полученная с по-

мощью одновременно́й плотности вероятностей, определена тем не менее на всем ин-

тервале времени t ∈ (0,∞) и является той детерминированной кривой, относительно

которой осуществляется перемежаемость.

Для конкретных типов случайных процессов можно получить дополнительную

информацию, характеризующую уже выбросы относительно этой кривой.

Статистика числа точек пересечения процесса с прямой. Одноточечная плот-

ность вероятностей (4.24) для случайного процесса z(t) является результатом усред-

нения сингулярной индикаторной функции по ансамблю реализаций случайного про-

цесса z(t). Эта функция сосредоточена на точках пересечения процесса z(t) прямой

z = const, определяемых как корни алгебраического уравнения

z(tn) = z (n = 0, 1, . . . ,∞),

и, следовательно, ее можно переписать в виде

ϕ(z, t) =
n∑

k=1

1

|p(tk)|
δ(t− tk),

где p(t) =
d

dt
z(t).

Число таких точек само является случайной величиной, которая, очевидно, опи-

сывается формулой

n(t, z) =

t∫

−∞

dτ |p(τ)|ϕ(τ ; z). (4.36)

Следовательно, среднее значение числа точек пересечения процесса z(t) прямой

z = const описывается корреляцией временно́й производной процесса z(t) с ее индика-

торной функцией или совместной одновременно́й плотностью вероятностей процесса

z(t) и ее временно́й производной
d

dt
z(t).

Аналогичным образом легко определить и некоторые элементы статистики, свя-

занной с точками максимума (минимума) и т. п. случайного процесса z(t).
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Случайные поля

В статистической топографии случайных полей основным объектом изучения, как

и в обычной топографии горных массивов, является система контуров — линий уровня

(в двумерном случае) или поверхностей (в трехмерном случае) постоянных значений,

определяемых равенством f(r, t) = f = const.

Для анализа системы контуров (для простоты в данном разделе, будем говорить

о двумерном случае (r = R) удобно ввести сингулярную индикаторную функцию (4.30),

сосредоточенную на них.

Через функцию (4.30) выражаются, например, такие величины как общая площадь

областей, ограниченных линиями уровня, где f(R, t) > f :

S(t; f) =

∫
θ(f(R, t) − f)dR =

∞∫

f

df ′
∫
dRϕ(R, t; f ′),

и общая «масса» поля, заключенная в этих областях:

M(t; f) =

∫
f(R, t)θ(f(R, t) − f)dR =

∞∫

f

f ′df ′
∫
dRϕ(R, t; f ′).

Как указывалось выше, среднее значение индикаторной функции (4.30) по ан-

самблю реализаций определяет одновременну́ю во времени и одноточечную в про-

странстве плотность вероятностей

P (R, t; f) = 〈ϕ(R, t; f)〉 = 〈δ (f(R, t)−f)〉 ,

и, следовательно, средние по ансамблю реализаций значения всех выражений непо-

средственно определяются этой плотностью вероятностей.

Дополнительную информацию о детальной структуре поля f(R, t) можно полу-

чить, включив в рассмотрение его пространственный градиент p(R, t) = ∇f(R, t).

Так, например, величина

l(t; f) =

∫
dR |p(R, t)| δ(f(R, t) − f) =

∮
dl (4.37)

описывает общую длину контуров и является обобщением формулы (4.36) на случай-

ные поля.

Подынтегральное выражение в (4.37) описывается расширенной индикаторной

функцией

ϕ(R, t; f,p) = δ (f(R, t) − f) δ (p(R, t)−p) , (4.38)

и среднее значение формулы (4.37) связано с совместной одновременно́й плотностью

вероятностей полей f(R, t) и его градиента p(R, t), определяемой путем усреднения

индикаторной функции (4.38) по ансамблю реализаций, т. е. функцией

P (R, t; f,p) = 〈δ (f(R, t) − f) δ (p(R, t) − p)〉 .
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Включение в рассмотрение пространственных производных второго порядка поз-

воляет оценить общее число контуров f(R, t) = f = const с помощью приближенной

(с точностью до незамкнутых линий) формулы:

N(t; f) = Nin(t; f) −Nout(t; f) =
1

2π

∫
dRκ(t,R; f) |p(R, t)| δ (f(R, t) − f) ,

где Nin(t; f), Nout(t; f) — числа контуров, для которых вектор p направлен по внут-

ренней и внешней нормали, соответственно, а κ(t,R; f) — кривизна линии уровня.

4.2.3. Об условиях возникновения стохастического структурообразо-
вания

Обсудим теперь, условия возникновения стохастического структурообразования.

Ясно, что для положительного поля – f(R, t) в общем случае условием ее кластери-

зации с вероятностью единица, т.е. почти для всех ее реализаций, является одновре-

менная тенденция выполнения асимптотических равенств при t → ∞

〈S(t; f)〉 → 0, 〈M(t; f)〉 →
∫
dR 〈f(R, t)〉 .

Отсутствию же структурообразования соответствует одновременная тенденция вы-

полнения асимптотических равенств при t→ ∞

〈S(t; f)〉 → ∞, 〈M(t; f)〉 →
∫
dR 〈f(R, t)〉 .

Для пространственно однородного поля f(R, t) одноточечная плотность вероятно-

стей P (R, t; f) не зависит от R. В этом случае статистические средние всех выраже-

ний (без интегрирования по R) будут описывать удельные (приходящиеся на единицу

площади) значения этих величин.

Так, удельная средняя площадь 〈shom(t; f)〉, на которой случайное поле f(R, t)

превышает заданный уровень f , совпадает с вероятностью события в любой точке

пространства f(R, t) > f : 〈shom(t; f)〉 = 〈θ(f(R, t) − f)〉 = P{f(R, t) > f} и сред-

няя удельная площадь является геометрической интерпретацией вероятности события

f(R, t) > f , не зависящей, естественно, от точки R. Следовательно условия класте-

ризации для однородного случая сводятся к тенденции выполнения асимптотических

равенств при t→ ∞
〈shom(t; f)〉 = P{f(r, t) > f} → 0,

〈mhom(t; f)〉 → 〈f(t)〉 .
Отсутствие же кластеризации соответствует тенденции выполнения асимптотических

равенств при t→ ∞
〈shom(t; f)〉 = P{f(r, t) > f} → 1,

〈mhom(t; f)〉 → 〈f(t)〉 .
Таким образом, кластеризация в пространственно-однородной стохастической

задаче есть физическое явление (происходящее с вероятностью единица, т.е. почти
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а б

Рис. 4.2. Озеро кипящей лавы (самое большое в мире), бурлящее в глубинах кратера вулкана
Нирагонго, в самом сердце района Великих Африканских озер (а), и кратер вулкана Килауэа

в Гавайском вулканическом национальном парке (б ).

для всех реализаций случайного положительного поля), порожденное редким собы-

тием, вероятность которого стремится к нулю.

При наличии кластеризации поле в бо́льшей части пространства просто отсутству-

ет!

Приведенный критерий "идеальной" кластеризации (по аналогии с идеальной гид-

родинамикой) описывает динамику образования кластеров для динамических систем,

описываемых, вообще говоря, уравнениями в частных производных первого поряд-

ка. Эта идеальная структура образуется в виде очень тонкой ленты (в двумерном

случае) или очень тонких трубок (в трехмерном случае).

Для реальных же физических систем, в дальнейшем начинают проявляться раз-

личные дополнительные факторы, связанные с генерацией пространственных про-

изводных случайного поля типа пространственной диффузии или дифракции, ко-

торые деформируют, но не ликвидируют эту картину кластеризации. В частности,

возможна ситуация, когда соответствующая плотность вероятностей выходит на ста-

ционарный режим P (R; f) при t → ∞. В этом случае функционалы типа 〈S(f)〉 =
∞∫

f
df ′
∫
dRP (R; f ′) и 〈M(f)〉 =

∞∫

f
f ′df ′

∫
dRP (R; f ′) уже не описывают дальнейшую

деформацию кластерной картины. И необходимо изучать временну́ю эволюцию функ-

ционалов, связанных с пространственными производными поля f(R, t), типа общей

длины контуров и число контуров.

В качестве примера "идеальной" и "деформируемой" кластеризации в природе

можно указать на озера лавы в кратерах вулканов1 на рисунках 4.2. Далее, в Очерке

13 – О волнах в случайных средах будут продемонстрированы подобные картинки,

полученные как в лабораторных экспериментах, так и при численном моделировании.

При этом в силу однородности и в ряде случае изотропности может оказаться, что

1http://bigpicture.ru/?p=128340,
http://pacificislandparks.com/2010/01/20/more-amazing-lava-lake-photos/
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пространственные производные поля f(R, t) не коррелируют с самим полем f(R, t). И

задача вычисления средних значений описанных функционалов может существенно

упроститься и свестись к вычислению соответствующих моментных функций произ-

водных поля f(R, t). При этом все рассмотренные выше статистические характеристи-

ки являются интегральными, характеризующими динамику стохастических систем в

целом во всем пространстве.

Для анализа одноточечных статистических характеристик в этом случае удобно

учитывать, что случайное поле f(R, t) статистически эквивалентно некоему случай-

ному процессу z(t) c теми же статистическими характеристиками.

Рассмотрим теперь несколько примеров случайных процессов и полей.

4.2.4. Гауссов случайный процесс

Прежде всего обсудим случай непрерывного процесса — гауссова случайного про-

цесса z(t) со средним значением равным нулю (〈z(t)〉 = 0) и корреляционной функцией

B(t1, t2) = 〈z(t1)z(t2)〉. Его характеристический функционал имеет вид

Φ[v(τ)] = exp



−1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2B(t1, t2)v(t1)v(u2)



 . (4.39)

Для этого процесса единственной отличной от нуля кумулянтной функцией является

его корреляционная функция K2(t1, t2) = B(t1, t2) и, следовательно,

Θ[v(τ)] = −1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2B(t1, t2)v(t1)v(t2). (4.40)

Рассмотрим n-ю вариационную производную от Φ[v(τ)]. Для нее получаем цепочку

равенств

δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Φ[v(τ)] =

δn−1

δv(t2) . . . δv(tn)

δΘ[v(τ)]

δv(t1)
Φ[v(τ)] =

=
δ2Θ[v(τ)]

δv(t1)δv(t2)

δn−2

δv(t3) . . . δv(tn)
Φ[v(τ)] +

δn−2

δv(t3) . . . δv(tn)

δΘ[v(τ)]

δv(t1)

δΦ[v(τ)]

δv(t2)
.

Полагая теперь v = 0, получаем для моментных функций гауссова процесса z(t)

рекуррентное равенство

Mn(t1, . . . , tn) =
n∑

k=2

B(t1, t2)Mn−2(t2, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn). (4.41)

Отсюда следует, что для гауссова процесса со средним значением, равным нулю, все

моментные функции нечетного порядка равны нулю, а моментные функции четного

порядка определяются суммой, в которой процессы z(ti)z(tk) усредняются попарно

всевозможными способами.
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Если функция v(τ) в формуле (4.40) отлична от нуля только в интервале 0 < τ < t,

то характеристический функционал

Φ[t; v(τ)] =

〈
i

t∫
0

dτz(τ)v(τ)
〉

= exp




−
t∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2)




 (4.42)

зависит также и от времени t, и в этом случае функционал Φ[t; v(τ)], как функция

параметра t, удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

d

dt
Φ[t; v(τ)] = −v(t)

t∫

0

dt1B(t, t1)v(t1)Φ[t; v(τ)], Φ[0; v(τ)] = 1. (4.43)

Чтобы получить временну́ю характеристическую функцию в момент времени t

для гауссова случайного процесса положим в (4.39) функцию v(τ) в виде

v(τ) = vδ(τ − t).

В результате получаем

Φ(v, t) =
〈
eivz(t)

〉
=

∞∫

−∞

dz P (z, t)eivz = exp

{
−1

2
σ2(t)v2

}
, (4.44)

где σ2(t) = B(t, t). Временну́ю плотность вероятностей гауссова случайного процесса

получим, выполняя обратное преобразование Фурье от (4.44)

P (z, t) =
1

2π

∞∫

−∞

dvΦ(v, t)e−ivz =
1√

2πσ2(t)
exp

{
− z2

2σ2(t)

}
. (4.45)

Отметим, что для стационарного во времени случайного процесса z(t) величина дис-

персии σ2(t) не зависит от времени t, т. е. σ2(t) = σ2 − const.

Функция P (z, t) симметрична по z относительно точки z = 0, т. е.

P (z, t) = P (−z, t).

При наличии среднего значения для гауссова случайного процесса z(t) — 〈z(t)〉,
вместо (4.45) получаем выражение

P (z, t) =
1√

2πσ2(t)
exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
, (4.46)

и интегральная функция распределения вероятностей запишется в виде

F (z, t) =
1√

2πσ2(t)

z∫

−∞

dz exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
= Pr

(
z − 〈z(t)〉
σ(t)

)
,

где интеграл вероятностей Pr(z) определяется равенством (4.18) на с. 94.

Кривая типичной реализации (4.32) для гауссова случайного процесса z(t) в этом

случае совпадает со средним значением процесса z(t), т. е.

z∗(t) = 〈z(t)〉 , (4.47)

в силу равенства (4.19) на с. 94.
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4.2.5. Гауссово векторное случайное поле

Рассмотрим теперь основные пространственно-временны́е статистические харак-

теристики гауссова векторного случайного поля u(r, t) с нулевым средним значением

и корреляционным тензором

Bij(r, t; r
′, t′) =

〈
ui(r, t)uj(r

′, t′)
〉
.

Это векторное поле будем для определенности отождествлять с полем скоростей.

Случайное поле u(r, t) предполагается в общем случае дивергентным

(div u(r, t) 6= 0) гауссовым полем статистически однородным, обладающим сфери-

ческой симметрией, но не имеющее отражательной симметрии в пространстве, и ста-

ционарным во времени с корреляционным и спектральным тензорами (τ = t− t1)

Bij(r − r1, τ) = 〈ui(r, t)uj(r1, t1)〉 =

∫
dkEij(k, τ)e

ik(r−r1),

Eij(k, τ) =
1

(2π)d

∫
drBij(r, τ)e

−ikr,

где параметр d – размерность пространства. В силу предполагаемых условий симмет-

рии, корреляционная тензор Bij(r−r1, τ) имеет векторную структуру [27] (r−r1 → r)

Bij(r, τ) = Biso
ij (r, τ) + C(r, τ)εijkrk, (4.48)

где изотропная часть корреляционного тензора

Biso
ij (r, τ) = A(r, τ)rirj +B(r, τ)δij ,

где εijk — псевдотензор, описанный в разделе 1.3.1 на с. 38. Через этот тензор опре-

деляется, например, поле вихря скорости

ω(r, t) = rot u(r, t) = [∇ × u(r, t)] , (4.49)

компоненты которого имеют вид

ωi(r, t) = εijk
∂uk(r, t)

∂rj
.

Отметим, что в двумерном случае вектор ω(r, t) имеет только одну компоненту,

ортогональную полю скоростей u(r, t), и в этом случае величина, называемая спи-

ральностью поля скорости

u(r, t) · ω(r, t) = 0.

Для корреляционного тензора поля вихря и его спектра с помощью выражения

(1.55) на с. 39 можно получить равенства [27]

〈
ωi(r, t)ωj(r

′, t′)
〉

= −δij∆rBll(r− r′, t− t′) +
∂2Bll(r− r′, t− t′)

∂ri∂rj
+

+ ∆rBij(r− r′, t− t′),
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Ωij(k, t− t′) = (δijk
2 − kikj)Ell(k, t− t′) − k2Eij(k, t− t′),

сворачивая которые по индексам i и j, и полагая r = r′, получаем выражения для

корреляционной и спектральной функций поля вихря

〈
ωi(r, t)ωi(r, t

′)
〉

= −∆rBll(0, t− t′) = −
〈
u(r, t)∆ru(r, t′)

〉
,

Ωii(k, t− t′) = k2Eii(k, t− t′).

(4.50)

Отметим, что в случае отсутствии отражательной симметрии в трехмерном слу-

чае, аналогично вычислению дисперсии и спектра поля вихря, можно вычислить и

среднее значение спиральности поля скорости

χ(r, t) = u(r, t)ω(r, t) = u(r, t) · rotu(r, t).

Так, для статистически средней величины 〈ωi(r, t)uj(r, t)〉 с учетом равенства (1.56)

на с. 39 получаем выражение

〈
ωi(r, t)up(r

′, t)
〉
r=r′ = εijk

〈
∂uk(r, t)

∂rj
up(r

′, t)

〉

r=r′

= εijk
∂

∂rj
Bkp(r, 0)r=0 =

= lim
r→0

εijk
∂

∂rj
C(r, 0)εkpmrm = C(0, 0)εijmεmpj = 2C(0, 0)δip

и, следовательно для среднего значения спиральности гауссового случайного поля в

трехмерном случае получаем

〈χ(r, t)〉 = 6C(0, 0). (4.51)

Изотропной части корреляционного тензора соответствует пространственный спек-

тральный тензор вида

Eij(k, τ) = Es
ij(k, τ) + Ep

ij(k, τ),

где спектральные составляющие тензора поля скоростей имеют структуру

Es
ij(k, τ) = Es(k, τ)

(
δij −

kikj
k2

)
, Ep

ij(k, τ) = Ep(k, τ)
kikj
k2

.

Здесь через Es(k, τ) и Ep(k, τ) обозначены соответственно соленоидальная и потенци-

альная компоненты спектральной плотности поля скоростей.

Определим теперь функцию Bij(r) как интеграл по времени от корреляционной

функции (4.48), т. е.

Bij(r) =

∞∫

0

dτBij(r, τ) = Biso
ij (r) + C(r)εijkrk, (4.52)

тогда величина Bij(0) = D0δij и, следовательно, величина

Bii(0) = D0d = τ0σ
2
u =

∫
dk [(d− 1)Es(k) + Ep(k)] (4.53)
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определяет временно́ой радиус корреляции поля скоростей – τ0, где σ2
u =

= Bii(0, 0) =
〈
u2(r, t)

〉
– его дисперсия, а величины

Es(k) =

∞∫

0

dτ Es(k, τ), Ep(k) =

∞∫

0

dτ Ep(k, τ). (4.54)

Для корреляционной функции (4.52) вычисления, связанные с пространственными

производными поля скоростей, существенно упрощаются. Так в этом случае имеет

место
∂Bij(0)

∂rk
= C(0)εijk, (4.55)

− ∂2Bij(0)

∂rk∂rl
=

Ds

d(d+ 2)
[(d+ 1)δklδij − δkiδlj − δkjδli] +

+
Dp

d(d + 2)

[
δklδij

+ δkiδlj + δkjδli
]
, (4.56)

∂3Bkp(0)

∂rn∂rm∂rj
= −2α (εkpjδnm + εkpmδnj + εkpnδmj) , (4.57)

и, следовательно,

∂3Bkp(0)

∂r2∂rj
= −2α(d + 2)εkpj,

где параметры

Ds =

∫
dk k2Es(k) =

1

d− 1

∞∫

0

dτ 〈ω(r, t+ τ)ω(r, t)〉,

Dp =

∫
dk k2Ep(k) =

∞∫

0

dτ

〈
∂u(r, t+ τ)

∂r

∂u(r, t)

∂r

〉
,

C(r) = C(0) − αr2,

(4.58)

а ω(r, t) – вихрь поля скорости.

4.2.6. Логарифмически нормальный случайный процесс

Отметим, что для, так называемого логарифмически нормального (логнормально-

го) случайного процесса y(t) = ez(t), логарифм которого ln y(t) = z(t) является гаус-

совым случайным процессом с параметрами 〈z(t)〉 и σ2
z(t), одновременна́я плотность

вероятностей P (y, t) имеет вид

P (y, t) =
1

y
P (z = ln y, t) =

1

y
√

2πσ2(t)
exp




−
ln2
[
e−〈z(t)〉y

]

2σ2(t)




 ,
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и, следовательно, интегральная функция распределений вероятностей имеет вид

F (y, t) =

y∫

−∞

dy′ P (y′, t) =
1√

2πσ2(t)

y∫

−∞

dy′

y′
exp




−
ln2
[
e−〈z(t)〉y′

]

2σ2(t)




 =

=
1√

2πσ2(t)

ln[e−〈z(t)〉y]∫

−∞

dz exp

{
− z2

2σ2(t)

}
= Pr




ln
[
e−〈z(t)〉y

]

σ(t)



 ,

где интеграл вероятностей Pr(z) определяется равенством (4.18) на с. 94.

При условии, что e−〈z(t)〉y∗(t) = 1, в силу равенства (4.19) на с. 94, интегральная

функция распределений вероятностей обращается в 1/2, т. е. кривая типичной реали-

зации для логнормального случайного процесса y(t) определяется равенством

y∗(t) = e〈z(t)〉 = e〈ln y(t)〉. (4.59)

Отметим, что если мы знаем поведение моментных функций случайного процес-

са y(t) во времени, т. е. функции 〈yn(t)〉 (n = 1, 2, . . .), то тем самым мы знаем и

статистические характеристики случайного процесса z(t) = ln y(t). В самом деле

〈yn(t)〉 =
〈
en ln y(t)

〉
= exp

{
n 〈ln y(t)〉 +

n2

2
σ2

ln y(t)

}

и, следовательно,

〈ln y(t)〉 = lim
n→0

1

n
ln 〈yn(t)〉 , σ2

ln y(t) = lim
n→∞

2

n2
ln 〈yn(t)〉 . (4.60)

В дальнейшем при анализе статистической топографии случайных процессов и

полей, наряду с интегральной функцией распределения вероятностей, нам понадо-

бятся функции вида

V (y, t) =

∞∫

y

dy′P (y′, t) и Y (y, t) =

∞∫

y

y′dy′P (y′, t),

тесно связанные с интегралом вероятностей Pr(z).

Для функции V (y, t) имеем выражение

V (y, t) =
1√

2πσ2(t)

∞∫

y

dy′

y′
exp

{
−(ln y′ − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
=

=
1√
2π

∞∫

ln y−〈z(t)〉

σ(t)

dz exp

{
−z

2

2

}
= Pr

(
− ln y − 〈z(t)〉

σ(t)

)
= Pr

{
1

σ(t)
ln

(
1

y
e〈z(t)〉

)}
.

(4.61)
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Для функции же Y (y, t) получаем выражение

Y (y, t) =
1√

2πσ2(t)

∞∫

y

dy′ exp

{
−(ln y′ − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
=

=
1√
2π
e〈z(t)〉+σ

2(t)/2

∞∫

ln y−〈z(t)〉−σ2(t)

σ(t)

dz exp

{
−z

2

2

}
=

= e〈z(t)〉+σ
2(t)/2 Pr

(
− ln y − 〈z(t)〉 − σ2(t)

σ(t)

)
=

= e〈z(t)〉+σ
2(t)/2 Pr

{
1

σ(t)
ln

(
1

y
e〈z(t)〉+σ

2(t)
)}

. (4.62)

Отметим, что в случае когда случайный процесс ỹ(t) = y0y(t) т. е.

ỹ(t) = y0e
z(t),

то, очевидно, что вместо формул (4.61), (4.62) мы получим выражения

Ṽ (y, t) = Pr

{
1

σ(t)
ln

(
y0

y
e〈z(t)〉

)}
,

Ỹ (y, t) = y0e
〈z(t)〉+σ2(t)/2 Pr

{
1

σ(t)
ln

(
y0

y
e〈z(t)〉+σ

2(t)
)}

.

(4.63)

4.2.7. Разрывные случайные процессы

Перейдем теперь к примерам разрывных процессов. Разрывные процессы — это

такие случайные функции, у которых изменение поведения во времени происходит

в дискретные моменты времени t1, t2, . . . , заданные статистическим образом. Прежде

всего для описания разрывных процессов требуется знание статистики этих моментов

времени или знание статистики числа n(0, t) попадания точек ti на интервал времени

(0, t). При этом имеет место равенство

n(0, t) = n(0, t′) + n(t′, t), 0 ≤ t′ ≤ t.

Сама величина n(0, t) является случайным процессом, возможная реализация кото-

рого изображена на рис. 4.3.

Совокупность точек разрыва t1, t2, . . . процесса z(t) называется потоком точек.

Ниже мы будем рассматривать пуассоновский стационарный поток точек, у которого

вероятность выпадания n точек на интервале (t1, t2) определяется формулой Пуассона

Pn(t1,t2)=n =

[
n(t1, t2)

]n

n!
e−n(t1,t2) (4.64)

со средним значением числа точек на (t1, t2)

n(t1, t2) = ν|t1 − t2|,
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Рис. 4.3. Одна из возможных реализаций процесса n(0, t)

где ν — среднее число точек, приходящихся на единицу времени. При этом число

точек, выпадающих на неперекрывающихся интервалах, статистически независимы,

а моменты времени выпадания точек на интервале (t1, t2) при условии, что их выпало

n штук, также статистически независимы и равномерно распределены на интервале

(t1, t2). Длина интервала между соседними скачками имеет экспоненциальное распре-

деление.

Пуассоновский поток точек — марковский процесс.

Рассмотрим теперь случайные процессы, точки разрыва которых являются пуас-

соновскими потоками точек. В физических модельных задачах в настоящее время

в основном используются процессы трех типов: пуассоновский процесс, телеграфный

процесс и обобщенный телеграфный процесс. Этим процессам мы и уделим основное

внимание.

Пуассоновский (импульсный) случайный процесс

Пуассоновским (импульсным) случайным процессом z(t) называется процесс, опи-

сываемый формулой

z(t) =
n∑

i=1

ξig(t− ti), (4.65)

где случайные величины ξi статистически независимы с плотностью вероятностей

p(ξ), а случайные точки tk равномерно распределены на интервале (0, T ), так что

число их n распределено по закону Пуассона с параметром n̄ = νT . Функция g(t),

описывающая форму импульса, — детерминированная функция (g(t) = 0 при t < 0).

Для пуассоновского случайного процесса z(t) характеристический функционал

имеет вид

Φ[t; v(τ)] = exp



ν

t∫

0

dt′



W




t∫

t′

dτv(τ)g(t − t′)



− 1







 , (4.66)

где

W (v) =

∞∫

−∞

dξp(ξ)eiξv
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— характеристическая функция случайной величины ξ. Следовательно, функционал

Θ[t; v(τ)] = ν

t∫

0

dt′
∞∫

−∞

dξp(ξ)



exp


iξ

t∫

t′

dτv(τ)g(t − t′)


− 1



 (4.67)

и кумулянтные функции имеют вид

Kn(t1, . . . , tn) = ν 〈ξn〉
min{t1,...,tn}∫

0

dt′g(t− t′) . . . g(tn − t′).

Рассмотрим два важных для приложений случая пуассоновского процесса.

1. Пусть g(t) = θ(t) =





1, t > 0,

0, t < 0,
т. е. z(t) =

n∑

i=1

ξiθ(t− ti). В этом случае

Kn(t1, . . . , tn) = ν 〈ξn〉min{t1, . . . , tn}.

Если при этом ξ = 1, то процесс z(t) ≡ n(0, t) и для него

Kn(t1, . . . , tn) = νmin{t1, . . . , tn},

Θ[t; v(τ)] = ν

t∫

0

dt′




exp


i

t∫

t′

dτv(τ)


 − 1




 .
(4.68)

2. Пусть теперь g(t) = δ(t). В этом случае процесс

zδ(t) =
n∑

i=1

ξiδ(t− ti)

называется обычно процессом дробового шума. Этот процесс является частным слу-

чаем дельта-коррелированных процессов. Для такого процесса

Θ[t; v(τ)] = ν

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

dξP (ξ)
{
eiξv(τ) − 1

}
(4.69)

и кумулянтные функции имеют вид

Kn(t1, . . . , tn) = ν 〈ξn〉 δ(t1 − t2)δ(t2 − t3) . . . δ(tn−1 − tn).

Отметим, что в общем случае пуассоновский процесс z(t) с произвольной импульс-

ной функцией g(t) связан с пуассоновским дельта-коррелированным случайным про-

цессом zδ(t) посредством формулы

z(t) =

t∫

0

dτg(t − τ)zδ(τ). (4.70)
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Рис. 4.4. Одна из возможных реализаций телеграфного случайного процесса

Телеграфный процесс

Рассмотрим теперь статистические характеристики телеграфного случайного про-

цесса, определяемого формулой (рис. 4.4)

z(t) = a(−1)n(0,t) (z(0) = a, z2(t) ≡ a2), (4.71)

где n(t1, t2) — случайная последовательность целых чисел, описывающая количество

скачков на интервале (t1, t2).

Рассмотрим два случая.

1. Будем считать вначале, что a — детерминированная величина.

Для первых двух моментных функций процесса z(t) имеем выражения

〈z(t)〉 = a
∞∑

n(0,t)=0

(−1)n(0,t)Pn(0,t) = ae−2n(0,t) = ae−2νt, (4.72)

〈z(t1)z(t2)〉 = a2
〈
(−1)n(0,t1)+n(0,t2)

〉
=

= a2
〈
(−1)n(t2,t1)

〉
= a2e−2n(t2,t1) = a2e−2ν(t1−t2) (t1 ≥ t2),

и рекуррентное соотношение для моментных функций более высокого порядка при

(t1 > t2 > . . . > tn):

Mn(t1, . . . , tn) = 〈z(t1) . . . z(tn)〉 = a2
〈
(−1)n(0,t1)+n(0,t2)+n(0,t3)+...+n(0,tn)

〉
=

= a2
〈
(−1)n(t2,t1)

〉 〈
(−1)n(0,t3)+...+n(0,tn)

〉
= 〈z(t1)z(t2)〉Mn−2(t3, . . . , tn). (4.73)

Рекуррентное равенство (4.73) очень похоже на соотношение (4.41) для гауссова про-

цесса с экспоненциальной корреляционной функцией. Отличие состоит в том, что

правая часть (4.73) соответствует только одному из слагаемых в (4.41), отвечающему

определенному упорядочиванию во времени.

Рассмотрим теперь характеристический функционал для этого процесса:

Φa[t; v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτz(τ)v(τ)





〉
,
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где индексом a отмечен тот факт, что a — детерминированная величина. Исполь-

зуя разложение характеристического функционала в функциональный ряд Тейлора

и рекуррентное равенство (4.73), получаем интегральное уравнение

Φa[t; v(τ)] = 1 + ia

t∫

0

dt1e
−2νt1v(t1) − a2

t∫

0

dt1

t1∫

0

dt2e
−2ν(t1−t2)v(t1)v(t2)Φa[t2; v(τ)].

(4.74)

Дифференцируя (4.74) по t, получаем интегро-дифференциальное уравнение

d

dt
Φa[t; v(τ)] = iae−2νtv(t) − a2v(t)

t∫

0

dt1e
−2ν(t−t1)v(t1)Φa[t1; v(τ)]. (4.75)

Уравнение (4.75) в общем случае решить не удается, и оно эквивалентно дифферен-

циальному уравнению второго порядка

{
d2

dt2
+

[
2ν +

d ln v(t)

dt

]
d

dt
+ a2v(t)

}
Φa[t; v(τ)] = 0,

Φa[0; v(τ)] = 1,
d

dt
Φa[t; v(τ)]

∣∣∣∣
t=0

= iav(0).

2. Пусть теперь величина a будет случайной величиной с плотностью вероятно-

стей P (a). Для получения характеристического функционала процесса z(t) в этом

случае требуется усреднить уравнение (4.75) по случайной величине a. Это в общем

случае также не удается осуществить. И только для случайной величины a с плотно-

стью вероятностей

P (a) =
1

2
[δ (a− a0) + δ (a+ a0)] , (4.76)

для которой 〈a〉 = 0, a2 = a2
0 (собственно, именно этот случай и называется обычно

телеграфным процессом), можно усреднить уравнение (4.75). В результате получаем

уравнение

d

dt
Φ[t; v(τ)] = −a2

0v(t)

t∫

0

dt1e
−2ν(t−t1)v(t1)Φ[t1; v(τ)], (4.77)

или уравнение второго порядка

{
d2

dt2
+

[
2ν +

d ln v(t)

dt

]
d

dt
+ a2

0v(t)

}
Φ[t; v(τ)] = 0,

d

dt
Φ[t; v(τ)]

∣∣∣∣
t=0

= 0. Φ[0; v(τ)] = 1,

(4.78)

Остановимся теперь на одной важной предельной теореме, связанной с телеграф-

ными случайными процессами.

Рассмотрим случайный процесс

ξN (t) = z1(t) + . . . + zN (t),
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Рис. 4.5. Одна из возможных реализаций обобщенного телеграфного случайного процесса

где все zk(t) — статистически независимые телеграфные процессы со средним значе-

нием, равным нулю, и корреляционной функцией равной

〈z(t)z(t + τ)〉 =
σ2

N
e−α|τ |.

Тогда предельный процесс ξ(t) = limN→∞ ξN (t) — гауссов случайный процесс с экс-

поненциальной корреляционной функцией

〈ξ(t)ξ(t+ τ)〉 = σ2e−α|τ |,

т. е. гауссов марковский процесс.

Таким образом, процесс ξN (t) для конечного числа N является аппроксимиру-

ющим процессом с конечным числом состояний для гауссова марковского процесса.

Такая аппроксимация может быть полезной не только для изучения самого гауссова

процесса, но и различных функций от него. Так, например, для процесса

z(t) = x2(t) −
〈
x2(t)

〉
,

где x(t) — гауссов марковский процесс с экспоненциальной корреляционной функцией,

аппроксимация конечным отрезком ряда принимает вид

zN (t) =
N∑

i6=j=1

zi(t)zj(t), z(t) = lim
N→∞

zN (t).

С такой формой записи гораздо удобнее работать при анализе стохастических урав-

нений, чем непосредственно с самими процессами x(t) и z(t).

Обобщенный телеграфный процесс

Рассмотрим теперь обобщенный телеграфный процесс, описываемый формулой

z(t) = an(o,t). (4.79)

Здесь n(0, t) — случайная последовательность целых чисел, описанная выше, а ве-

личины ak считаются статистически независимыми с распределением вероятностей

P (a). На рис. 4.5 представлена одна из возможных реализаций этого процесса.
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Для процесса z(t) имеем

〈z(t)〉 =
∞∑

k=0

〈
akδk,n(0,t)

〉
= 〈a〉 ,

〈z(t1)z(t2)〉 =
∞∑

k=0

∞∑

k=0

〈akal〉
〈
δk,n(0,t1)δl,n(0,t2)

〉
=

=
〈
a2
〉{ ∞∑

k=0

〈
δk,n(0,t1)

〉 〈
δ0,n(t2,t1)

〉
+ 1 −

∞∑

k=0

〈
δk,n(0,t2)

〉 〈
δ0,n(t2,t1)

〉}
=

=
〈
a2
〉
e−ν(t1−t2) +

〈
a2
〉 (

1 − e−ν(t1−t2)
)

(t1 > t2),

и т. д. При этом вероятность отсутствия скачков на интервале (t2, t1)

Pn(t2,t1)=0 =
〈
δ0,n(t2,t1)

〉
= e−ν|t1−t2|.

Выше мы отмечали, что пуассоновский поток точек и процессы, построенные на

таких точках, — марковские процессы. Остановимся теперь на этом важном классе

случайных процессов более подробно.

4.3. Марковские процессы

4.3.1. Общие свойства

В предыдущем разделе мы рассмотрели характеристический функционал процесса

z(t), который описывает все его статистические характеристики. Если теперь в нем

положить

v(t) =
n∑

k=1

vkδ(t− tk),

то характеристический функционал переходит в совместную характеристическую

функцию случайных величин zk = z(tk):

Φn(v1, . . . , vn) =

〈
exp

{
i
n∑

k=1

vkz(tk)

}〉
,

преобразование Фурье которой определяет совместную плотность вероятностей для

значений процесса z(t) в дискретные моменты времени:

Pn(z1, t1; . . . ; zn, tn) = 〈δ(z(t1) − z1) . . . δ(z(tn) − zn)〉 . (4.80)

Пусть выбранные моменты времени упорядочены следующим образом:

t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn.

Тогда, по определению условной вероятности

Pn(z1, t1; . . . ; zn, tn) = pn(z1, t1|z2, t2; . . . ; zn, tn)Pn−1(z2, t2; . . . ; zn, tn), (4.81)
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где pn — условная плотность вероятностей для значения процесса z(t) в момент вре-

мени t1 при условии, что в моменты времени tk (k = 2, . . . , n) функция z(t) принимала

значения, равные z(tk) = zk . Если процесс z(t) таков, что для всех t1 > t2 условная

плотность вероятностей однозначно определяется значением z2, принятым в момент

времени t2, и совсем не зависит от предшествующей истории, т. е.

pn(z1, t1|z2, t2; . . . ; zn, tn) = p(z1, t1|z2, t2), (4.82)

то этот процесс называется марковским процессом или процессом без последействия.

Функция

p(z, t|z0, t0) = 〈δ(z(t) − z)|z(t0) = z0〉 (t > t0) (4.83)

при этом называется плотностью вероятностей перехода. Полагая в (4.83) t = t0,

получаем равенство

p(z, t0|z0, t0) = δ(z − z0).

Подставим выражение (4.81) в формулу (4.80). Получается рекуррентное

равенство для n-точечной по времени плотности вероятностей процесса z(t). Итери-

руя это равенство, находим связь Pn с одноточечным распределением вероятностей

(t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn):

Pn(z1, t1; . . . ; zn, tn) = p(z1, t1|z2, t2) . . . p(zn−1, tn−1|zn, tn)P (zn, tn). (4.84)

Таким образом, все статистические характеристики марковского процесса z(t) опи-

сываются всего двумя функциями — плотностью вероятностей перехода p(z, t|z0, t0)
и одноточечной плотностью вероятностей P (z, t). Очевидно, что все остается без изме-

нения и в случае многомерных процессов, т. е. если z(t) является случайной векторной

функцией.

Выше мы говорили о том, что все статистические характеристики марковского

процесса z(t) описываются только двумя функциями — плотностью вероятностей пе-

рехода p(z, t|z0, t0) и одноточечной плотностью вероятностей P (z, t). Однако, для ста-

тистического анализа стохастических уравнений требуется всетаки знание характери-

стического функционала случайного процесса z(t).
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4.3.2. Характеристический функционал марковского процесса

В общем случае марковского процесс z(t) не удается получить замкнутое уравне-

ние для его характеристического функционала Φ[t; v(τ)] = 〈ϕ[t; v(τ)]〉, где

ϕ[t; v(τ)] = exp




i
t∫

0

dτz(τ)v(τ)




 .

Можно лишь получить замкнутое уравнение для функционала

Ψ[z, t; v(τ)] = 〈δ(z(t) − z)ϕ[t; v(τ)]〉 , (4.85)

описывающего статистические корреляции процесса z(t) с его предысторией. Харак-

теристический функционал Φ[t; v(τ)] связан с функционалом Ψ[z, t; v(τ)] по формуле

Φ[t; v(τ)] =

∞∫

−∞

dzΨ[z, t; v(τ)]. (4.86)

Чтобы вывести уравнение для Ψ[z, t; v(τ)], заметим, что имеет место равенство

ϕ[t; v(τ)] = 1 + i

t∫

0

dt1z(t1)v(t1)ϕ[t1; v(τ)]. (4.87)

Подставляя (4.87) в (4.85). получаем выражение

Ψ[t, z; v(τ)] = P (z, t) + i

t∫

0

dt1v(t1) 〈δ(z(t) − z)z(t1)ϕ[t1; v(τ)]〉 , (4.88)

где P (z, t) = 〈δ(z(t) − z)〉 — одновременна́я плотность вероятностей случайной вели-

чины z(t).

Перепишем (4.88) в виде

Ψ[t, z; v(τ)] = P (z, t) + i

t∫

0

dt1v(t1)

∞∫

−∞

dz1z1 〈δ(z(t) − z)δ(z(t1) − z1)ϕ[t1; v(τ)]〉 . (4.89)

В уравнении (4.89) можно выполнить усреднение, учитывая марковость процесса z(t),

и мы получаем замкнутое интегральное уравнение

Ψ[t, z; v(τ)] = P (z, t) + i

t∫

0

dt1v(t1)

∞∫

−∞

dz1z1p(z, t|z1, t1)Ψ[t1, z1; v(τ)], (4.90)

где p(z, t|z0, t0) — плотность вероятностей перехода.

Интегрируя (4.90) по z, получаем дополнительную связь характеристического

функционала Φ[t; v(τ)] с функционалом Ψ[z, t; v(τ)], которую можно записать в виде

1

iv(t)

d

dt
Φ[t; v(τ)] =

∞∫

−∞

dz1z1Ψ[t, z1; v(τ)] = Ψ[t; v(τ)]. (4.91)
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Умножая (4.90) на z и интегрируя по z, получаем связь функционала Ψ[t; v(τ)]

с функционалом Ψ[t, z; v(τ)]:

Ψ[t; v(τ)] = 〈z(t)〉 + i

t∫

0

dt1v(t1)

∞∫

−∞

dz1 〈z(t)|z1, t1〉Ψ[t1, z1; v(τ)]. (4.92)

В общем случае уравнение (4.90) представляет собой сложное интегральное урав-

нение, вид которого определяется функциями P (z, t) и p(z, t|z0, t0), т. е. характеристи-

ками марковского процесса.

В ряде случаев ситуация упрощается. Так, например, для телеграфного процесса

из (4.72) следует, что

〈z(t)|z1, t1〉 = z1e
−2ν(t−t1), 〈z(t)〉 = 0,

и мы получаем уравнение (4.77).

Задачи

Задача 4.1. Получить характеристический функционал для пуассоновского случай-

ного процесса (4.66).

Задача 4.2. Показать, что случайный процесс

ξN (t) = z1(t) + . . .+ zN (t),

где все zk(t)— статистически независимые телеграфные процессы с нулевым сред-

ним значением и корреляционной функцией

〈z(t)z(t+ τ)〉 =
σ2

N
e−α|τ |

при N → ∞ переходит в гауссов марковский случайный процесс

ξ(t) = lim
N→∞

ξN (t)

с экспоненциальной корреляционной функцией

〈ξ(t)ξ(t+ τ)〉 = σ2e−α|τ |.

Указание. Рассмотреть дифференциальное уравнение для характеристического

функционала процесса ξN (t)

ΦN [t; v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτξN (τ)v(τ)





〉
.



О ч ер к 5

РАСЩЕПЛЕНИЕ КОРРЕЛЯЦИЙ

5.1. Общие соотношения

Ограничимся для простоты одномерными случайными процессами (обобщения на

многомерные случаи не вызывают затруднений). При статистическом анализе дина-

мических систем необходимо уметь вычислять корреляцию 〈z(t)R[z(τ)]〉, где R[z(τ)]

— функционал, который может зависеть от процесса z(t) как явным, так и неявным

образом.

Для вычисления этого среднего значения рассмотрим вспомогательный функцио-

нал R [z(τ) + η(τ)], где η(t) — произвольная детерминированная функция, и вычислим

величину

〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉 . (5.1)

Функционал R [z(τ) + η(τ)] можно разложить в функциональный ряд Тейлора по

z(τ) и представить его в виде

R [z(τ) + η(τ)] = e

∞∫
−∞

dτz(τ) δ

δη(τ)

R [η(τ)] ,

вводя оператор функционального сдвига. Тогда для корреляции (5.1) получаем вы-

ражение

〈z(t)R [z(τ) + η(τ)]〉 = Ω

[
t;

δ

iδη(τ)

]
〈R [z(τ) + η(τ)]〉 , (5.2)

где функционал Ω[t; v(τ)] определяется в виде

Ω[t; v(τ)] =

〈
z(t) exp

{
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉

〈
exp

{
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉 =
1

Φ[v(τ)]

δ

iδv(t)
Φ[v(τ)] =

δ

iδv(t)
Θ[v(τ)].

(5.3)

где Θ[v(τ)] = lnΦ[v(τ)], а Φ[v(τ)] — характеристический функционал случайного про-

цесса z(t).

Учитывая, что вариационное дифференцирование по η(τ) можно заменить диф-

ференцированием по z(τ) и положить затем η(τ) = 0, получаем для интересующей

нас корреляции окончательное выражение

〈z(t)R[z(τ)]〉 =

〈
Ω

[
δ

iδz(τ)

]
R[z(τ)]

〉
. (5.4)
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Если воспользоваться разложением функционала Θ[v(τ)] в функциональный ряд

Тейлора (4.31) на с. 98, то функционал

Ω[t; v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn),

и, следовательно, выражение (5.4) принимает вид

〈z(t)R[z(τ)]〉 =
∞∑

n=0

1

n!

∞∫

−∞

dt1 . . .

∞∫

−∞

dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)

〈
δnR[z(τ)]

δz(t1) . . . δz(tn)

〉
. (5.5)

В физических задачах, удовлетворяющих условию динамической причинности по

времени t, статистические характеристики решения в момент времени t определяются

статистическими характеристиками случайного процесса z(τ) при 0 ≤ τ ≤ t, которые

полностью описываются характеристическим функционалом

Φ[t; v(τ)] = exp {Θ[t; v(τ)]} =

〈
exp



i

t∫

0

dτz(τ)v(τ)





〉
.

В этом случае полученные формулы остаются в силе для вычисления статистических

средних 〈z(t′)R[t; z(τ)]〉 при t′ < t, τ ≤ t, т. е. имеет место равенство

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

〈
Ω

[
t′, t;

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
(0 < t′ < t), (5.6)

где

Ω[t′, t; v(τ)] =
δ

iδv(t′)]
Θ[t; v(τ)] =

∞∑

n=0

in

n!

t∫

0

dt1 . . .

t∫

0

dtnKn+1(t
′, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn).

(5.7)

В случае когда t′ = t− 0, формула в (5.6) по-прежнему имеет место, т. е.

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 =

〈
Ω

[
t, t;

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
. (5.8)

Однако, разложение (5.7) не всегда дает правильный предельный переход при t′ → t−0

(т. е. операции предельного перехода и разложения в функциональный ряд Тейлора

могут быть и не перестановочны). В этом случае

Ω[t, t; v(τ)] =
1

Φ[t; v(τ)]

d

idv(t)
Φ[t; v(τ)] =

d

idv(t)
Θ[t; v(τ)] (5.9)

и статистические средние в (5.6) и (5.8) могут быть разрывны при t′ = t− 0.

Рассмотрим несколько примеров случайных процессов.
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5.2. Гауссов процесс

Для гауссова случайного процесса z(t) все формулы, полученные выше существен-

но упрощаются. В этом случае логарифм характеристического функционала Φ[v(τ)]

имеет вид (средние значение процесса z(t) считаем равным нулю) (4.40) на с. 104

Θ[t, v(τ)] = −1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dτ1dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2),

и, следовательно, функционал Ω[t; v(τ)] (5.3) принимает вид линейного функционала

Ω[t; v(τ)] = i

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)v(τ1), (5.10)

а формула (5.2) принимает вид

〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉 =

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)
δ

δη(τ1)
〈R[z(τ) + η(τ)]〉 . (5.11)

Заменяя теперь дифференцирование по η(τ) на дифференцирование по z(τ) и полагая

η(τ) = 0, получаем равенство

〈z(t)R[z(τ)]〉 =

∞∫

−∞

dτ1B(t, τ1)

〈
δ

δz(τ1)
R[z(τ)]

〉
, (5.12)

которое в физической литературе принято называть формулой Фурутцу-Новикова по

имени авторов, впервые ее получивших [1, 46].

Легко написать и многомерное обобщение формулы (5.12), которое можно запи-

сать в виде

〈zi1,...,in(r)R[z]〉 =

∫
dr′
〈
zi1,...,in(r)zj1,...,jn

(r′)
〉
〈

δR[z]

δzj1,...,jn
(r′)

〉
, (5.13)

где через r обозначены все непрерывные аргументы случайного поля векторного поля

z(r), а через i1, . . . , in — индексные аргументы. По повторяющимся индексным аргу-

ментам в правой части (5.13) предполагается суммирование.

Формулы (5.12) и (5.13) представляют обобщение формул (4.15), (4.22) на с. 95 на

случайные гауссовы процессы.

Если случайный процесс z(τ) определен только на отрезке времени [0, t], то функ-

ционал Θ[t, v(τ)] будет определяться выражением

Θ[t, v(τ)] = −1

2

t∫

0

t∫

0

dτ1dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2), (5.14)
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а функционалы Ω[t′, t; v(τ)], Ω[t, t; v(τ)] будут линейными функционалами:

Ω[t′, t; v(τ)] =
δ

iδv(t′)
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτB(t′, τ)v(τ),

Ω[t, t; v(τ)] =
d

iv(t)dt
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτB(t, τ)v(τ),

(5.15)

и, следовательно, формулы (5.6), (5.8) будут иметь вид

〈
z(t′)R[t, z(τ)]

〉
=

t∫

0

dτB(t′, τ)

〈
δR[z(τ)]

δz(τ)

〉
(t′ 6 t), (5.16)

совпадающий с равенством (5.12) при выполнении условия

δR[t; z(τ)]

δz(τ)
= 0 при τ < 0, τ > t. (5.17)

5.3. Пуассоновский процесс

Пуассоновский процесс определен выражением (4.65) на с. 111 и логарифм харак-

теристического функционала его описывается формулой (4.67). Формулы (5.7), (5.9)

для функционалов Ω[t′, t; v(τ)], Ω[t, t; v(τ)] теперь принимают вид

Ω[t′, t; v(τ)] =
δ

iδv(t′)
Θ[t, v(τ)] = −i

t′∫

0

dτg(t′ − τ)Ẇ




t∫

τ

dτ1v(τ1)g(τ1 − τ)



 ,

Ω[t, t; v(τ)] =
d

iv(t)dt
Θ[t, v(τ)] = −i

t∫

0

dτg(t− τ)Ẇ




t∫

τ

dτ1v(τ1)g(τ1 − τ)



 ,

(5.18)

где Ẇ (v) =
dW (v)

dv
= i

∞∫

−∞

dξξP (ξ)eiξv .

Равенства (5.18) можно, сменив порядок интегрирования, переписать следующим

образом:

Ω[t′, t; v(τ)] =

∞∫

−∞

dξξP (ξ)

t′∫

0

dτg(t′ − τ) exp




iξ
t∫

τ

dτ1v(τ1)g(τ1 − τ)




 (t′ 6 t) (5.19)

и для корреляции пуассоновского случайного процесса z(t) с функционалами от него

получаем выражение

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
= ν

∞∫

−∞

dξξP (ξ)

t′∫

0

dτ ′g(t′ − τ ′)
〈
R[t; z(τ) + ξg(τ − τ ′)]

〉
(t′ 6 t). (5.20)
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Частным случаем пуассоновского процесса, как говорилось ранее, является слу-

чайный процесс n(0, t), описывающий число скачков на интервале времени (0, t). Для

этого процесса P (ξ) = δ(ξ − 1) и g(t) = θ(t) и, следовательно, формула (5.20) прини-

мает особенно простой вид

〈n(0, t)R[t;n(0, τ)]〉 = ν

t′∫

0

dτ
〈
R[t;n(0, τ) + θ(t′ − τ)]

〉
(t′ 6 t). (5.21)

Равенство (5.21) является обобщением на пуассоновские процессы последней формулы

в (4.23) на с. 95 для пуассоновских случайных величин.

5.4. Телеграфный случайный процесс

Обратимся теперь к случаю телеграфного процесса, определяемого формулой (4.71)

на с. 113

z(t) = a(−1)n(0,t), (5.22)

где a — детерминированная величина.

Для вычисления же корреляции 〈z(t)R[t; z(τ)]〉, где τ ≤ t, как указывалось выше,

надо знать характеристический функционал процесса z(t), который, в данном случае

неизвестен. Мы имеем только уравнения (4.75) и (4.77) на с. 114, которые описывают

связь между функционалом

Ψ[t; v(τ)] =
1

iv(t)

d

dt
Φ[t; v(τ)] =

〈
z(t) exp




i
t∫

0

dτz(τ)v(τ)






〉

и самим характеристическим функционалом Φ[t; v(τ)] в виде

〈
z(t) exp



i

t∫

0

dτz(τ)v(τ)





〉
=

= ae−2νt + ia2

t∫

0

dt1e
−2ν(t−t1)v(t1)

〈
exp




i
t1∫

0

dτz(τ)v(τ)






〉
.

Этой связи достаточно для расщепления корреляции 〈z(t)R[t; z(τ)]〉, т. е. представле-

ния ее непосредственно через среднее значение 〈R[t; z(τ)]〉.
В самом деле, для любого функционала R[t; z(τ)], где τ ≤ t, имеет место равенство

〈z(t)R[t; z(τ) + η(τ)]〉 =

〈
z(t) exp






t∫

0

dτz(τ)
δ

δη(τ)






〉
R[t; η(τ)] =

= aR[t; η(τ)]e−2νt + a2

t∫

0

dt1e
−2ν(t−t1) δ

δη(t1)
〈R[t; z(τ)θ(t1 − τ) + η(τ)]〉 . (5.23)
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Здесь η(t) — произвольная детерминированная функция. Переходя к пределу η → 0,

получаем окончательный результат:

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 = aR[t; 0]e−2νt + a2

t∫

0

dt1e
−2ν(t−t1)

〈
δ

δz(t1)
R̃[t, t1; z(τ)]

〉
, (5.24)

где функционал R̃[t, t1; z(τ)] определяется формулой

R̃[t, t1; z(τ)] = R[t; z(τ)θ(t1 − τ + 0)]. (5.25)

Если случайная величина a имеет распределение вероятностей с плотностью (4.76)

на с. 114, то дополнительное усреднение (5.24) по a приводит к равенству

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 = a2
0

t∫

0

dt1e
−2ν(t−t1)

〈
δ

δz(t1)
R̃[t, t1; z(τ)]

〉
, (5.26)

Формула (5.26) по внешнему виду очень напоминает равенство для расщепле-

ния корреляции гауссова процесса z(t), имеющего экспоненциальную корреляционную

функцию (т. е. гауссова марковского процесса), с функционалом от него R[t; z(τ)]. От-

личие состоит в том, что в правой части (5.26) стоит не сам функционал R[t; z(τ)],

а функционал, «обрезанный» по процессу z(τ).

Продифференцируем формулу (5.24) по времени t. Учитывая, что при этом не надо

дифференцировать по верхнему пределу интеграла в правой части (5.24), получаем

выражение [47, 48]
(
d

dt
+ 2ν

)
〈z(t)R[t; z(τ)]〉 =

〈
z(t)

d

dt
R[t; z(τ)]

〉
, (5.27)

которое называется формулой дифференцирования.

Следует обратить внимание на одно существенное обстоятельство. В формуле диф-

ференцирования (5.27) функционал R[t; z(τ)] является произвольным функционалом

и, в частности, может быть равен просто процессу z(t−0). Вообще говоря, реализация

случайного телеграфного процесса является обобщенной функцией. Производная по

времени от этого процесса также является обобщенной функцией (последовательно-

стью дельта-функций) и при этом, вообще говоря,

z(t)
d

dt
z(t) 6= 1

2

d

dt
z2(t) ≡ 0.

Эти обобщенные функции, как и любые обобщенные функции, определяются только

функционалами, построенными на них. Такими функционалами в интересующем нас

случае являются усредненные величины, обозначенные 〈. . .〉, и формула дифференци-

рования (5.27) описывает дифференциальную связь между различными функциона-

лами, связанными со случайным процессом z(t) и его односторонними производными

при t→ t−0 dz/dt, d2z/dt2 и т. д. Так, например, из формулы (5.27) вытекают равен-

ства 〈
z(t)

d

dτ
z(τ)

〉∣∣∣∣
τ=t−0

= 2ν
〈
z2
〉
,

〈
z(t)

d2

dτ2
z(τ)

〉∣∣∣∣∣
τ=t−0

= 4ν2
〈
z2
〉
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и т. д., которые, разумеется, можно получить и непосредственно, дифференцируя,

например, корреляционную функцию 〈z(t)z(t′)〉 по t′ (t′ < t) при t′ → t− 0.

Остановимся теперь на некоторых обобщениях формул, полученных выше на слу-

чай векторного марковского процесса z(t) = {z1(t), . . . , zN (t)}. Так, например, для

процессов zi(t) с корреляционной функцией

〈zi(t)zj(t+ τ)〉 =
〈
z2
〉
δije

−α|τ | (5.28)

имеет место равенство

(
∂

∂t
+ αk

)
〈z1(t) . . . zk(t)R[t; z(τ)]〉 =

〈
z1(t) . . . zk(t)

∂

∂t
R[t; z(τ)]

〉
. (5.29)

Формула (5.29) определяет правило вынесения операции дифференцирования по вре-

мени из под знака среднего. Так, из (5.29) получаем соотношение

〈
z1(t) . . . zk(t)

∂n

∂tn
R[t; z(τ)]

〉
=

(
∂

∂t
+ αk

)n
〈z1(t) . . . zk(t)R[t; z(τ)]〉 , (5.30)

where k = 1, . . . , N .

5.5. Дельта-коррелированные случайные процессы

Особое место в физических задачах занимает случай, когда случайный процесс z(t)

можно рассматривать как дельта-коррелированный процесс. Важность этого случая

обусловлена прежде всего тем, что во многих физических задачах такая аппрокси-

мация флуктуаций параметров имеет ясную физическую природу и при этом для

плотности вероятностей решений соответствующих динамических систем может быть

получено замкнутое уравнение.

Для гауссова дельта-коррелированного во времени процесса корреляционная функ-

ция имеет вид

B(t1, t2) = 〈z(t1)z(t2)〉 = B(t1)δ(t1 − t2), (〈z(t)〉 = 0).

В этом случае функционалы Θ[t; v(τ)], Ω[t′, t; v(τ)] и Ω[t, t; v(τ)] (5.14), (5.15)

на с. 123, введенные ранее, равны

Θ[t; v(τ)] = −1

2

t∫

0

dτB(τ)v2(τ),

Ω[t′, t; v(τ)] = iB(t′)v(t′), Ω[t, t; v(τ)] =
i

2
B(t)v(t),

а формула (5.16), существенно упрощается и принимает вид

〈
z(t′)R[t; v(τ)]

〉
= B(t′)

〈
δ

δz(t′)
R[t; v(τ)]

〉
(0 < t′ < t),

〈z(t)R[t; v(τ)]〉 =
1

2
B(t)

〈
δ

δz(t)
R[t; v(τ)]

〉
.

(5.31)
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Выражения (5.31) описывают скачок статистических средних при t′ = t для рас-

сматриваемого гауссова дельта-коррелированного процесса. Существование этого

скачка обусловлено сугубо дельта-коррелированностью процесса, — если процесс не

дельта-коррелирован, то никакого скачка нет (см. формулу (5.16) на с. 123).

Дельта-коррелированный пуассоновский случайный процесс соответствует пре-

дельному переходу

g(t) → δ(t).

В этом случае логарифм характеристического функционала имеет простой вид

(см. (4.69) на с. 112) и, следовательно, формула (5.19) на с. 123 для функционалов

Ω[t′, t; v(τ)] и Ω[t, t; v(τ)] принимают вид

Ω[t′, t; v(τ)] = i

∞∫

−∞

dξξP (ξ)eiξv(t
′) (t′ < t),

Ω[t, t; v(τ)] =
ν

iv(t)

∞∫

−∞

dξξP (ξ)
[
eiξv(t) − 1

]
= ν

∞∫

−∞

dξP (ξ)

ξ∫

0

dηeiηv(t),

и для корреляции пуассоновского случайного процесса z(t) с функционалами от него

получаем выражение

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
= ν

∞∫

−∞

dξξP (ξ)
〈
R[t; z(τ) + ξδ(τ − τ ′)]

〉
(t′ 6 t),

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 = ν

∞∫

−∞

dξP (ξ)

ξ∫

0

dη 〈R[t; z(τ) + ηδ(t− τ)]〉 .

(5.32)

Эти выражения также описывают скачок статистических средних при t′ = t. Этот

скачок, также как и для гауссова процесса, обусловлен дельта-коррелированностью

пуассоновского процесса.

В общем случае дельта-коррелированного процесса z(t) разложение логарифма

характеристического функционала в функциональный ряд Тейлора имеет вид

Θ[t; v(τ)] =
∞∑

n=1

in

n!

t∫

0

dτKn(τ)v
n(τ), (5.33)

а все кумулянтные функции при этом определяются выражениями

Kn(t1, . . . , tn) = Kn(t1)δ(t1 − t2) . . . δ(tn−1 − tn).

Характерной чертой этих процессов, как видно из (5.33), является справедливость

равенства

Θ̇[t; v(τ)] = Θ̇[t; v(t)]

(
Θ̇[t; v(τ)] =

d

dt
Θ[t; v(τ)]

)
, (5.34)
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играющего принципиальную роль. Оно показывает, что величина Θ[t; v(τ)] для дель-

та-коррелированного процесса является не функционалом, а просто функцией време-

ни t. В этом случае функционалы Ω[t′, t; v(τ)] и Ω[t, t; v(τ)] равны

Ω[t′, t; v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!
Kn+1(t

′)vn(t′)
(
t′ < t

)
,

Ω[t, t; v(τ)] =
∞∑

n=0

in

(n+ 1)!
Kn+1(t)v

n(t),

а формулы для расщепления корреляций принимают вид

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

∞∑

n=0

in

n!
Kn+1(t

′)

〈
δnR[t; z(τ)]

δzn(t′)

〉 (
t′ < t

)
,

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 =
∞∑

n=0

in

(n+ 1)!
Kn+1(t)

〈
δnR[t; z(τ)]

δzn(t)

〉
.

(5.35)

Эти формулы описывают скачок при t′ = t статистических средних в общем случае

дельта-коррелированных процессов.

Отметим, что при t′ > t для дельта-коррелированных процессов имеет место оче-

видное равенство
〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=
〈
z(t′)

〉
〈R[t; z(τ)]〉 . (5.36)

Остановимся теперь на понятии дельта-коррелированных во времени случайных

полях.

Пусть имеется векторное поле f(x, t), где x — пространственные координаты,

а t — временна́я координата. В этом случае разложение логарифма характеристи-

ческого функционала в ряд Тейлора определяют кумулянтные функции случайного

поля f(x, t) (см. раздел 3.2). В частном случае, когда

Ki1,...,im
n (x1, t1; . . . ,xn, tn) = Ki1,...,im

n (x1, . . . ,xn; t1)δ(t1 − t2) . . . δ(tn−1 − tn) (5.37)

будем называть поле f(x, t) дельта-коррелированным случайным полем по времени t.

Тогда функционал Θ[t;ψ(x′, τ)] принимает вид

Θ[t;ψ(x′, τ)] =

=
∞∑

n=1

in

n!

t∫

0

dτ

∫
. . .

∫
dx1 . . . dxnK

i1,...,im
n (x1, . . . ,xn; τ)ψi1(x1, τ) . . . ψim(xn, τ), (5.38)

важной особенностью которого является равенство, аналогичное (5.34):

Θ̇[t;ψ(x′, τ)] = Θ̇[t;ψ(x′, t)]. (5.39)
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5.5.1. Асимптотический смысл дельта-коррелированных процессов

Дельта-коррелированных процессов и полей в природе не бывает. Все реальные

процессы и поля имеют конечный временно́й радиус корреляции, и дельта-коррели-

рованные процессы и поля — результат асимптотического разложения, связанного

с их временны́ми радиусами корреляции.

Поясним переход к дельта-коррелированному процессу на примере гауссова стаци-

онарного процесса с радиусом корреляции τ0. Логарифм характеристического функ-

ционала при этом описывается выражением

Θ[t; v(τ)] = −
t∫

0

dτ1v(τ1)

τ1∫

0

dτ2B

(
τ1 − τ2
τ0

)
v(τ2). (5.40)

Положим τ1 − τ2 = ξτ0, тогда выражение (5.40) примет вид

Θ[t; v(τ)] = −τ0
t∫

0

dτ1v(τ1)

τ1/τ2∫

0

dξB (ξ) v(τ1 − ξτ0).

Пусть теперь τ0 → 0. В этом случае главный член асимптотического разложения по

τ0 будет определяться формулой

Θ[t; v(τ)] = −τ0
∞∫

0

dξB (ξ)

t∫

0

dτ1v
2(τ1),

которую можно записать в виде

Θ[t; v(τ)] = −Beff

t∫

0

dτ1v
2(τ1), (5.41)

где

Beff =

∞∫

0

dτB

(
τ

τ0

)
=

1

2

∞∫

−∞

dτB

(
τ

τ0

)
. (5.42)

Конечно, асимптотическое разложение (5.41) справедливо не для любых функций

v(t), а только для таких, которые мало меняются за времена порядка τ0. Так, если

v(t) = vδ(t−t0), то асимптотическое разложение (5.41) не справедливо, и в этом случае

формула (5.40) заменяется выражением

Θ[t; v(τ)] = −1

2
B(0)v2 (t > t0),

соответствующим характеристической функции процесса z(t) для фиксированного

момента времени t = t0.

Рассмотрим теперь корреляцию 〈z(t)R[t; z(τ)]〉, которая в данном случае, согласно

формуле Фурутцу–Новикова (5.16) на с. 123, описывается формулой

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 =

t∫

0

dt1B

(
t− t1
τ0

)〈
δ

δz(t1)
R[t; z(τ)]

〉
.
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Выполняя замену переменных t− t1 → ξτ0, получаем выражение

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 = τ0

t/τ0∫

0

dξB (ξ)

〈
δ

δz(t− ξτ0)
R[t; z(τ)]

〉
, (5.43)

которое при τ0 → 0 переходит в равенство, соответствующее гауссову дельта-корре-

лированному процессу

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 = Beff

〈
δ

δz(t)
R[t; z(τ)]

〉
,

если, конечно, вариационная производная в равенстве (5.43) мало меняется за времена

порядка τ0.

Таким образом, аппроксимация процесса z(t) дельта-коррелированным процессом

обусловлена малостью изменения функционалов от этого процесса за времена порядка

его временно́му радиусу корреляции.

Рассмотрим теперь телеграфный процесс. Для этого процесса характеристический

функционал описывается уравнением (4.77) на с. 114. Время корреляции для этого

процесса τ0 = 1/2ν, и при ν → ∞ (τ0 → 0) это уравнение для достаточно гладких

функций v(t) переходит в уравнение

d

dt
Φ[t; v(τ)] = −a

2
0

2ν
v2(t)Φ[t; v(τ)], (5.44)

соответствующее гауссову дельта-коррелированному процессу. Если при этом считать

еще, что a2
0 → ∞, причем

lim
ν→∞

a2
0/2ν = σ2

0,

то уравнение (5.44) не будет содержать параметра ν. Конечно, это не означает, что

при ν → ∞ телеграфный процесс перестает быть телеграфным. Так, при ν → ∞ од-

ноточечное распределение вероятностей z(t) будет по-прежнему соответствовать те-

леграфному процессу, т. е. процессу с двумя возможными состояниями. Что касается

корреляционной функции и моментных функций более высокого порядка, то они при

ν → ∞ обладают всеми свойствами дельта функций, так как

lim
ν→∞

{
2νe−2ν|τ |

}
=

{
0, при τ 6= 0,

∞, при τ = 0.

Такие функции следует считать обобщенными функциями, и их дельтаобразный ха-

рактер будет проявляться в связанных с ними интегралами. При этом уравнение (5.44)

показывает, что предельный переход при ν → ∞ для таких величин эквивалентен за-

мене процесса z(t) на гауссов дельта-коррелированный процесс. Эта ситуация совер-

шенно аналогична аппроксимации гауссова случайного процесса с конечным радиусом

корреляции τ0 дельта-коррелированным процессом при τ0 → 0.

Задачи 131

Задачи

Задача 5.1. Вычислить статистическое среднее 〈g(ξ)f(ξ)〉ξ , где ξ — случайная

величина.

Решение.

〈g(ξ + η1)f(ξ + η2)〉ξ =

= exp

{
Θ

(
d

idη1
+

d

idη2

)
− Θ

(
d

idη1

)
− Θ

(
d

idη2

)}
〈g(ξ + η1)〉 〈f(ξ + η2)〉 .

Задача 5.2. Вычислить статистическое среднее
〈
eωξf(ξ)

〉

ξ
, где величина ω

может быть и комплексной.

Решение.

〈
eωξf(ξ + η)

〉

ξ
= exp

{
Θ

(
1

i

(
ω +

d

dη

))
− Θ

(
d

idη

)}
〈f(ξ + η)〉ξ .

Задача 5.3. Вычислить статистические средние
〈
eωξ
〉

ξ
,
〈
ξeωξ

〉

ξ
для гауссовой

случайной величины с нулевым средним значением.

Решение.

〈
eωξ
〉

ξ
= exp

{
ω2σ2

2

}
,
〈
ξeωξ

〉

ξ
= ωσ2 exp

{
ω2σ2

2

}
.

Задача 5.4. Вычислить статистическое среднее
〈
eωξf(ξ)

〉

ξ
для гауссовой случай-

ной величины с нулевым средним значением.

Решение.
〈
eωξf(ξ)

〉

ξ
= exp

{
ω2σ2

2

}〈
f(z + ωσ2)

〉
.

Задача 5.5. Расщепить корреляцию 〈F [z(τ)]R[z(τ)]〉 .

Решение.

〈F [z(τ) + η1(τ)]R[z(τ) + η2(τ)]〉 =

=

〈
exp

{
Θ

[
1

i

(
δ

δη1(τ)
+

δ

δη2(τ)

)]
− Θ

[
1

i

δ

δη1(τ)

]
− Θ

[
1

i

δ

δη2(τ)

]}〉
×

× 〈F [z(τ) + η1(τ)]〉 〈R[z(τ) + η2(τ)]〉 ,

где η1(τ) и η2(τ) — произвольные детерминированные функции.

Задача 5.6. Расщепить корреляцию 〈F [z(τ)]R[z(τ)]〉 для гауссова случайного

процесса z(t).
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Решение.

〈F [z(τ) + η1(τ)]R[z(τ) + η2(τ)]〉 =

= exp






∞∫

−∞

∞∫

−∞

dτ1dτ2B(τ1, τ2)
δ

δη1(τ1)

δ

δη2(τ2)




×

× 〈F [z(τ) + η1(τ)]〉 〈R[z(τ) + η2(τ)]〉 ,

или

〈F [z(τ)]R[z(τ) + η(τ)]〉 = F



z(τ) +

∞∫

−∞

dτ1B(τ, τ1)
δ

δη(τ 1)



 〈R[z(τ) + η(τ)]〉 .

Задача 5.7. Расщепить корреляцию

〈
e
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

R[z(τ)]

〉
для гауссова случайного

процесса z(t).

Решение.

〈
e
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

R[z(τ)]

〉
= Φ[v(τ)]

〈
R



z(τ) + i

∞∫

−∞

dτ1B(τ, τ1)v(τ1)




〉
.

Задача 5.8. Расщепить корреляцию

〈
e
i

t∫
0

dτz(τ)v(τ)

R[t; z(τ)]

〉
для гауссова случайно-

го процесса z(t).

Решение.

〈
e
i

t∫
0

dτz(τ)v(τ)

R[t; z(τ)]

〉
= Φ[t; v(τ)]

〈
R


t; z(τ) + i

t∫

0

dτ1B(τ, τ1)v(τ1)



〉
,

где Φ[t; v(τ)] — характеристический функционал гауссова случайного процесса z(t).

Задача 5.9. Вычислить характеристический функционал процесса z(t) = ξ2(t),

где ξ(t) — гауссов процесс с параметрами

〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t1)ξ(t2)〉 = B(t1 − t2).

Указание. Характеристический функционал

Φ[t; v(τ)] = 〈ϕ[t; ξ(τ)]〉 , где ϕ[t; ξ(τ)] = exp



i

t∫

0

dτv(τ)ξ2(τ)





удовлетворяет стохастическому уравнению

d

dt
Φ[t; v(τ)] = iv(t)

〈
ξ2(t)ϕ[t; ξ(τ)]

〉
.
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Далее для величины Ψ(t1, t) = 〈ξ(t1)ξ(t)ϕ[t; ξ(τ)]〉 следует получить интегральное

уравнение

Ψ(t1, t) = B(t1 − t)Φ[t; v(τ)] + 2i

t∫

0

dτB(t1 − τ)v(τ)Ψ(τ, t)

и представить функцию Ψ(t1, t) в виде

Ψ(t1, t) = S(t1, t)Φ[t; v(τ)].

Решение. Характеристический функционал Φ[t; v(τ)] имеет структуру

Φ[t; v(τ)] = exp



i

t∫

0

dτv(τ)S(τ, τ)



 ,

где

S(t, t) =
∞∑

n=0

S(n)(t, t),

S(n)(t, t) = (2i)n
t∫

0

dτ1v(τ1) . . .

t∫

0

dτn v(τn)B(t− τ1)B(τ1 − τ2) . . . B(τn − t).

Следовательно, n-й кумулянт процесса z(t) = ξ2(t) определяется величиной S(n−1)(t, t).

Задача 5.10. Вычислить характеристический функционал процесса z(t) = ξ2(t),

где ξ(t) — гауссов марковский процесс с параметрами

〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t1)ξ(t2)〉 = B(t1 − t2) = σ2 exp{−α|t1 − t2|}.

Решение. Характеристический функционал Φ[t; v(τ)] имеет структуру

Φ[t; v(τ)] = exp



i

t∫

0

dτv(τ)S(τ, τ)



 ,

где функция S(t, t) описывается дифференциальным уравнением

d

dt
S(t, t) = −2α

[
S(t, t) − σ2

]
+ 2iv(t)S2(t, t), S(t, t)|t=0 = σ2.

Задача 5.11. Показать, что для телеграфного случайного процесса имеет место

выражение

〈z(t1)z(t2)R[z(τ)]〉 = 〈z(t1)z(t2)〉 〈R[z(τ)]〉 ,

справедливое для произвольного функционала R[z(τ)] при условии τ ≤ t2 ≤ t1 [49].

Указание. Разложить функционал R[z(τ)] в ряд Тейлора по z(τ) и использовать

формулы (4.73).
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Задача 5.12. Показать, что для телеграфного случайного процесса имеет место

равенство [49]

〈F [z(τ1)]z(t1)z(t2)R[z(τ2)]〉 =

= 〈F [z(τ1)]〉 〈z(t1)z(t2)〉 〈R[z(τ2)]〉 + 〈F [z(τ1)]z(t1)〉 〈z(t2)R[z(τ2)]〉 ,

справедливое для любых τ1 ≤ t1 ≤ t2 ≤ τ2 и произвольных функционалов F [z(τ1)] и

R[z(τ2)], если величина a — случайна с плотностью распределения вероятностей

p(a) =
1

2
[δ(a − a0) + δ(a + a0)] .

Указание. Представить функционал R[z(τ2)] в виде ряда Тейлора по z(τ)

R[z(τ2)] =
∑

2k

+
∑

2k+1

,

где первая сумма содержит четное число сомножителей z(τ), а вторая — нечетное и

учесть, что

〈R[z(τ2)]〉 =

〈
∑

2k

〉
, 〈z(t2)R[z(τ2)]〉 =

〈
z(t2)

∑

2k

〉
.

Задача 5.13. Показать, что для телеграфного процесса имеет место равенство

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
= e−2ν(t′−t) 〈z(t)R[t; z(τ)]〉 (t′ > t).

Указание. Переписать корреляцию 〈z(t′)R[t; z(τ)]〉, где t′ ≥ t, τ < t в виде

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

1

a2
0

〈
z(t′)z(t)z(t)R[t; z(τ)]

〉
.

О ч е р к 6

ОБЩИЕ ПОДХОДЫ К СТОХАСТИЧЕСКИМ ДИНАМИЧЕСКИМ
СИСТЕМАМ

В этой главе мы рассмотрим основные методы нахождения статистических харак-

теристик решений стохастических уравнений.

Рассмотрим линейное (дифференциальное, интегро-дифференциальное или инте-

гральное) стохастическое уравнение. В общем случае, усреднение его по ансамблю

реализаций флуктуирующих параметров не дает замкнутого уравнения для соответ-

ствующего среднего значения. Замкнутое уравнение можно получить с помощью пере-

хода к дополнительному расширенному пространству, которое в большинстве случаев

является бесконечномерным. Таким образом можно перейти к линейному уравнению

для средней величины, содержащему вариационные производные.

Рассмотрим конкретные типы динамических систем.

6.1. Обыкновенные дифференциальные

уравнения

Пусть динамика векторной функции x(t) описывается обыкновенным дифферен-

циальным уравнением

d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0. (6.1)

Здесь через функцию v(x, t) обозначена детерминированная функция, а через f(x, t) —

случайная функция.

Решение уравнения (6.1) является функционалом от f(y, τ)+v(y, τ) при τ ∈ (t0, t),

т. е.

x(t) = x[t; f(y, τ) + v(y, τ)].

Отсюда вытекает равенство

δ

δfj(y, τ)
F (x(t)) =

δ

δvj(y, τ)
F (x(t)) =

∂F (x(t))

∂xi

δxi(t)

δfj(y, τ)
,

справедливое для произвольной функции F (x). Кроме того

δ

δfj(y,t− 0)
xi(t) =

δ

δvj(y,t− 0)
xi(t) = δijδ (x(t)−y) .

Соответствующее уравнение Лиувилля для индикаторной функции

ϕ(x, t) = δ(x(t) − x),

135
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вытекающее из уравнения (6.1), имеет вид

∂

∂t
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
{[v(x, t) + f(x, t)]ϕ(x, t)} , ϕ(x, t0) = δ(x − x0), (6.2)

откуда следует равенство

δ

δf(y, t− 0)
ϕ(x, t) =

δ

δv(y,t− 0)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
{δ(x − y)ϕ(x, t)} , (6.3)

с помощью которого можно переписать уравнение (6.2) в более сложном, на первый

взгляд, виде:

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) =

∫
dyf (y, t)

δ

δv(y, t)
ϕ(x, t). (6.4)

Рассмотрим теперь одновременну́ю плотность вероятностей для решения x(t) урав-

нения (6.1):

P (x, t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉 .

Здесь x(t) — решение уравнения (6.1), соответствующее конкретной реализации слу-

чайного поля f(x, t), а через скобки 〈. . .〉 обозначено усреднение по ансамблю всех

реализаций поля f(x, t).

Усредним уравнение (6.4) по ансамблю реализаций поля f(x, t). В результате

получаем выражение

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) =

∫
dy

δ

δv(y, t)
〈f(y, t)ϕ(x, t)〉 . (6.5)

Величина 〈f(y, t)ϕ(x, t)〉 в правой части (6.5) описывает корреляцию между случай-

ным полем f(y, t) и функцией ϕ(x, t), являющуюся функционалом случайного поля

f(y, τ), и описывающейся уравнениями (6.2) или (6.4).

Статистические характеристики случайного поля f(y, τ) при τ ∈ (t0, t) полностью

описываются его характеристическим функционалом

Φ[t, t0;u(y, τ)] =

〈
exp



i

t∫

t0

dτ

∫
dyf(y, τ)u(y, τ)





〉
= exp {Θ[t, t0;u(y, τ)]} .

Для расщепления корреляции 〈f(y, t)ϕ(x, t)〉 воспользуемся функциональной

методикой. Функционал ϕ[t,x; f(y, τ)+v(y, τ)] можно переписать в операторном виде,

вводя оператор функционального сдвига по полю v(y, τ):

ϕ[t,x; f(y, τ) + v(y, τ)] = exp






t∫

t0

dτ

∫
dyf(y, τ)

δ

δv(y, τ)




ϕ[t,x;v(y, τ)].
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Следовательно, член в правой части (6.5) можно переписать в виде

∫
dy

δ

δvj(y, t)

〈
fj(y, t) exp

{
t∫
t0

dτ
∫
dy′f(y′, τ)

δ

δv(y′, τ)

}〉

〈
exp

{
t∫
t0

dτ
∫
dy′f(y′, τ)

δ

δv(y′ , τ)

}〉 P (x, t) =

= Θ̇t

[
t, t0;

δ

iδv(y, τ)

]
P (x, t),

где введен функционал

Θ̇t[t, t0;u(y, τ)] =
d

dt
ln Φ[t, t0;u(y, τ)].

Следовательно, уравнение (6.5) можно записать в виде
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = Θ̇t

[
t, t0;

δ

iδv(y, τ)

]
P (x, t). (6.6)

Уравнение (6.6) является замкнутым уравнением с вариационными производными

в функциональном пространстве всех возможных функций {v(y, τ)}. Для фиксиро-

ванной же функции v(x, t) мы приходим уже к незамкнутому уравнению
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) =

〈
Θ̇t

[
t, t0;

δ

iδf(y, t)

]
ϕ[t,x; f(y, τ)]

〉
,

P (x, t0) = δ(x − x0).

(6.7)

Уравнение (6.7) является точным следствием исходного динамического уравне-

ния (6.1). Статистические характеристики случайного поля f(x, t) входят в него толь-

ко через функционал Θ̇t[t, t0;u(y, τ)], разложение которого в функциональный степен-

ной ряд по u(x, τ) определяется всеми пространственно-временны́ми кумулянтными

функциями случайного поля f(x, t).

Как говорилось ранее, в общем случае уравнение (6.7) не замкнуто относительно

функции P (x, t), так как величина

Θ̇t

[
t, t0;

δ

iδf(y, τ)

]
δ(x(t) − x),

стоящая под знаком усреднения, определяется зависимостью поведения решения x(t)

от случайного поля f(y, τ) для всех моментов времени t0 < τ < t. Существует,

однако, ряд случаев, когда вариационная производная в (6.7) выражается через обыч-

ные дифференциальные операторы. В этих случаях уравнения типа (6.7) будут уже

замкнутыми уравнениями для соответствующих плотностей вероятностей. Такого

рода примеры будут приведены несколько позднее.

Аналогичным образом можно получить уравнение типа (6.7) и для m-временно́й

плотности вероятностей

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = 〈ϕm(x1, t1; . . . ;xm, tm)〉 , (6.8)
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относящейся к m различным моментам времени t1 < t2 < . . . < tm, где индикаторная

функция определяется равенством

ϕm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = δ(x(t1) − x1) . . . δ(x(tm) − xm).

Дифференцируя (6.8) по времени tm и используя затем динамическое уравне-

ние (6.1), можно получить уравнение

(
∂

∂tm
+

∂

∂xm
v(xm,tm)

)
Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) =

=

〈
Θ̇tm

[
tm, t0;

δ

iδf(y, τ)

]
ϕm(x1, t1; . . . ;xm, tm)

〉
. (6.9)

Здесь суммирование по индексу m не производится. Начальное условие к (6.9) можно

найти из формулы (6.8). Полагая tm = tm−1 в (6.8), получаем равенство

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm−1) = δ(xm − xm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1),

которое и определяет начальное условие для уравнения (6.9).

6.2. Динамические системы, допускающие полный

статистический анализ

Рассмотрим теперь несколько примеров динамических систем, допускающих

достаточно полный статистический анализ для произвольных случайных параметров.

6.2.1. Обыкновенные дифференциальные уравнения

Пример мультипликативного воздействия

В качестве первого примера рассмотрим векторное стохастическое уравнение

с начальным условием

d

dt
x(t) = z(t)g(t)F(x), x(0) = x0, (6.10)

где g(t) и Fi(x), i = 1, . . . , N, — детерминированные функции, а z(t) — случайный

процесс, статистические характеристики которого описываются характеристическим

функционалом

Φ[t; v(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτz(τ)v(τ)





〉
= eΘ[t;v(τ)].

Уравнения (6.10) обладает особенностью, позволяющей решить задачу о нахожде-

нии статистических характеристик их решений в общем случае произвольной статис-

тики процесса z(t). Дело в том, что если ввести новое «случайное» время

T =

t∫

0

dτz(τ)g(τ),
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то уравнения (6.10) примут форму «детерминированных» уравнений

d

dT
x(T ) = F(x), x(0) = x0,

и, следовательно, решение уравнения (6.10) имеет структуру

x(t) = x(T ) = x




t∫

0

dτz(τ)g(τ)


 . (6.11)

Варьируя (6.11) по z(τ) и используя (6.10), получаем равенство

δ

δz(τ)
x(t) = g(τ)

d

dT
x(T ) = g(τ)F(x(t)). (6.12)

Таким образом, вариационные производные решения x(t) выражаются через

само же решение в тот же момент времени. Это позволяет сразу написать замкну-

тые уравнения для статистических характеристик задачи (6.10).

Получим уравнение для одноточечной плотности вероятностей

P (x, t) = 〈δ(x(t) − x)〉 .

Оно имеет вид
∂

∂t
P (x, t) =

〈
Θ̇t

[
t;

δ

iδz(τ)

]
δ (x(t)−x)

〉
. (6.13)

Рассмотрим теперь действие оператора δ/δz(τ) на индикаторную функцию

ϕ(x, t) = δ(x(t) − x).

Используя формулу (6.12), получаем выражение

δ

δz(τ)
δ (x(t)−x) = −g(τ) ∂

∂x
{F(x)ϕ(x, t)} .

Следовательно, уравнение (6.13) можно переписать в виде замкнутого операторного

уравнения

∂

∂t
P (x, t) = Θ̇t

[
t; ig(τ)

∂

∂x
F(x)

]
P (x, t), P (x, 0) = δ(x − x0), (6.14)

конкретный вид которого определяется характером процесса z(t).

Для двухвременно́й плотности вероятностей

P (x, t;x1, t1) = 〈δ(x(t) − x)δ(x(t1) − x1)〉

аналогичным образом получаем уравнение (при t > t1 )

∂

∂t
P (x, t;x1, t1) = Θ̇t

[
t; ig(τ)

{
∂

∂x
F(x) + θ(t1−τ)

∂

∂x1
F(x1)

}]
P (x, t;x1, t1) (6.15)

с начальным условием

P (x, t1;x1, t1) = δ(x − x1)P (x1, t1),
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где функция P (x1, t1) удовлетворяет уравнению (6.14).

Из уравнения (6.15) видно, что многовременна́я плотность вероятностей не допус-

кает факторизации через плотность вероятностей перехода (см. раздел 3.3) и, сле-

довательно, процесс x(t) не является марковским. Конкретный вид уравнений (6.14)

и (6.15) определяется выбором статистики процесса z(t).

Так, если процесс z(t) — гауссов с характеристиками

〈z(t)〉 = 0, B(t, t′) =
〈
z(t)z(t′)

〉
,

то функционал

Θ[t; v(τ)] = −1

2

t∫

0

dt1

t∫

0

dt2B(t1, t2)v(t1)v(t2),

и уравнение (6.14) выглядит следующим образом:

∂

∂t
P (x, t) = g(t)

t∫

0

dτB(t, τ)g(τ)
∂

∂xj
Fj(x)

∂

∂xk
Fk(x)P (x, t) (6.16)

и его можно рассматривать как обобщенное уравнение Фоккера–Планка.

К задачам типа (6.10) приводит класс задач, описываемый системой уравнений

d

dt
x(t) = z(t)F(x) − λx(t), x(0) = x0, (6.17)

где F(x) — однородные полиномы степени k. Вводя новые функции

x(t) = x̃(t)e−λt,

мы придем к задаче (6.10) с функцией g(t) = e−λ(k−1)t. В важном частном случае

k = 2 и для функций F(x) таких, что xF(x) = 0, система уравнений (6.10) описывает

системы гидродинамического типа с линейным трением. При этом взаимодействие

между компонентами носит случайный характер.

Для систем гидродинамического типа при λ = 0 и для любой реализации про-

цесса z(t) имеет место закон сохранения энергии. В этом случае имеется стационар-

ное распределение вероятностей при t → ∞ P (x), которое является равномерным

распределением на сфере x2
i = E0, если нет дополнительных интегралов движения.

При наличии дополнительных интегралов движения (как это имеет место, например,

при конечномерной аппроксимации двумерного движения жидкости) стационарное

распределение вероятностей будет сосредоточено на области фазового пространства,

допускаемого интегралами движения.

Отметим, что в частном случае одномерного линейного уравнения типа (6.17) для

гауссова процесса z(t), определяющего логарифмически нормальный случайный про-

цесс (логнормальный) простейшего вида,

d

dt
x(t) = −λx(t) + z(t)x(t), x(0) = 1,
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вместо (6.16) получаем обобщенное уравнение Фоккера–Планка

(
∂

∂t
+ λ

∂

∂x
x

)
P (x, t) =

t∫

0

dτB(t, τ)
∂

∂x
x
∂

∂x
xP (x, t), P (x, 0) = δ(x− 1). (6.18)

Пример аддитивного воздействия

Рассмотрим теперь класс линейных уравнений

d

dt
x(t) = A(t)x(t) + f(t), x(0) = x0, (6.19)

где A(t) — детерминированная матрица, а f(t) — случайная вектор-функция с задан-

ным характеристическим функционалом Φ[t;v(τ)].

Для плотности вероятностей решения уравнения (6.19) имеем

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂xi
(Aik(t)xkP (x, t)) +

〈
Θ̇t

[
t;

δ

iδf(τ)

]
δ (x(t)−x)

〉
. (6.20)

В рассматриваемой задаче вариационная производная δx(t)/δf(τ) удовлетворяет

также линейному уравнению (τ < t) с начальным условием:

d

dt

δ

δf(τ)
xi(t) = Aik(t)

δ

δf(τ)
xk(t),

δ

δfl(τ)
xi(t)

∣∣∣∣
t=τ

= δil. (6.21)

Уравнение (6.21) уже не содержит случайностей и определяет функцию Грина Gil(t, τ)

для однородной системы (6.19), т. е.

δ

δfl(τ)
xi(t) = Gil(t, τ).

Следовательно,
δ

δfl(τ)
δ(x(t) − x) = − ∂

∂xk
Gkl(t, τ)δ(x(t) − x),

и уравнение (6.20) превращается в замкнутое уравнение

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂xi
(Aik(t)xkP (x,t)) + Θ̇t

[
t; iGkl(t, τ)

∂

∂xk

]
P (x, t). (6.22)

Из уравнения (6.22) следует, что уравнение для любого момента величины x(t) бу-

дет замкнутым линейным уравнением, содержащим только конечное число кумулянт-

ных функций, порядок которых не превосходит порядка рассматриваемого момента.

Аналогичным образом для двухвременно́й плотности вероятностей

P (x, t;x1, t1) = 〈δ(x(t) − x)δ(x(t1) − x1)〉

получаем уравнение

∂

∂t
P (x, t;x1, t1) = − ∂

∂xi
(Aik(t)xkP (x,t;x1,t1)) +

+ Θ̇t

[
t; i {Gkl(t, τ) +Gkl(t1, τ)}

∂

∂xl

]
P (x, t;x1, t1) (t > t1) (6.23)
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с начальным условием

P (x, t1;x1, t1) = δ(x − x1)P (x1, t1),

где P (x1, t1) — одноточечная плотность вероятностей, описываемая уравнением (6.22).

Из уравнения (6.23) следует, что процесс x(t) не является марковским. Конкретная

форма уравнений (6.22) и (6.23) определяется структурой функционала Φ[t; v(τ)], т. е.

случайным характером функции f(t).

Так, для гауссова векторного процесса f(t) с параметрами

〈f(t)〉 = 0, Bij(t, t
′) =

〈
fi(t)fj(t

′)
〉

уравнение (6.22) принимает вид обобщенного уравнения Фоккера–Планка:

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂xi
(Aik(t)xkP (x,t)) +

t∫

0

dτBjl(t, τ)Gkj(t, t)Gml(t, τ)
∂2

∂xk∂xm
P (x, t).

(6.24)

В качестве конкретной задачи рассмотрим динамику частицы с трением под

действием случайных сил [50].

Инерционная частица под действием случайных сил. Простейший пример

диффузии частицы под действием случайной внешней силы f(t) с линейным трением

описывается линейной системой уравнений (1.77) на с. 45

d

dt
r(t) = v(t),

d

dt
v(t) = −λ [v(t) − f(t)] ,

r(0) = 0, v(0) = 0.

(6.25)

Стохастическое решение уравнений (6.25) имеет вид

v(t) = λ

t∫

0

dτe−λ(t−τ)f(τ), r(t) =

t∫

0

dτ
[
1 − e−λ(t−τ)

]
f(τ) (6.26)

и для стационарного случайного процесса f(t) с корреляционным тензором
〈
fi(t)fj(t

′)
〉

= Bij(t− t′)

и временны́м радиусом корреляции τ0, определяемым соотношением

∞∫

0

dτBii(τ) = τ0Bii(0),

получаем аналитические выражения для корреляционных функций скорости и коор-

динаты частицы

〈vi(t)vj(t)〉 = λ

t∫

0

dτBij(τ)
[
e−λτ − e−λ(2t−τ)

]
,

1

2

d

dt
〈ri(t)rj(t)〉 = 〈ri(t)vj(t)〉 =

t∫

0

dτBij(τ)
[
1 − e−λt

] [
1 − e−λ(t−τ)

]
.

(6.27)
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В стационарном режиме, когда λt ≫ 1 и t/τ0 ≫ 1, но параметр λτ0 произволен,

скорость частицы является стационарным процессом с корреляционным тензором

〈vi(t)vj(t)〉 = λ

∞∫

0

dτBij(τ)e
−λτ , (6.28)

а величины

〈ri(t)vj(t)〉 =

∞∫

0

dτBij(τ), 〈ri(t)rj(t)〉 = 2t

∞∫

0

dτBij(τ). (6.29)

Если к тому же λτ0 ≫ 1, то корреляционный тензор скорости переходит в

〈vi(t)vj(t)〉 = Bij(0) (6.30)

в согласии с уравнением (6.25), так как в этом пределе v(t) ≡ f(t).

Если же выполнено условие λτ0 ≪ 1, то

〈vi(t)vj(t)〉 = λ

∞∫

0

dτBij(τ)

и этот результат соответствует дельта-коррелированному приближению случайного

процесса f(t).

Введем теперь индикаторную функцию для решения уравнения (6.25)

ϕ(r,v, t) = δ (r(t) − r) δ (v(t) − v) ,

которая описывается уравнением Лиувилля

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
ϕ(r,v, t) = −λf(t) ∂

∂v
ϕ(r,v, t),

ϕ(r,v, 0) = δ (r) δ (v) .

(6.31)

Среднее значение индикаторной функции ϕ(r,v, t) по ансамблю реализаций слу-

чайного процесса f(t) описывает совместную одновременну́ю плотность вероятностей

положения частицы и ее скорости

P (r,v, t) = 〈ϕ(r,v, t)〉 = 〈δ (r(t) − r) δ (v(t) − v)〉f .

Усредним уравнение (6.31) по ансамблю реализаций случайного процесса f(t).

В результате получаем незамкнутое уравнение

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) = −λ ∂

∂v
〈f(t)ϕ(r,v, t)〉 ,

P (r,v, 0) = δ (r) δ (v) ,

(6.32)



144 Очерк 6. Общие подходы к стохастическим динамическим системам

содержащее корреляцию 〈f(t)ϕ(r,v, t)〉, которое эквивалентно равенству

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) =

〈
.
Θ

[
t;

δ

iδf(τ)

]
ϕ(r,v, t)

〉
,

P (r,v, 0) = δ (r) δ (v) ,

(6.33)

где функционал
.
Θ [t;ψ(τ)] связан с характеристическим функционалом случайного

процесса f(t)

Φ [t;ψ(τ)] =

〈
exp



i

t∫

0

dτ ψ(τ)f(τ)





〉
= eΘ[t;ψ(τ)]

по формуле
.
Θ [t;ψ(τ)] =

d

dt
ln Φ [t;ψ(τ)] =

d

dt
Θ [t;ψ(τ)] .

Функционал Θ [t;ψ(τ)] можно разложить в функциональный степенной ряд

Θ[t;ψ(τ)] =
∞∑

n=1

in

n!

t∫

0

dt1 . . .

t∫

0

dtnK
(n)
i1,...,in

(t1, . . . , tn)ψi1(t1) . . . ψin(tn),

где функции

K
(n)
i1,...,in

(t1, . . . , tn) =
1

in
δn

δψi1(t1) . . . δψin(tn)
Θ[t;ψ(τ)]

∣∣∣∣
ψ=0

являются кумулянтными функциями случайного процесса f(t) порядка n.

Рассмотрим вариационную производную

δ

δfj(t′)
ϕ(r,v, t) = −

[
∂

∂rk

δrk(t)

δfj(t′)
+

∂

∂vk

δvk(t)

δfj(t′)

]
ϕ(r,v, t). (6.34)

Для динамической задачи (6.25) вариационные производные функций r(t) и v(t) в ра-

венстве (6.34) вычисляются из выражений (6.26) и имеют вид

δvk(t)

δfj(t′)
= λδkje

−λ(t−t′),
δrk(t)

δfj(t′)
= δkj

[
1 − e−λ(t−t′)

]
. (6.35)

Используя равенства (6.35), можно теперь выражение (6.34) записать в виде

δ

δf(t′)
ϕ(r,v, t) = −

{[
1 − e−λ(t−t′)

] ∂
∂r

+ λe−λ(t−t′) ∂

∂v

}
ϕ(r,v, t)

и, следовательно, переписать уравнение (6.33) в замкнутом виде

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) =

.
Θ

[
t; i

{[
1 − e−λ(t−t′)

] ∂
∂r

+ λe−λ(t−t′) ∂

∂v

}]
P (r,v, t),

(6.36)

P (r,v, 0) = δ (r) δ (v) .

Отметим, что из уравнения (6.36) следует, что уравнения для моментных функций

порядка n содержат кумулянтные функции порядка не более чем n.
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Предположим теперь, что процесс f(t)—гауссов стационарный процесс с нулевым

средним значением и корреляционным тензором

Bij(t− t′) =
〈
fi(t)fj(t

′)
〉
.

В этом случае характеристический функционал процесса f(t) есть

Φ [t;ψ(τ)] = exp



−1

2

t∫

0

t∫

0

dt1dt2Bij(t1 − t2)ψi(t1)ψj(t2)



 .

Для функционала
.
Θ [t;ψ(τ)] получаем выражение

.
Θ [t;ψ(τ)] = −ψi(t)

t∫

0

dt′Bij(t− t′)ψj(t
′)

и мы приходим из уравнения (6.36) к обобщению уравнения Фоккера–Планка

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) = λ2

t∫

0

dτBij(τ)e
−λτ ∂2

∂vi∂vj
P (r,v, t)+

+ λ

t∫

0

dτBij(τ)
[
1 − e−λτ

] ∂2

∂vi∂rj
P (r,v, t). (6.37)

Уравнение (6.37) — точное уравнение и справедливо для всех моментов време-

ни. Как следует из него функции r(t) и v(t) являются гауссовыми. Для моментных

функций процессов r(t) и v(t) обычным путем получаем систему уравнений

d

dt
〈ri(t)rj(t)〉 = 2 〈ri(t)vj(t)〉 ,

(
d

dt
+ λ

)
〈ri(t)vj(t)〉 = 〈vi(t)vj(t)〉 + λ

t∫

0

dτBij(τ)
[
1 − e−λτ

]
,

(
d

dt
+ 2λ

)
〈vi(t)vj(t)〉 = 2λ2

t∫

0

dτBij(τ)e
−λτ .

(6.38)

Из системы (6.38) следует, что стационарные значения всех одновременны́х кор-

реляций при λt≫ 1 and t/τ0 ≫ 1 описываются выражениями

〈vi(t)vj(t)〉 = λ

∞∫

0

dτBij(τ)e
−λτ , 〈ri(t)vj(t)〉 = Dij ,

〈ri(t)rj(t)〉 = 2tDij ,

(6.39)

где пространственный диффузионный тензор

Dij =

∞∫

0

dτBij(τ), (6.40)
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в согласии с выражениями (6.28) и (6.29).

Замечание. Временно́й корреляционный тензор и временно́й радиус корреляции

процесса v(t).

Мы можем также вычислить временно́й радиус корреляции скорости v(t) т. е.

величину 〈vi(t)vj(t1)〉 . Для нее получаем уравнение для времен t1 < t с помощью

равенств (6.35)

(
d

dt
+ λ

)
〈vi(t)vj(t1)〉 = λ2

t1∫

0

dt′Bij(t− t′)e−λ(t1−t′) = λ2eλ(t−t1)

t∫

t−t1

dτBij(τ)e
−λτ ,

(6.41)

с начальным условием

〈vi(t)vj(t1)〉 |t=t1 = 〈vi(t1)vj(t1)〉 . (6.42)

Для стационарного режима при λt ≫ 1, λt1 ≫ 1, но фиксированной величине

(t− t1), получаем уравнение с начальным условием (τ = t− t1)

(
d

dτ
+ λ

)
〈vi(t+ τ)vj(t)〉 = λ2eλτ

∞∫

τ

dτ1Bij(τ1)e
−λτ1 ,

〈vi(t+ τ)vj(t)〉τ=0 = 〈vi(t)vj(t)〉 .

(6.43)

Легко написать решение уравнения (6.43), однако нас интересует временно́й радиус

корреляции случайного процесса v(t) — τv. Для получения этой величины проинте-

грируем уравнение (6.43) по параметру τ на интервале (0,∞). В результате получаем

выражение

λ

∞∫

0

dτ 〈vi(t+ τ)vj(t)〉 = 〈vi(t)vj(t)〉 + λ

∞∫

0

dτ1Bij(τ1)
[
1 − e−λτ1

]
,

и, следовательно, с помощью равенства (6.39) приходим к выражению

τv
〈
v2(t)

〉
= Dii = τ0Bii(0), (6.44)

т. е.

τv =
τ0Bii(0)

〈v2(t)〉 =
τ0Bii(0)

λ
∞∫
0
dτBii(τ)e−λτ

=





τ0, если λτ0 ≫ 1,

1/λ, если λτ0 ≪ 1.

(6.45)

�

Интегрируя уравнение (6.37) по r, получаем замкнутое уравнение для плотности

вероятностей скорости частицы

(
∂

∂t
− λ

∂

∂v
v

)
P (v, t) = λ2

t∫

0

dτBij(τ)e
−λτ ∂2

∂vi∂vj
P (r,v, t),

P (r,v, 0) = δ (v) .
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Решение этого уравнения соответствует гауссову процессу v(t) с корреляционным тен-

зором (6.27). Это связано с тем, что второе уравнение системы (6.25) замкнуто. При

выполнении условия λt≫ 1 следует, что существует стационарная плотность вероят-

ностей, описываемая уравнением

− ∂

∂v
vP (v, t) = λ

∞∫

0

dτBij(τ)e
−λτ ∂2

∂vi∂vj
P (v, t)

и скорость установления этого распределения зависит от параметра λ.

Написать уравнение для плотности вероятностей координаты частицы P (r, t) непо-

средственно из уравнения (6.37) не удается. Действительно, интегрируя уравне-

ние (6.37) по v, получаем равенство

∂

∂t
P (r, t) = − ∂

∂r

∫
vP (r,v, t)dv, P (r, 0) = δ (r) . (6.46)

Для функции
∫
vkP (r,v, t)dv имеем равенство

(
∂

∂t
+ λ

)∫
vkP (r,v, t)dv = − ∂

∂r

∫
vkvP (r,v, t)dv−

− λ

t∫

0

dτBkj(τ)
[
1 − e−λτ

] ∂

∂rj
P (r, t), (6.47)

и так далее. Таким образом мы получаем бесконечную систему уравнений.

Случайная функция r(t) описывается первым уравнением в системе (6.25) и если

бы мы знали полную статистику функции v(t) (т. е. многовременну́ю статистику),

то могли бы вычислить все статистические характеристики функции r(t). Однако,

уравнение (6.37) описывает только одновременны́е статистические величины и только

бесконечная система величин, подобных (6.46), (6.47) и т. д. эквивалентна многовре-

менно́й статистике для v(t). Действительно, функция

r(t) =

t∫

0

dt1v(t1)

и пространственный коэффициент диффузии в стационарном режиме, как мы видели

в выражении (6.44), является

1

2

d

dt

〈
r2(t)

〉
=

∞∫

0

dτ 〈v(t+ τ)v(t)〉 = τv
〈
v2(t)

〉
= Dii = τ0Bii(0), (6.48)

и зависит от временно́го радиуса корреляции τv случайной функции v(t) и ее диспер-

сии.

Однако, для этой простейшей задачи, мы непосредственно знаем дисперсии всех

величин и корреляции функций v(t) и r(t) (см. выражения (6.27)) и, следователь-

но, мы можем написать уравнение для плотности вероятностей координаты частицы
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P (r, t), которое есть диффузионное уравнение

∂

∂t
P (r, t) = Dij(t)

∂2

∂ri∂rj
P (r, t), P (r, 0) = δ (r)

с диффузионным тензором (6.27)

Dij(t) =
1

2

d

dt
〈ri(t)rj(t)〉 =

1

2
{〈ri(t)vj(t)〉 + 〈rj(t)vi(t)〉} =

=

t∫

0

dτBij(τ)
[
1 − e−λt

] [
1 − e−λ(t−τ)

]
.

При условии λt≫ 1 получаем уравнение

∂

∂t
P (r, t) = Dij

∂2

∂ri∂rj
P (r, t), P (r, 0) = δ (r) (6.49)

с диффузионным тензором

Dij =

∞∫

0

dτBij(τ). (6.50)

Отметим, что переход от уравнения (6.37) к уравнению для плотности вероятно-

стей координаты частицы (6.49) с коэффициентом диффузии (6.48) соответствует, так

называемой, проблеме Крамерса.

Если выполнено условие λτ0 ≪ 1, где τ0 — временно́й радиус корреляции процесса

f(t), то уравнение (6.37) упрощается

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) = λ2

t∫

0

dτBij(τ)
∂2

∂vi∂vj
P (r,v, t),

P (r,v, 0) = δ (r) δ (v) ,

и соответствует, так называемому, приближению дельта-коррелированного процесса

для случайной функции f(t). Если время t≫ τ0, то мы можем заменить верхний пре-

дел в интеграле на бесконечность и перейти к обычному диффузионному уравнению

Фоккера–Планка

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) = λ2Dij

∂2

∂vi∂vj
P (r,v, t),

P (r,v, 0) = δ (r) δ (v) ,

(6.51)

с диффузионным тензором (6.48). В этом приближении объединенный случайный про-

цесс {r(t), v(t)} есть марковский процесс.

При выполнении условия λt ≫ 1 имеется стационарное уравнение для плотности

вероятностей скорости частицы

−λ ∂

∂v
vP (v) = λ2Dij

∂2

∂vi∂vj
P (v),
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и нестационарное уравнение для плотности вероятностей координаты частицы

∂

∂t
P (r, t) = Dij

∂2

∂ri∂rj
P (r, t), P (r, 0) = δ (r) .

Рассмотрим теперь предельный случай λτ0 ≫ 1. В этом случае уравнение (6.37)

может быть записано в виде:

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) = λBij(0)

[
1 − e−λt

] ∂2

∂vi∂vj
P (r,v, t)−

−Bij(0)
[
1 − e−λt

] ∂2

∂vi∂rj
P (r,v, t) + λ

t∫

0

dτBij(τ)
∂2

∂vi∂rj
P (r,v, t),

P (r,v, 0) = δ (r) δ (v) .

Интегрируя это уравнение по r, получаем уравнение для плотности вероятностей ско-

рости частицы

(
∂

∂t
− λ

∂

∂v
v

)
P (v, t) = λBij(0)

[
1 − e−λt

] ∂2

∂vi∂vj
P (v, t),

P (v, 0) = δ (v) ,

и при условии λt≫ 1, получаем стационарную гауссову плотность вероятностей с дис-

персией

〈vi(t)vj(t)〉 = Bij(0).

Что касается плотности вероятностей положения частицы, то при выполнении

условия λt≫ 1 получаем уравнение

∂

∂t
P (r, t) = Dij

∂2

∂ri∂rj
P (r, t), P (r, 0) = δ (r) (6.52)

с тем же коэффициентом диффузии, как и ранее. Это связано с равенством (6.44),

которое не зависит от параметра λ. Отметим, что это уравнение соответствует пре-

дельному переходу λ→ ∞ в уравнении (6.25)

d

dt
r(t) = v(t), v(t) = f(t), r(0) = 0.

В этом предельном случае λ→ ∞ (λτ0 ≫ 1) мы имеем равенство

v(t) ≈ f(t), (6.53)

и вся многовременна́я статистика случайных функций v(t) и r(t) будет описываться

статистическими характеристиками процесса f(t). В частности, одновременна́я плот-

ность вероятностей скорости частицы v(t)—гауссова с дисперсией 〈vi(t)vj(t)〉 = Bij(0),

а пространственный коэффициент диффузии определяется выражением

D =
1

2

d

dt

〈
r2(t)

〉
=

∞∫

0

dτBii(τ) = τ0Bii(0).
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В случае справедливости дельта-коррелированного приближения процесса f(t)

(λτ0 ≪ 1), как мы видели ранее, приближенное равенство (6.53) уже несправедливо

для нахождения статистических характеристик процесса v(t). Однако, для одновре-

менны́х статистических характеристик процесса r(t) мы по-прежнему имеем уравне-

ние (6.52) с тем же пространственным диффузионным тензором. Это связано с ра-

венством (6.44), справедливым для любого параметра λ и произвольной плотности

вероятностей случайного процесса f(t).

Выше мы рассмотрели несколько типов стохастических обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, допускающих замкнутое статистическое описание в общем виде.

Ясно, что аналогичные ситуации могут существовать и в динамических системах, опи-

сываемых уравнениями в частных производных.

6.2.2. Примеры уравнений в частных производных

Прежде всего отметим, что уравнение в частных производных первого порядка

(
∂

∂t
+ z(t)g(t)

∂

∂x
F(x)

)
ρ(x, t) = 0, (6.54)

эквивалентно системе обыкновенных дифференциальных уравнений (6.10) на с. 138 и,

следовательно, также допускает полное статистическое описание для произвольного

случайного процесса z(t).

Решение ρ(r, t) уравнения (6.54) является линейным функционалом случайного

процесса z(t); имеет место равенство

ρ(x, t) = ρ[x, t; z(τ)] = ρ(x, T [t; z(τ)]),

где

T [t; z(τ)] =

t∫

0

dτ z(τ)g(τ), (6.55)

и уравнение (6.54) можно переписать в виде

(
∂

∂T
+

∂

∂x
F(x)

)
ρ(x, T ) = 0.

В этом случае для вариационной производной получаем выражение

δ

δz(τ)
ρ(x, t) =

δ

δz(τ)
ρ(x, T [t; z(τ)]) =

dρ(x, T )

dT

δT [t; z(τ)]

δz(τ)
=

= θ(t− τ)g(τ)
dρ(x, T )

dT
= −θ(t− τ)g(τ)

∂

∂x
F(x)ρ(x, t).

Рассмотрим теперь класс нелинейных уравнений в частных производных, в общем

случае произвольного порядка, не содержащих явной зависимости от пространствен-

ной переменной x, а именно:

(
∂

∂t
+ z(t)

∂

∂x

)
q(x, t) = F

(
t, q,

∂q

∂x
,
∂

∂x
⊗ ∂q

∂x
, . . .

)
, (6.56)
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где z(t) — векторный случайный процесс, а F — детерминированная функция своих

переменных. Представим решение этого уравнения в виде

q(x, t) = exp



−

t∫

0

dτ z(τ)
∂

∂x



Q (x, t) = Q



x −
t∫

0

dτ z(τ), t



 , (6.57)

где введен оператор сдвига. Для функция Q(x, t) получаем уравнение

exp



−

t∫

0

dτ z(τ)
∂

∂x




∂Q(x, t)

∂t
=

= F



t,



exp




−
t∫

0

dτ z(τ)
∂

∂x




Q



 ,



exp




−
t∫

0

dτ z(τ)
∂

∂x





∂Q

∂x



 ,

∂

∂x
⊗

exp




−
t∫

0

dτ z(τ)
∂

∂x





∂Q

∂x


 , . . . ,


 . (6.58)

Оператор сдвига можно вынести за скобки функции F

(
t, q,

∂q

∂x
,
∂

∂x
⊗ ∂q

∂x
, . . .

)
, в силу

его свойств, и переписать уравнение (6.58) в виде детерминированного уравнения

∂Q(x, t)

∂t
= F

(
t,Q,

∂Q

∂x
,
∂

∂x
⊗ exp

∂Q

∂x
, . . .

)
. (6.59)

Таким образом для вариационной производной можно получить выражение

δq(x, t)

δz(τ)
=

δQ

(
x−

t∫
0
dτ z(τ), t

)

δz(τ)
= −θ(t− τ)

∂

∂x
q(x, t), (6.60)

т. е. для этого примера вариационные производные решения задачи (6.56) выражаются

через пространственные производные.

В качестве конкретного примера рассмотрим уравнение Бюргерса со случайным

сносом z(t)

∂

∂t
v(x, t) +

[
(v + z(t))

∂

∂x

]
v(x, t) = ν

∂2

∂x2
v(x, t). (6.61)

В этом случае его решение имеет вид

v(x, t) = exp



−

t∫

0

dτ z(τ)
∂

∂x



V(x, t) = V



x−
t∫

0

dτ z(τ), t



 ,

где функция V(x, t) описывается обычным уравнением Бюргерса

∂

∂t
V(x, t) +

(
V(x, t)

∂

∂x

)
V(x, t) = ν

∂2

∂x2
V(x, t). (6.62)
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Для этого примера вариационная производная описывается выражением

δ

δzi(τ)
v(x, t) =

δ

δzi(τ)
V



x−
t∫

0

dτ z(τ), t



 = −θ(t− τ)
∂

∂xi
v(x, t). (6.63)

Для таких задач различные статистические характеристики решения определяют-

ся непосредственно путем усреднения соответствующих выражений, построенных по

решению последнего уравнения.

К сожалению, число уравнений, допускающих достаточно полный анализ, ограни-

чено. В общем случае, для анализа динамических систем приходится прибегать к раз-

личным асимптотическим и приближенным методам. В физических исследованиях,

часто используются и дают хорошие результаты методы, основанные на аппрокси-

мации реальных случайных процессов и полей дельта-коррелированными во времени

процессами и полями.

6.3. Дельта-коррелированные процессы и поля

Для дельта-коррелированного во времени случайного поля f(x, t), выполняется

равенство (см. раздел 5.5 на с. 126)

Θ̇t[t, t0;v(y, τ)] ≡ Θ̇t[t, t0;v(y, t)]

и ситуация существенно упрощается. В этом случае дельта-коррелированность поля

f(x, t) означает, что

Θ[t, t0;v(y, τ)] =
∞∑

i=1

in

n!

t∫

t0

dτ

∫
dy1 . . .

∫
dynK

i1,...,in
n (y1, . . . ,yn; τ)vi1(y1, τ) . . .vin(yn, τ),

т. е. его кумулянтные функции имеют структуру

Ki1,...,in
n (y1, t1; . . . ;yn, tn) = Ki1,...,in

n (y1, . . . ,yn;t1)δ(t1 − t2) . . . δ(tn−1 − tn).

Уравнения (6.7) на с. 137, и (6.9) принимают в этом случае вид замкнутых опера-

торных уравнений для функций P (x, t), p(x, t|x0, t0) и Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) в силу

равенства (6.3). Так вместо (6.7) получаем уравнение
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x,t) = Θ̇t

[
t, t0; i

∂

∂x
δ(y − x)

]
P (x, t),

P (x, 0) = δ(x − x0),

(6.64)

конкретный вид которого определяется видом функционала Θ[t, t0;v(y, τ)], т. е. ста-

тистическим характером случайного поля f(x, t). Соответственно, вместо (6.9) для m-

временно́й плотности вероятностей получаем операторное уравнение (t1≤t2 ≤ . . . ≤tm)

(
∂

∂t
+

∂

∂xm
v(xm, tm)

)
Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) =

= Θ̇tm

[
tm, t0; i

∂

∂xm
δ(y − xm)

]
Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm), (6.65)
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Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm−1) = δ(xm − xm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1),

Решение уравнения (6.65) можно искать в виде

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1). (6.66)

Так как все дифференциальные операции в (6.65) относятся к tm, xm, то подстав-

ляя (6.66) в (6.65), находим следующее уравнение для плотности вероятностей пере-

хода:
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
p(x, t|x0,t0) =Θ̇t

[
t, t0; i

∂

∂x
δ(y − x)

]
p(x, t|x0, t0),

p(x, t|x0, t0)|t→t0 = δ(x − x0).

(6.67)

Здесь мы обозначили переменные xm, tm через x, t и переменные xm−1, tm−1 через

x0, t0.

Применяя формулу (6.66) (m− 1) раз, получаем соотношение

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1)...p(x2, t2|x1, t1)P (x1, t1), (6.68)

где P (x1, t1) — плотность вероятностей, определяемая уравнением (6.64) и относяща-

яся к одному моменту времени t1. Равенство (6.68) выражает многовременну́ю плот-

ность вероятностей через произведение плотностей вероятностей перехода и означает,

что случайный процесс x(t) является марковским. Плотность вероятностей перехода,

при этом

p(x, t|x0, t0) = 〈δ(x(t|x0, t0) − x)〉 .
Конкретная модель флуктуаций параметров может существенно упростить полу-

ченные уравнения.

Так, например, для гауссова дельта-коррелированного поля f(x, t) корреляцион-

ный тензор имеет следующую структуру: (〈f(x, t)〉 = 0)

Bij(x, t;x
′, t′) = 2δ(t − t′)Fij(x,x

′; t).

Функционал Θ[t, t0;v(y, τ)] в этом случае принимает вид

Θ[t, t0;v(y, τ)] = −
t∫

t0

dτ

∫
dy1

∫
dy2Fij(y1,y2; τ)vi(y1, τ)vj(y2, τ)

и уравнение (6.64) переходит в уравнение Фоккера-Планка
(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x,t) +Ak(x,t)]

)
P (x, t) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x,t)P (x,t)] , (6.69)

где

Ak(x, t) =
∂

∂x′l
Fkl(x,x

′;t)

∣∣∣∣∣
x′=x

.

В виду особой важности случая гауссова дельта-коррелированного поля f(x, t)

для физических приложений, это приближение, обычно называемом приближением

гауссова дельта-коррелированного поля f(x, t), с других позиций будет более подроб-

но рассмотрено в гл. 8. Рассмотрим несколько примеров конкретных стохастических

уравнений.
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6.3.1. Одномерное нелинейное дифференциальное уравнение

Рассмотрим одномерное стохастическое уравнение

d

dt
x(t) = f(x, t) + z(t)g(x, t), x(0) = x0, (6.70)

где f(x, t) и g(x, t) — детерминированные функции, а z(t) — случайная функция вре-

мени. Для индикаторной функции ϕ(x, t) = δ(x(t) − x) имеем уравнение Лиувилля

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
ϕ(x, t) = −z(t) ∂

∂x
{g(x, t)ϕ(x, t)}

и, следовательно, уравнение для одновременно́й плотности вероятностей P (x, t) имеет

вид (
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
P (x, t) =

〈
Θ̇t

[
t,

δ

iδz(τ)

]
ϕ(x, t)

〉
.

Для дельта-коррелированного случайного процесса z(t) имеет место

Θ̇t[t, v(τ)] = Θ̇t[t, v(t)]

и, учитывая равенство

δ

δz(t − 0)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
{g(x, t)ϕ(x, t)} ,

получаем замкнутое операторное уравнение

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
P (x, t) = Θ̇t

[
t, i

∂

∂x
g(x, t)

]
P (x, t). (6.71)

Для гауссова дельта-коррелированного процесса

Θ[t, v(τ)] = −1

2

t∫

0

dτB(τ)v2(τ), (6.72)

и уравнение (6.71) принимает вид уравнения Фоккера–Планка:

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
P (x, t) =

1

2
B(t)

∂

∂x
g(x, t)

∂

∂x
g(x, t)P (x, t). (6.73)

Для пуассоновского дельта-коррелированного случайного процесса z(t)

Θ[t, v(τ)] = ν

t∫

0

dτ





∞∫

−∞

dξP (ξ)eiξv(τ) − 1



 , (6.74)

и уравнение (6.71) становится таковым:

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
P (x, t) = ν






∞∫

−∞

dξP (ξ)e−ξ
∂

∂x
g(x,t)−1




P (x, t). (6.75)
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Пусть, например, g(x, t) = 1, т. е. уравнение (6.70) выглядит следующим образом:

d

dt
x(t) = f(x, t) + z(t), x(0) = x0.

В этом случае оператор в правой части (6.75) является оператором сдвига и уравне-

ние (6.75) принимает вид уравнения Колмогорова–Феллера:

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
P (x, t) = ν

∞∫

−∞

dξP (ξ)P (x − ξ, t) − νP (x, t).

Пусть теперь g(x, t) = x, т. е. уравнение (6.70) записывается в следующей форме:

d

dt
x(t) = f(x, t) + z(t)x(t), x(0) = x0.

Тогда уравнение (6.75) выглядит следующим образом:

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
P (x, t) = ν





∞∫

−∞

dξP (ξ)e−ξ
∂

∂x
x−1



P (x, t). (6.76)

Вычислим действие оператора в правой части (6.76) в этом случае. Разложим этот

оператор в ряд по ξ и рассмотрим действие каждого члена разложения

{
e−ξ

∂

∂x
x − 1

}
P (x, t) =

∞∑

n=1

(−ξ)n
n!

(
∂

∂x
x

)n
P (x, t).

Представляя x в виде x = eϕ, в эту формулу можно преобразовать следующим

образом (то обстоятельство, что x — знакопеременная величина, несущественно):

∞∑

n=1

(−ξ)n
n!

e−ϕ
∂n

∂ϕn
eϕP (eϕ, t) = e−ϕ

{
e−ξ

∂

∂ϕ − 1
}
eϕP (eϕ, t) = e−ξP (eϕ−ξ, t) − P (eϕ, t).

Возвращаясь теперь к переменной x, можно представить уравнение (6.76) окончатель-

но в виде интегро-дифференциального уравнения типа Колмогорова–Феллера:

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x, t)

)
P (x, t) = ν

∞∫

−∞

dξP (ξ)e−ξP (xe−ξ, t) − νP (x, t).

6.3.2. Линейное операторное уравнение

Рассмотрим теперь в качестве примера случай линейных операторных стохасти-

ческих уравнений

d

dt
x(t) = Â(t)x(t) + z(t)B̂(t)x(t), x(0) = x0, (6.77)

где Â(t) и B̂(t) — детерминированные операторы, которые могут быть, например,

операторами дифференцирования по вспомогательным переменным или обычными
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матрицами. Функцию z(t) будем считать случайной дельта-коррелированной функ-

цией.

Усредним систему (6.77). Согласно общим формулам

d

dt
〈x(t)〉 = Â(t) 〈x(t)〉 +

〈
Θ̇t

[
t,

δ

iδz(t)

]
x(t)

〉
. (6.78)

Учитывая теперь равенство

δ

δz(t − 0)
x(t) = B̂(t)x(t),

которое следует непосредственно из (6.77), уравнение (6.78) можно переписать в виде

d

dt
〈x(t)〉 = Â(t) 〈x(t)〉 + Θ̇t

[
t,−iB̂

]
〈x(t)〉 . (6.79)

Таким образом, для линейной системы (6.77) уравнения для средних значений также

являются линейными.

Логарифм характеристического функционала Θ[t; v(τ)] для дельта-коррелирован-

ных процессов можно разложить в функциональный ряд Тейлора:

Θ[t; v(τ)] =
∞∑

n=1

in

n!

t∫

0

dτKn(τ)v
n(τ), (6.80)

гдеKn(t) определяют кумулянтные функции процесса z(t). Подставляя выражение (6.80)

в (6.79), получаем уравнение

d

dt
〈x(t)〉 = Â(t) 〈x(t)〉 +

∞∑

n=1

1

n!
Kn(t)

[
B̂(t)

]n
〈x(t)〉 . (6.81)

Если теперь существует такая степень оператора B̂l(t), что B̂l(t) = 0, то уравне-

ние (6.81) принимает вид

d

dt
〈x(t)〉 = Â(t) 〈x(t)〉 +

l−1∑

n=1

1

n!
Kn(t)

[
B̂(t)

]n
〈x(t)〉 . (6.82)

В этом случае в уравнение для среднего значения входит только часть кумулянтов

процесса z(t). Это означает, что если интересоваться только уравнением для среднего

значения, то совсем не обязательно знать распределение вероятностей для функции

z(t); достаточно знать только определенные кумулянты процесса z(t) и то обстоятель-

ство, что процесс z(t) можно рассматривать как дельта-коррелированный случайный

процесс. Примером такой физической системы является задача статистического опи-

сания осциллятора с флуктуирующей частотой.

Задачи 157

Задачи

Задача 6.1. Получить обратное уравнение для плотности вероятностей

P (x, t|x0, t0) = 〈δ(x(t|x0, t0) − x)〉 исходя из обратного уравнения Лиувилля (3.8) на

с. 75, описывающего эволюцию динамической системы (6.1) на с. 135 в зависимости

от начальных условий x0, t0.

Решение.

(
∂

∂t0
+ v(x0, t0)

∂

∂x0

)
P (x, t|x0, t0) =

〈
Θ̇t0

[
t, t0;

δ

iδf(y, τ)

]
δ (x(t|x0, t0) − x)

〉
,

где

Θ̇t0 [t, t0;u(y, τ)] =
d

dt0
ln Φ[t, t0;u(y, τ)],

а Φ[t, t0;u(y, τ)] — характеристический функционал для случайного поля f(x0, t0).

Задача 6.2. Получить уравнение для плотности вероятностей решения задачи,

описывающей одномерную задачу о диффузии пассивной примеси

∂

∂t
ρ(x, t) + v(t)

∂

∂x
f(x)ρ(x, t) = 0, ρ(x, 0) = ρ0(x),

где v(t) — гауссов случайный стационарный процесс с параметрами

〈v(t)〉 = 0, Bv(t− t′) =
〈
v(t)v(t′)

〉 (
σ2 = Bv(0)=

〈
v2(t)

〉)
,

а f(x) — детерминированная функция.

Указание. Усреднить уравнение Лиувилля (3.19) на с. 78 по ансамблю реализаций

случайного процесса v(t), которое можно записать в виде

∂

∂t
ϕ(x, t; ρ) = −v(t)

{
∂

∂x
f(x) − ∂f(x)

∂x

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)}
ϕ(x, t; ρ),

ϕ(x, 0; ρ) = δ(ρ0(x) − ρ).

Воспользоваться формулой Фурутцу-Новикова (5.16) на с. 123 и учесть формулу (6.12)

на с. 139, которая для данной задачи для функционала ϕ[x, t; ρ; v(τ)] записывается в

виде

δ

δv(t′)
ϕ [x, t; ρ; v(τ)] =

∂ϕ(x, T (t), ρ)

∂T
θ(t− t′) =

= −θ(t− t′)

{
∂

∂x
f(x) − ∂f(x)

∂x

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)}
ϕ(x, t; ρ),

где новое "случайное" время T [t, v(τ)] =

t∫

0

dτ v(τ), а θ(t) – функция Хевисайда.
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Решение.

∂

∂t
P (x, t; ρ) =

t∫

0

dτB(τ)

{
∂

∂x
f(x) − df(x)

dx

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)}
×

×
{
f(x)

∂

∂x
− df(x)

dx

∂

∂ρ
ρ

}
P (x, t; ρ),

P (0, x; ρ) = δ(ρ0(x) − ρ),

которое можно переписать в виде

∂

∂t
P (x, t; ρ) =

t∫

0

dt′B(t′)

{
∂

∂x
f2(x)

∂

∂x
− ∂

∂x
f(x)

df(x)

dx

∂

∂ρ
ρ−

−df(x)

dx
f(x)

∂

∂x

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)
+

[
df(x)

dx

]2 ∂

∂ρ
ρ

(
1 +

∂

∂ρ
ρ

)}
P (x, t; ρ),

P (x, 0; ρ) = δ(ρ0(x) − ρ).

Замечание. Отметим, что если, например функция f(x) имеет характерный мас-

штаб изменения по x − k−1 и является периодической функцией ("быстрое измене-

ние"), то, дополнительно усредняя уравнение по этим масштабам (по x), получаем

уравнение для "медленных" пространственных изменений

∂

∂t
P (x, t; ρ) =

t∫

0

dt′B(t′)



f

2(x)
∂2

∂x2
+

[
df(x)

dx

]2 ∂2

∂ρ2
ρ2



P (x, t; ρ),

P (x, 0; ρ) = δ(ρ0(x) − ρ).

Если начальное условие не зависит от x, т. е. соответствует однородному состоянию ρ0,

то и плотность вероятностей будет также не зависеть от x и описываться уравнением

∂

∂t
P (t; ρ) =

[
df(x)

dx

]2 t∫

0

dt′B(t′)
∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ), P (0; ρ) = δ(ρ0 − ρ).

Это уравнение соответствует плотности вероятностей логнормального случайного

процесса. При t≫ τ0 это уравнение переходит в уравнение

∂

∂t
P (t; ρ) = Dρ

∂2

∂ρ2
ρ2P (t; ρ), P (0; ρ) = δ(ρ0 − ρ), (6.83)

где коэффициент диффузии в ρ – пространстве Dρ

Dρ =

[
df(x)

dx

]2 ∞∫

0

dt′B(t′) = σ2τ0

[
df(x)

dx

]2
,

a τ0 – временно́й радиус корреляции случайного процесса v(t). Уравнение (6.83) можно

также переписать в виде

∂

∂t
P (t; ρ) = Dρ

∂

∂ρ
ρP (t; ρ) +Dρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
ρP (t; ρ), P (0; ρ) = δ(ρ0 − ρ). (6.84)

Задачи 159

Свойства логарифмически нормального случайного процесса будут далее подроб-

но рассматриваться в разделе 8.3.3 на стр. 183.

Задача 6.3. Получить уравнение для среднего поля, описываемого одномерным урав-

нением Бюргерса со случайным сносом

∂

∂t
q(x, t) + (q + z(t))

∂

∂x
q(x, t) = ν

∂2

∂x2
q(x, t), (6.85)

где z(t) — гауссов стационарный во времени процесс с корреляционной функцией

B(t− t′) =
〈
z(t)z(t′)

〉
.

Указание. При усреднении уравнения (6.85) следует воспользоваться формулой

Фурутцу–Новикова

〈z(t)q(x, t)〉 =

t∫

0

dτ B(t− τ)

〈
δ

δz(τ)
q(x, t)

〉
,

и выражением
〈q[z(τ) + η1(τ)]q[z(τ) + η2(τ)]〉 =

= exp





t∫

0

dτ1

t∫

0

dτ2B(τ1 − τ2)
δ2

δη1(τ1)δη2(τ2)



 〈q[z(τ) + η1(τ)]q[z(τ) + η2(τ)]〉 ,

для расщепления корреляций (см. главу 5 и задачу 5.5 на с. 131), которые в силу (6.63),

можно записать в виде

〈z(t)q(x, t)〉 = −
t∫

0

dτ B(τ)
∂

∂x
〈q(x, t)〉 ,

〈
q2(x, t)

〉
= exp




2

t∫

0

dτ (t− τ)B(τ)
∂2

∂η1∂η2




 〈q(x, t+ η1)〉 〈q(x, t+ η2)〉 |η=0 =

=
∞∑

n=0

2n

n!




t∫

0

dτ (t− τ)B(τ)




n [

∂n

∂xn
〈q(x, t)〉

]2
.

Решение.

∂

∂t
〈q(x, t)〉 +

1

2

∂

∂x

∞∑

n=0

2n

n!




t∫

0

dτ(t− τ)B(τ)




n [

∂n

∂xn
〈q(x, t)〉

]2
=

=



ν +

t∫

0

dτB(τ)



 ∂2

∂x2
〈q(x, t)〉 . (6.86)

Задача 6.4. Получить уравнение (6.86) для среднего поля, описываемого одномер-

ным уравнением Бюргерса со случайным сносом (6.85), исходя из равенства (6.57),

где z(t) — гауссов стационарный во времени процесс с корреляционной функцией

B(t− t′) =
〈
z(t)z(t′)

〉
.
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Указание. Воспользоваться равенством

〈q(x, t)〉 = exp





1

2

t∫

0

dτ1

t∫

0

dτ2B(τ1 − τ2)
∂2

∂x2



Q(x, t) =

= exp






t∫

0

dτ (t− τ)B(τ)
∂2

∂x2




Q(x, t).

Задача 6.5. Получить уравнение для плотности вероятностей решения стохасти-

ческого уравнения (1.32) на с. 30, описывающего стохастический параметрический

резонанс, для дельта-коррелированного случайного процесса z(t).

Указание. Переписать уравнение (1.32) в виде системы уравнений

d

dt
x(t) = y(t),

d

dt
y(t) = −ω2

0[1 + z(t)]x(t),

x(0) = x0, y(0) = y0.

(6.87)

Решение.

∂

∂t
P (x, y, t) =

(
−y ∂

∂x
+ ω2

0x
∂

∂y

)
P (x, y, t) +

.
Θt

[
t;−iω2

0x
∂

∂y

]
P (x, y, t),

P (x, y, 0) = δ (x− x0) δ (y − y0) ,

(6.88)

где
.
Θt [t; v(τ)] =

d

dt
Θ [t; v(τ)], Θ [t; v(τ)] = ln Φ [t; v(τ)], а Φ [t; v(τ)] — характеристиче-

ский функционал процесса z(t).

Задача 6.6. Исходя из системы уравнений (6.87) получить уравнение для среднего

значения величины

Ak(t) = xk(t)yN−k(t) (k = 0, . . . , N)

для дельта-коррелированного случайного процесса z(t).

Решение.

d

dt
〈Ak(t)〉 = k 〈Ak−1(t)〉 − ω2

0(N − k) 〈Ak+1(t)〉+

+
N∑

n=1

1

n!
Kn [Bn]kl 〈Al(t)〉 (k = 0, . . . , N),

где Kn — кумулянты случайного процесса z(t), а матрица Bij = −ω2
0(N − i)δi,j−1. Для

нее B2
ij = −ω4

0(N − i)(N − j + i)δi,j−2 и т. д., и, следовательно, BN+1 ≡ 0.

Задача 6.7. Получить уравнение Фоккера–Планка для системы уравнений (6.87) для

гауссова стационарного дельта-коррелированного процесса z(t) с параметрами

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t− t′).

Задачи 161

Решение.

∂

∂t
P (x, y, t) =

(
−y ∂

∂x
+ ω2

0x
∂

∂y

)
P (x, y, t) +Dω2

0x
2 ∂

2

∂y2
P (x, y, t),

P (x, y, 0) = δ (x− x0) δ (y − y0) ,

(6.89)

где D = σ2τ0ω
2
0 — коэффициент диффузии в пространстве {x, y/ω0}.

Задача 6.8. Получить решение для моментов первого и второго порядка, вытека-

ющие из (6.89) при D/ω0 ≪ 1 и x(0) = 0, y(0) = ω0.

Решение.

〈x(t)〉 = sinω0t, 〈y(t)〉 = ω0 cosω0t,

что совпадает с решением системы (6.87) в случае отсутствия флуктуаций, а

〈
x2(t)

〉
=

1

2

{
eDt − e−Dt/2

[
cos(2ω0t) +

3D

4ω0
sin(2ω0t)

]}
,

〈x(t)y(t)〉 =
ω0

4

{
2e−Dt/2 sin(2ω0t) +

D

ω0

[
eDt − e−Dt/2 cos(2ω0t)

]}
,

〈
y2(t)

〉
=
ω2

0

2

{
eDt + e−Dt/2

[
cos(2ω0t) −

D

4ω0
sin(2ω0t)

]}

(6.90)

Замечание. Решение (6.90) содержит растущие со временем члены, что соответ-

ствует статистической параметрической раскачке динамической системы (6.87) за счет

флуктуации частоты. Решение статистической задачи (6.87) имеет два характерных

масштаба изменения времени t1 ∼ 1/ω0 и t2 ∼ 1/D. Первый временно́й масштаб соот-

ветствует периоду колебаний системы (6.87) в случае отсутствия флуктуаций («быст-

рые процессы»), а второй связан с появлением медленных изменений статистических

характеристик, обусловленных наличием флуктуаций («медленные процессы»). Для

получения медленных изменений статистических характеристик процессов x(t) и y(t)

можно исключить быстрые движения, усредняя соответствующие величины по вре-

мени, связанному с периодом быстрых движений (T = 2π/ω0). Обозначая такое усред-

нение горизонтальной чертой, имеем, например,

〈x2(t)〉 =
1

2
exp {Dt} , 〈x(t)y(t)〉 = 0, 〈y2(t)〉 =

ω2
0

2
exp {Dt} .

Задача 6.9. Исходя из (6.89) получить уравнение третьего порядка для величины

〈U(t)〉 =
〈
x2(t)

〉
, описывающей среднюю потенциальную энергию осциллятора.

Решение.
d3

dt3
〈U(t)〉 + 4ω2

0

d

dt
〈U(t)〉 − 4Dω2

0 〈U(t)〉 = 0, (6.91)
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Задача 6.10. Получить уравнение Фоккера–Планка для стохастического осцилля-

тора с линейным трением, т. е. для стохастической системы вида

d

dt
x(t) = y(t),

d

dt
y(t) = −2γy(t) − ω2

0[1 + z(t)]x(t),

x(0) = x0, y(0) = y0,

(6.92)

и условие стохастического возбуждения для вторых моментов.

Решение.

∂

∂t
P (x, y, t) =

(
2γ

∂

∂y
y − y

∂

∂x
+ ω2

0x
∂

∂y

)
P (x, y, t) +Dω2

0x
2 ∂

2

∂y2
P (x, y, t),

P (x, y, 0) = δ (x− x0) δ (y − y0) ,

где D = σ2τ0ω
2
0 — коэффициент диффузии. Если искать решение системы уравне-

ний для вторых моментов в виде пропорциональном exp{λt}, то характеристическое

уравнение для λ имеет вид

λ3 + 6γλ2 + 4(ω2
0 + 2γ2)λ+ 4ω2

0(2γ −D) = 0

и при условии

2γ < D (6.93)

вторые моменты экспоненциально растут во времени, т. е. имеет место статистическое

параметрическое возбуждение вторых моментов.

Задача 6.11. Получить стационарные значения вторых моментов для стохасти-

ческого параметрического осциллятора с трением, устанавливающиеся под действи-

ем случайных сил:

d

dt
x(t) = y(t), x(0) = x0,

d

dt
y(t) = −2γy(t) − ω2

0[1 + z(t)]x(t) + f(t), y(0) = y0.

(6.94)

Здесь f(t) — гауссов, статистически независимый от процесса z(t), дельта-корре-

лированный процесс с параметрами

〈f(t)〉 = 0,
〈
f(t)f(t′)

〉
= 2σ2

f τfδ(t− t′),

где σ2
f — дисперсия, а τf — его временно́й радиус корреляции.

Решение. Для стохастической системы уравнений (6.94) одновременна́я плот-

ность вероятностей описывается уравнением Фоккера–Планка

∂

∂t
P (x, y, t) =

(
2γ

∂

∂y
y − y

∂

∂x
+ ω2

0x
∂

∂y

)
P (x, y, t)+

+Dω2
0x

2 ∂
2

∂y2
P (x, y, t) + σ2

f τf
∂2

∂y2
P (x, y, t),

Задачи 163

P (x, y, 0) = δ (x− x0) δ (y − y0) ,

и, следовательно, стационарное решение для вторых моментов при t→ ∞ существует

при выполнения неравенства (6.93)

〈x(t)〉 = 0, 〈y(t)〉 = 0,

〈x(t)y(t)〉 = 0,
〈
x2(t)

〉
=

σ2
fτf

ω2
0(D − 2γ)

,
〈
y2(t)

〉
=

σ2
f τf

D − 2γ
.

Задача 6.12. Из уравнения (6.88) получить уравнение Колмогорова–Феллера для пуас-

соновского дельта-коррелированного случайного процесса z(t).

Решение.

∂

∂t
P (x, y, t) =

(
−y ∂

∂x
+ ω2

0x
∂

∂y

)
P (x, y, t)+

+ ν

∞∫

−∞

dξp(ξ)P (x, y + ξω2
0x, t) − νP (x, y, t). (6.95)

Замечание. Для достаточно малых значений параметра ξ уравнение (6.95) пере-

ходит в уравнение Фоккера–Планка (6.89) с коэффициентом диффузии

D =
1

2
ν
〈
ξ2
〉
ω2

0x.

Задача 6.13. Получить уравнение для характеристического функционала решения

линейного параболического уравнения (1.91), page 48.

Решение. Усредняя уравнение (3.48) на с. 84 для функционала ϕ[x; v(R′), v∗(R′)],

получаем уравнение для характеристическкого функционала решения задачи

Φ[x; v, v∗] = 〈ϕ[x; v, v∗]〉 ,

где

ϕ[x; v, v∗] = exp

{
i

∫
dR′ [u(x,R′)v(R′)+u∗(x,R′)v∗(R′)

]}

вида

∂

∂x
Φ[x; v, v∗] =

〈
Θ̇x

[
x;

δ

iδε(ξ,R′)

]
ϕ[x; v,v∗]

〉
+

+
i

2k

{∫
dR′

[
v(R′)∆R′

δ

δv(R′)
− v∗(R′)∆R′

δ

δv∗(R′)

]}
Φ[x; v, v∗], (6.96)

где

Θ̇x
[
x;ψ(ξ,R′)

]
=

d

dx
ln

〈
exp




i
x∫

0

dξ

∫
dR′ε(ξ,R′)ψ(ξ,R′)






〉

— производная от логарифма характеристического функционала случайного поля

ε(x,R).
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Задача 6.14. Исходя из уравнения (6.96) получить уравнение для характеристиче-

ского функционала решения линейного параболического уравнения (1.91) на с. 48 для

однородного дельта-коррелированного по x случайного поля ε(x,R).

Решение. Характеристический функционал решения задачи Φ[x; v, v∗] описыва-

ется уравнением

∂

∂x
Φ[x; v, v∗] = Θ̇x

[
x,
k

2
M̂(R′)

]
Φ[x; v, v∗]+

+
i

2k

{∫
dR′

[
v(R′)∆R′

δ

δv(R′)
−v∗(R′)∆R′

δ

δv∗(R′)

]}
Φ[x; v, v∗] (6.97)

с эрмитовым оператором

M̂(R′) = v(R′)
δ

δv(R′)
− v∗(R′)

δ

δv∗(R′)
,

а функционал

Θ̇x

[
x;ψ(ξ,R′)

]
=

d

dx
ln

〈
exp




i
x∫

0

dξ

∫
dR′ε(ξ,R′)ψ(ξ,R′)






〉

— производная от логарифма характеристического функционала поля ε(x,R).

Замечание. Из уравнения (6.97) следуют уравнения для моментных функций

поля u(x,R)

Mm,n(x;R1, . . . ,Rm;R′
1, . . . ,R

′
n) =

〈
u(x,R1) . . . u(x,Rm)u∗(x,R′

1) . . . u
∗(x,R′

n)
〉
,

которые для m = n обычно называются функциями когерентности порядка 2n,

∂

∂x
Mm,n =

i

2k




m∑

p=1

∆Rp
−

n∑

q=1

∆R′
q



Mm,n+

+ Θ̇x


x,

1

k




m∑

p=1

δ(R′ − Rp)−
n∑

q=1

δ(R′ − R′
q)




Mm,n. (6.98)

Задача 6.15. Исходя из решения предыдущей задачи получить уравнение для харак-

теристического функционала волнового поля u(x,R) и моментных функций решения

линейного параболического уравнения (1.91) на с. 48 для однородного гауссова дельта-

коррелированного по x случайного поля ε(x,R) [51] с корреляционной функцией

Bε(x,R) = A(R)δ(x), A(R) =

∞∫

−∞

dxBε(x,R).

Решение.

∂

∂x
Φ[x; v, v∗] = −k

2

8

∫
dR′

∫
dRA(R′ − R)M̂ (R′)M̂(R)Φ[x; v, v∗]+

+
i

2k

∫
dR′

[
v(R′)∆R′

δ

δv(R′)
−v∗(R′)∆R′

δ

δv∗(R′)

]
Φ[x; v, v∗],

Задачи 165

∂

∂x
Mm,n =

i

2k




m∑

p=1

∆Rp
−

n∑

q=1

∆R′
q



Mm,n −
k2

8
Q(R1, . . . ,Rm;R′

1, . . . ,R
′
m)Mm,n,

где

Q(R1, . . . ,Rm;R′
1, . . . ,R

′
m) =

=
m∑

i=1

m∑

j=1

A(Ri − Rj)−2
m∑

i=1

n∑

j=1

A(Ri − R′
j)+

n∑

i=1

n∑

j=1

A(R′
i − R′

j).

Задача 6.16. Получить уравнение для одновременно́го характеристического функ-

ционала решения стохастического нелинейного интегро-дифференциального уравне-

ния (1.105) на с. 53.

Решение. Для характеристического функционала поля скорости

Φ[t; z(k′)] = Φ[t; z] =
〈
ϕ[t; z(k′)]

〉
,

где

ϕ[t; z(k′)] = exp

{
i

∫
dk′û(k′, t)z(k′)

}

имеем незамкнутое уравнение с вариационными производными

∂

∂t
Φ[t; z] =

∫
dkzi(k)

{
−1

2

∫
dk1

∫
dk2Λi,αβ(k1,k2,k)

δ2

δzα(k1)δzβ(k2)
−

− νk2 δ

δzi(k)
Φ[t; z]

}
+

〈
Θ̇t

[
t;

δ

iδf(κ, τ)

]
ϕ[t; z]

〉
,

где

Θ̇t [t;ψ(κ, τ)] =
d

dt
ln

〈
exp




i
t∫

0

dτ

∫
dκf (κ, τ)ψ(κ, τ)






〉

— производная от логарифма характеристического функционала случайного поля

внешних сил f̂(k, t).

Задача 6.17. Получить уравнение для одновременно́го характеристического функ-

ционала решения стохастического нелинейного интегро-дифференциального уравне-

ния (1.105) на с. 53 в предположении однородности, стационарности и дельта-коррелированности

случайного поля f(x, t) по времени. Рассмотреть случай гауссова поля f(x, t) [1].

Решение.

∂

∂t
Φ[t; z] =

∫
dkzi(k)

{
−1

2

∫
dk1

∫
dk2Λi,αβ(k1,k2,k)

δ2

δzα(k1)δzβ(k2)
−

− νk2 δ

δzi(k)

}
Φ[t; z] + Θ̇t [t; z(k)] Φ[t; z], (6.99)
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где

Θ̇t [t;ψ(κ, τ)] =
d

dt
ln

〈
exp



i

t∫

0

dτ

∫
dκ f̂(κ, τ)ψ(κ, τ)





〉

— производная от логарифма характеристического функционала случайного поля

внешних сил f̂(k, t).

Если теперь считать случайное поле f(x, t) гауссовым, однородным, изотропным

и стационарным во времени случайным полем с корреляционным тензором

Bij(x1 − x2, t1 − t2) = 〈fi(x1, t1)fj(x2, t2)〉 ,

то поле f̂(k, t) — также гауссово стационарное случайное поле с корреляционным тен-

зором 〈
f̂i(k, t+ τ)f̂j(k

′, t)
〉

=
1

2
Fij(k, τ)δ(k + k),

где Fij(k, τ) = 2(2π)3
∫
dxBij(x, τ)e

−ikx.При этом, в силу пространственной изотроп-

ности,

Fij(k, τ) = F (k, τ)∆ij(k).

Для дельта-коррелированного во времени случайного поля f̂(k, t) функция

F (k, τ) = F (k)δ(τ),

и, следовательно, функционал

Θ [t;ψ(κ, τ)] = −1

4

t∫

0

dτ

∫
dκF (κ)∆ij(κ)ψi(κ, τ)ψj(−κ, τ),

а уравнение (6.99), принимает вид замкнутого уравнения

∂

∂t
Φ[t; z] = −1

4

∫
dkF (k)∆ij(k)zi(k)zj(−k)Φ[t; z]−

−
∫
dkzi(k)

{
1

2

∫
dk1

∫
dk2Λi,αβ(k1,k2,k)

δ2

δzα(k1)δzβ(k2)
+ νk2 δ

δzi(k)

}
Φ[t; z].

Задача 6.18. Усреднить линейное стохастическое интегральное уравнение для слу-

чайного поля f(r)

S(r, r′) = S0(r, r
′) +

∫
dr1

∫
dr2

∫
dr3S0(r, r1)Λ(r1, r2, r3) [η(r2) + f(r2)]S(r3, r

′),

Решение.

G[r, r′; η(r)] = S0(r, r
′) +

∫
dr1

∫
dr2

∫
dr3S0(r, r1)Λ(r1, r2, r3)η(r2)G[r3, r

′; η(r)]+

+

∫
dr1

∫
dr2

∫
dr3S0(r, r1)Λ(r1, r2, r3)Ωr2

[
δ

iδη(r)

]
G[r3, r

′; η(r)].

Задачи 167

Здесь через функционал G[r, r′; η(r)] обозначена величина

G[r, r′; η(r)] =
〈
S[r, r′; f(r) + η(r)]

〉
,

а функционалы

Ωr [v(r)] =
δ

iδv(r)
Θ [v(r)] , Θ [v(r)] = ln

〈
exp

{
i

∫
drf(r)v(r)

}〉
.

Задача 6.19. Получить уравнение для характеристического функционала простран-

ственно-временной гармоники турбулентного поля скоростей (1.106) на с. 54 в пред-

положении гауссовости, однородности в пространстве и стационарности во време-

ни поля случайных внешних сил f(r, t) [52].

Решение. Для характеристического функционала поля скоростей

Φ[z] =

〈
exp

{
i

∫
d4K′û

(
K′) z

(
K′)

}〉

и функционала

Gij
[
K,K′; z

]
=

〈
δui(K)

δf̂j(K′)
ϕ[z]

〉

имеем замкнутую систему функциональных уравнений

(iω + νk2)
δ

δzi (K)
Φ[z] = −1

2
Fij(K)

∫
d4K1zα (K1)Gαj [K1,−K; z]−

− 1

2

∫
d4K1

∫
d4K2Λ

αβ
i (K1,K2,K)

δ2Φ[z]

δzα (K1) δzβ (K2)
,

(iω + νk2)Gij
[
K,K′; z

]
+

+

∫
d4K1

∫
d4K2Λ

αβ
i (K1,K2,K)

δ

δzα(K1)
Gβj

[
K2,K

′; z
]
= δijδ

4 (K − K′)Φ[z],

где
〈
f̂i(K1)f̂j(K2)

〉
=

1

2
δ4 (K1 + K2)Fij(K1), and Fij(K) — пространственно-временно́й

спектр внешних сил.

Замечание. Разложение по z (K) в функциональные ряды Тейлора функцио-

налов Φ[z] и Gij [K,K′; z] определяют соответственно кумулянты поля скорости и

корреляции аналога функции Грина Sij (K,K′) = δui (K) /δfj (K′) с полем скорости.



О ч ер к 7

СТОХАСТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ С МАРКОВСКИМИ
ФЛУКТУАЦИЯМИ ПАРАМЕТРОВ

Выше мы рассмотрели общие методы статистического описания динамических сис-

тем, основанные на знании характеристического функционала флуктуирующих пара-

метров. Однако, в большинстве случаев мы можем и не знать его и в этих случаях

приходится прибегать как к различным моделям флуктуирующих параметров, так

и различным асимптотическим приближениям.

Широко распространен метод, основанный на аппроксимации флуктуирующих па-

раметров марковскими случайными процессами и полями с конечным временны́м ра-

диусом корреляции. Они могут быть получены, например, как решения динамических

уравнений с дельта-коррелированными флуктуациями параметров (см. предыдущий

Очерк). Рассмотрим такие методы описания более подробно на примере марковских

случайных процессов.

Рассмотрим стохастические уравнения вида

d

dt
x(t) = f (x, t, z(t)) , x(0) = x0, (7.1)

где f (x, t, z(t)) — детерминированная функция своих аргументов, а

z(t) = {z1(t), . . . , zn(t)}

— векторный марковский процесс.

Наша задача заключается в нахождении статистических характеристик решения

уравнения (7.1), если мы знаем статистические характеристики процесса z(t).

В общем случае произвольного марковского процесса z(t) сказать что-либо о са-

мом процессе x(t) не представляется возможным. Можно лишь утверждать, что сово-

купность двух процессов {x(t), z(t)} является марковской с совместной плотностью

вероятностей P (x, z, t).

Если бы нам удалось решить уравнение для функции P (x, z, t), то, интегрируя его

решение по z, мы бы получили плотность вероятностей решения уравнения (7.1), т. е.

функцию P (x, t). В этом случае процесс x(t) уже не будет марковским.

Существует, однако, несколько типов процессов z(t), для которых удается перей-

ти непосредственно к уравнению для P (x, t) не решая уравнения для P (x, z, t). Это

прежде всего процессы телеграфного типа (телеграфный и обобщенный телеграфный

процессы), марковские процессы с конечным числом состояний и гауссов марковский

процесс. В качестве примеров мы рассмотрим применение телеграфного и гауссова

марковского процессов, как наиболее часто используемых, в различных приложени-

ях.
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7.1. Телеграфный случайный процесс

Напомним, что телеграфный случайный процесс z(t) (процесс с двумя состояния-

ми) определяется с помощью равенства

z(t) = a(−1)n(0,t),

где случайная величина a с вероятностями 1/2 принимает значения a = ± a0,

а n(t1, t2) (t1 < t2), — целочисленный пуассоновский случайный процесс со средним

значением n(t1, t2) = ν|t1 − t2|.
Телеграфный процесс z(t) стационарен во времени и его корреляционная функция

〈
z(t)z(t′)

〉
= a2

0e
−2ν|t−t′|

имеет временно́й корреляционный радиус τ0 = 1/ (2ν).

Для расщепления корреляции телеграфного процесса z(t) с произвольным функ-

ционалом от него R[t; z(τ)], где τ ≤ t, было получено соотношение (5.26) на с. 125

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 = a2
0

t∫

0

dt1e
−2ν(t−t1)

〈
δ

δz(t1)
R̃[t, t1; z(τ)]

〉
, (7.2)

где функционал R̃[t, t1; z(τ)] определяется формулой

R̃[t, t1; z(τ)] = R[t; z(τ)θ(t1 − τ + 0)] (t1 < t). (7.3)

Формулу (7.2) можно использовать для анализа стохастических уравнений, со-

держащих процесс z(t) линейным образом. Пусть функционал R[t; z(τ)] — решение

некой системы дифференциальных уравнений первого порядка по времени с началь-

ными условиями при t = 0. Тогда функционал R̃[t, t1; z(τ)] будет описываться той же

системой уравнений, где вместо процесса z(t) будет стоять величина z(t)θ(t1− t). Сле-

довательно, для времен t > t1 функционал R̃[t, t1; z(τ)] = R[t; 0] и описывается этой

же системой уравнений при отсутствии флуктуаций, т. е. при z(t) = 0, с начальным

условием R̃[t1, t1; z(τ)] = R[t1; z(τ)].

Для стохастических уравнений, содержащих случайный телеграфный процесс z(t)

линейным образом, удобно использовать также формулу дифференцирования (5.27)

на с. 125 для корреляции его с произвольным функционалом при условии (τ ≤ t):

d

dt
〈z(t)R[t; z(τ)]〉 = −2ν 〈z(t)R[t; z(τ)]〉 +

〈
z(t)

d

dt
R[t; z(τ)]

〉
. (7.4)

Формула (7.4) также определяет правило вынесения операции дифференцирования

из под знака усреднения:

〈
z(t)

dn

dtn
R[t; z(τ)]

〉
=

(
d

dt
+ 2ν

)n
〈z(t)R[t; z(τ)]〉 . (7.5)

Продемонстрируем на конкретных примерах как эти соотношения можно практи-

чески использовать. При этом оба указанных метода приводят, естественно, к одному
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и тому же результату. Однако, метод, основанный на формуле дифференцирования

оказывается практически более удобным.

Рассмотрим систему линейных операторных уравнений

d

dt
x(t) = Â(t)x(t) + z(t)B̂(t)x(t), x(0) = x0, (7.6)

где Â(t)и B̂(t)— некие детерминированные операторы, которые могут быть и опера-

торами дифференцирования по вспомогательным переменным. Если операторы Â(t)и

B̂(t)— просто матрицы, то (7.6) описывают простейший случай линейных динамиче-

ских систем.

Усредним уравнение (7.6) по ансамблю случайных функций z(t). В результате

получим уравнение

d

dt
〈x(t)〉 = Â(t) 〈x(t)〉 + B̂(t)ψ(t), 〈x(0)〉 = x0, (7.7)

где введены новые функции ψ(t) = 〈z(t)x(t)〉 . Для этих функций в силу формулы

(7.4) получаем равенство

d

dt
ψ(t) = −2νψ(t) +

〈
z(t)

d

dt
x(t)

〉
. (7.8)

Подставляя теперь dx/dt из (7.6) в (7.8) получаем уравнение для функций ψ(t)

(
d

dt
+ 2ν

)
ψ(t) = Â(t)ψ(t) + B̂

〈
z2(t)x(t)

〉
. (7.9)

Далее учтем, что для телеграфного процесса z2(t) ≡ a2
0, и, следовательно, окончатель-

но приходим к замкнутой системе линейных уравнений для векторов 〈x(t)〉 и ψ(t) :

d

dt
〈x(t)〉 = Â(t) 〈x(t)〉 + B̂(t)ψ(t), 〈x(0)〉 = x0,

(
d

dt
+ 2ν

)
ψ(t) = Â(t)ψ(t) + a2

0B̂(t) 〈x(t)〉 , ψ(0) = (0).

(7.10)

Если операторы Â(t)и B̂(t)— матрицы A и B, не зависящие от времени, то система

(7.10) может быть решена с помощью преобразования Лапласа и преобразованная по

Лапласу система (7.10) является алгебраической системой уравнений

(pE −A) 〈x〉p −Bψp = x0,

[(p+ 2ν)E −A]ψp − a2
0B 〈x〉p = 0,

(7.11)

где E — единичная матрица. Отсюда получаем решение 〈x〉p в виде

〈x〉p =

[
(pE −A) − a2

0B
1

(p+ 2ν)E −A
B

]−1

x0. (7.12)
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Отметим, что если интересоваться только одной компонентой уравнения (7.6), то

для нее можно получить операторное уравнение

L̂

(
d

dt

)
x(t) +

n−1∑

i+j=0

bij(t)
di

dti
z(t)

dj

dtj
x(t) = f(t), (7.13)

где оператор L̂

(
d

dt

)
=

n∑

i=0

ai(t)
di

dti
, n – порядок матриц A и B в (7.6). Начальные

условия для величины x включены с помощью соответствующих производных дельта-

функции в функцию f(t). Отметим, что при этом функция f(t) может зависеть и от

значений производных случайного процесса z(t) при t = 0, т. е. f(t) — тоже случайная

функция, статистически связанная с процессом z(t).

Усредняя уравнение (7.13) по ансамблю реализаций процесса z(t) с использованием

формулы (7.5), получаем уравнение

L̂

(
d

dt

)
〈x(t)〉 +M

[
d

dt
,
d

dt
+ 2ν

]
〈z(t)x(t)〉 = 〈f(t)〉 , (7.14)

где введено обозначение

M [p, q] =
n−1∑

i+j=0

bij(t)p
iqj.

Уравнение (7.14), однако, не замкнуто из-за наличия в нем функции 〈z(t)x(t)〉.
Далее умножим уравнение (7.13) на z(t) и опять усредним. В результате для функции

〈z(t)x(t)〉 получаем уравнение

L̂

(
d

dt
+ 2ν

)
〈z(t)x(t)〉 + a2

0M

[
d

dt
+ 2ν,

d

dt

]
〈x(t)〉 = 〈z(t)f(t)〉 . (7.15)

Система уравнений (7.14), (7.15) — уже замкнутая система уравнений и, для не

зависящих от времени функций ai(t), bij(t), может быть решена с помощью преобра-

зования Лапласа. В результате получаем выражение [53]

〈x(p)〉 =
L̂(p+ 2ν) 〈f(p)〉 −M [p, p + 2ν] 〈z(t)f(t)〉p
L̂(p)L̂(p+ 2ν) − a2

0M [p+ 2ν, p]M [p, p + 2ν]
. (7.16)

Рассмотрим теперь пример, связанный с гауссовым марковским процессом.

7.2. Гауссов марковский случайный процесс

Определим случайный процесс z(t) по формуле

z(t) = z1(t) + . . . + zN (t), (7.17)

где zi(t) — статистически независимые телеграфные процессы с корреляционными

функциями 〈
zi(t)zj(t

′)
〉

= δij
〈
z2
〉

exp
{
−α|t− t′|

}
(α = 2ν).
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Если теперь положить
〈
z2
〉

= σ2/N, то при N → ∞ этот процесс переходит в гаус-

сов марковский процесс с корреляционной функцией (см. замечание на с. 174)

〈
z(t)z(t′)

〉
= σ2e−α|t−t

′|.

Таким образом процесс z(t) (7.17) является аппроксимацией гауссова марковского

процесса марковским процессом с конечным числом состояний.

Для процесса z(t) формула дифференцирования и правило вынесение производной

из под знака производной, очевидно, принимают вид

(
d

dt
+ αk

)
〈z1(t) . . . zk(t)R[t; z(τ)]〉 =

〈
z1(t) . . . zk(t)

d

dt
R[t; z(τ)]

〉
,

〈
z1(t) . . . zk(t)

dn

dtn
R[t; z(τ)]

〉
=

(
d

dt
+ αk

)n
〈z1(t) . . . zk(t)R[t; z(τ)]〉 ,

(7.18)

где через R[t; z(τ)] обозначен произвольный функционал процесса z(t) (τ ≤ t).

Рассмотрим опять уравнение (7.6) на с. 170, которое перепишем в виде

d

dt
x(t) = Â(t)x(t) + [z1(t) + . . . + zN (t)]B̂(t)x(t), x(0) = x0. (7.19)

Введем вектор-функцию

Xk(t) = 〈z1(t) . . . zk(t)x(t)〉 , k = 1, . . . , N ; X0(t) = 〈x(t)〉 . (7.20)

Используя формулу (7.18) для дифференцирования корреляций (7.20) и само урав-

нение (7.19), получаем рекуррентное уравнение для xk(t) вида (k = 0, 1, . . . , N)

d

dt
Xk(t) = Â(t)Xk(t) +

〈
z1(t) . . . zk(t)[z1(t) + . . . + zN (t)]B̂(t)x(t)

〉
=

= Â(t)Xk(t) + k
〈
z2
〉
B̂(t)Xk−1(t) + (N − k)B̂(t)Xk+1(t), (7.21)

с начальным условием

Xk(0) = x0δk,0.

Таким образом, среднее значение решения системы (7.19) удовлетворяет замкну-

той системе (N + 1) векторных уравнений. Если операторы Â(t), B̂(t) — матрицы, не

зависящие от времени, то система уравнений (7.21) может быть легко решена с по-

мощью преобразование Лапласа. Очевидно, что ее решение имеет вид конечного от-

резка цепной дроби. Если теперь принять значение
〈
z2
〉

= σ2/N и перейти к пределу

N → ∞, то, как говорилось выше, случайный процесс z(t) = z1(t) + . . . + zN (t) пе-

рейдет в гауссов марковский процесс, а решение системы уравнений (7.21) запишется

в виде бесконечной цепной дроби.
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Задачи

Задача 7.1. Получить среднее значение потенциальной энергии стохастического

осциллятора, описываемой стохастическим уравнением

d3

dt3
U(t) + 4ω2

0

d

dt
U(t) + 2ω2

0

(
z(t)

d

dt
U(t) +

d

dt
z(t)U(t)

)
= 0,

x(0) = 0,
d

dt
U(t)

∣∣∣∣
t=0

= 0,
d2

dt2
U(t)

∣∣∣∣∣
t=0

= 2y2
0

для телеграфного случайного процесса z(t).

Решение.

d3

dt3
〈U(t)〉 + 4ω2

0

d

dt
〈U(t)〉 + 4ω2

0

(
d

dt
+ 2ν

)
〈z(t)U(t)〉 = 0,

(
d

dt
+ 2ν

)3

〈z(t)U(t)〉 + 4ω2
0

(
d

dt
+ 2ν

)
〈z(t)U(t)〉 + 4ω2

0a
2
0

(
d

dt
+ 2ν

)
〈U(t)〉 = 0.

(7.22)

Эту систему уравнений можно решить с помощью преобразования Лапласа и, следо-

вательно, получаем решение в виде

〈U〉p = 2y2
0

L(p+ 2ν)

L(p)L(p+ 2ν) − a2
0M

2(p)
,

L(p) = p
(
p2 + 4ω2

0

)
, M(p) = 4ω2

0

(
p2 + ν

)
.

(7.23)

Замечание. В предельном случае больших значений ν и a2
0, но конечности отно-

шения a2
0/2ν = σ2τ0, получаем из второго уравнения в (7.22)

〈z(t)U(t)〉 = −ω
2
0σ

2τ0
ν

〈U(t)〉

и в этом пределе величина 〈U(t)〉 описывается замкнутым уравнением

d3

dt3
〈U(t)〉 + 4ω2

0

d

dt
〈U(t)〉 − 4ω4

0σ
2τ0 〈U(t)〉 = 0,

которое совпадает с уравнением (6.91), соответствующем гауссову дельта-коррелиро-

ванному процессу z(t).

Задача 7.2. Получить стационарное распределение вероятностей для стохастиче-

ского уравнения в случае телеграфного случайного процесса z(t)

d

dt
x(t) = f(x) + z(t)g(x), x(0) = x0.

Решение. Если |f(x)| < a0|g(x)|, то

P (x) =
C|g(x)|

a2
0g

2(x) − f2(x)
exp

{
2ν

a2
0

∫
dx

f(x)

a2
0g

2(x) − f2(x)

}
,
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где положительная постоянная C определяется из условия нормировки.

Замечание. При предельном переходе ν → ∞ и a2
0 → ∞, так что a2

0τ0 = const

(τ0 = 1/ (2ν)), это распределение вероятностей переходит в выражение

P (x) =
C

|g(x)| exp

{
2ν

a2
0

∫
dx

f(x)

g2(x)

}
,

соответствующее гауссову дельта-коррелированному процессу z(t), т. е. гауссову про-

цессу с корреляционной функцией

〈
z(t)z(t′)

〉
= 2a2

0τ0δ(t − t′).

Задача 7.3. Получить стационарное распределение вероятностей для стохастиче-

ского уравнения в случае телеграфного случайного процесса z(t)

d

dt
x(t) = −x+ z(t), x(0) = x0. (7.24)

Решение.

P (x) =
1

B(ν, 1/2)
(1 − x2)ν−1 (|x| < 1), (7.25)

где B(ν, 1/2) — бета-функция. Это распределение вероятностей имеет существенно

разный вид в случаях ν > 1, ν = 1 и ν < 1 и изображено на рис. 7.1.

xxx

P∞(x)

P∞(x)P∞(x)
ν > 1 ν = 1 ν < 1

−1−1−1 111

Рис. 7.1. Стационарное распределение вероятностей (7.25) для решения уравнения (7.24)
в зависимости от параметра ν

Из вида распределения следует, что в случае ν > 1 система проводит основное

время вблизи состояния x = 0, а в случае ν < 1 система находится в окрестностях

точек x = ±1. В случае же ν = 1 получаем равномерное распределение вероятностей

на отрезке [−1, 1].

О ч е р к 8

ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЕЛЬТА-КОРРЕЛИРОВАННОГО
ВО ВРЕМЕНИ ГАУССОВА СЛУЧАЙНОГО ПОЛЯ

В предыдущих главах подробно рассматривались общие случаи анализа стохасти-

ческих уравнений. Здесь же мы более подробно рассмотрим с других позиций прибли-

жение дельта-коррелированного во времени гауссова случайного поля в стохастиче-

ских уравнениях и обсудим физический смысл этого приближения. Это приближение

наиболее широко используется при решении практических задач.

8.1. Уравнение Фоккера–Планка

Пусть векторная функция x(t) = {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)} удовлетворяет динами-

ческому уравнению

d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (8.1)

где vi(x, t) (i = 1, . . . , n) — детерминированные функции, а fi(x, t) — случайные функ-

ции (n+ 1) переменной, обладающие следующими свойствами:

(а) fi(x, t) — гауссово случайное поле в (n + 1)-мерном пространстве (x, t);

(б) 〈fi(x, t)〉 = 0.

Будем для определенности считать, что t — временна́я координата, а x — про-

странственная.

Статистические характеристики поля fi(x, t) полностью описываются заданием

его корреляционного тензора

Bij(x, t;x
′, t′) =

〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.

Так как уравнение (8.1) является уравнением первого порядка с начальным усло-

вием, то для него выполняется условие динамической причинности:

δ

δfj(x′, t′)
xi(t) = 0 при t′ < t0 и t′ > t, (8.2)

т. е. его решение x(t) функционально зависит лишь от предшествующих по t значений

fj(x, t
′) из интервала t0 ≤ t′ ≤ t. При этом для вариационной производной имеем

равенство
δ

δfj(x′, t− 0)
xi(t) = δijδ(x(t) − x′). (8.3)

175
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Однако может существовать статистическая связь между x(t) и последующими

значениями fj(x, t
′′), где t′′ > t, так как такие значения fj(x, t

′′) коррелированны

со значениями fj(x, t
′) при t′ ≤ t. Ясно, что корреляция функции x(t) с последующими

значениями fj(x, t
′′) заметна лишь при t′′ − t ≤ τ0, где τ0 — радиус корреляции поля

f(x, t) по переменной t.

Для достаточно большого класса реальных физических процессов, характерный

временно́й масштаб изменения функции x(t) имеет величину порядка T ≫ τ0, и в этом

случае существует малый параметр — τ0/T , который может быть использован для

построения приближенного решения.

В первом приближении по этому параметру малости можно рассматривать асимп-

тотику при τ0 → 0. При этом значения x(t′) при t′ < t будут не только функционально,

но и статистически независимы от значений f(x, t′′) при t′′ > t. Это приближение эк-

вивалентно замене корреляционного тензора Bij на некоторый эффективный тензор,

определяемый равенством

Beff
ij (x, t;x′, t′) = 2δ(t− t′)Fij(x,x

′, t). (8.4)

Величина Fij(x,x
′, t) при этом определяется из условия равенства интегралов от

Bij(x, t;x
′, t′) и Beff

ij (x, t;x′, t′) по t′:

Fij(x,x
′, t) =

1

2

∞∫

−∞

dt′Bij(x, t;x
′, t′),

что и соответствует переходу к гауссову дельта-коррелированному по времени t слу-

чайному полю.

Введем индикаторную функцию

ϕ(x, t) = δ(x (t) − x), (8.5)

где x(t) — решение уравнения (8.1), удовлетворяющую уравнению Лиувилля
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (8.6)

При этом
δ

δfj(x′, t− 0)
ϕ(x, t) = − ∂

∂xj

{
δ(x − x′)ϕ(x, t)

}
. (8.7)

Уравнение для плотности вероятностей решения уравнения (8.1)

P (x, t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉

получим, усредняя уравнение (8.6) по ансамблю реализаций поля f(x, t):
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 . (8.8)

Уравнение (8.8) можно переписать в виде

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′Bij(x, t;x
′, t′)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t′)

〉
. (8.9)
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Здесь мы воспользовались формулой Фурутцу–Новикова (5.13) на с. 122

〈fk(x, t)R[t; f(y, τ)]〉 =

∫
dx′

t∫

0

dt′Bkl(x, t;x
′, t′)

〈
δR[t; f(y, τ)]

δ fl(x′, t′)

〉
, (8.10)

справедливой для корреляции гауссова случайного поля f(x, t) с произвольным функ-

ционалом R[t; f(y, τ)] от него, и условием динамической причинности (8.2).

Уравнение (8.9) показывает, что одновременна́я плотность вероятностей решения

x(t) в момент времени t определяется функциональной зависимостью решения x(t)

от поля f(x′, t) для всех времен в интервале (t0, t).

В общем случае плотность вероятностей P (x, t) не описывается замкнутым урав-

нением. Если же для корреляционной функции поля f(x, t) воспользоваться прибли-

жением (8.4), то возникнут члены, связанные со значениями δϕ[x, t; f(y, τ)]/δfj (x
′, t′)

при совпадающих временны́х аргументах t′ = t− 0,

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′Fij(x,x

′, t)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t− 0)

〉
,

которые, согласно равенству (8.7), выражаются непосредственно через саму величину

ϕ[x, t; f(y, τ)]. Таким образом мы приходим к замкнутому уравнению Фоккера–Планка
(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) +Ak(x, t)]

)
P (x, t) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x; t)P (x, t)] , (8.11)

где

Ak(x, t) =
∂

∂x′l
Fkl(x,x

′, t)

∣∣∣∣∣
x′=x

.

Уравнение (8.11) следует решать с условием P (x, t0) = δ(x−x0), или же с началь-

ным условием более общего вида P (x, t0) = W0(x), если начальные условия так же

случайны, но статистически независимы от поля f(x, t).

Уравнение Фоккера–Планка (8.11) — уравнение в частных производных и его даль-

нейший анализ существенно зависит от формулировки краевых условий по x, которые

формулируются для анализа конкретных задач.

Рассмотрим величины, входящие в уравнение (8.11). Члены этого уравнения

с Ak(x, t) и Fkl(x,x
′, t) обусловлены флуктуациями поля f(x, t). Если поле f(x, t) ста-

ционарно во времени, то величины Ak(x) и Fkl(x,x
′) не зависят от времени. Если

к тому же поле f(x, t) однородно и изотропно по всем пространственным координатам,

то величина Fkl(x,x, t) = const, что соответствует постоянному тензору коэффициен-

тов диффузии, а величина Ak(x, t) = 0 (заметим, однако, что зависимость Fkl(x,x
′, t)

и Ak(x, t) от x может быть связана и с использованием криволинейных координат).

8.2. Плотность вероятностей перехода

Вернемся теперь к динамической системе (8.1), и рассмотрим m-временну́ю плот-

ность вероятностей

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = 〈δ(x(t1) − x1) . . . δ(x(tm) − xm)〉 , (8.12)
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относящуюся к m различным моментам времени t1 < t2 < . . . < tm. Дифференци-

руя (8.12) по времени tm и используя затем динамическое уравнение (8.1), усло-

вие динамической причинности (8.2), определение функции Fkl(x,x
′, t), и форму-

лу Фурутцу–Новикова (8.10), можно получить уравнение, аналогичное уравнению

Фоккера–Планка (8.11):

∂

∂tm
Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm)+

+
n∑

k=1

∂

∂xmk
[vk(xm, tm) +Ak(xm, tm)]Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) =

=
n∑

k=1

n∑

l=1

∂2

∂xmk∂xml
[Fkl(xm,xm, tm)Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm))] . (8.13)

Здесь суммирование по индексу m не производится. Начальное условие к уравне-

нию (8.13)

можно найти из формулы (8.12). Полагая tm = tm−1 в (8.12), получаем

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm−1) = δ(xm − xm−1)Pm−1(x1, t1; . . . . ;xm−1, tm−1). (8.14)

Решение уравнения (8.13) можно искать в виде

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1)Pm−1(x1, t1; . . . ;xm−1, tm−1). (8.15)

Так как все дифференциальные операции в (8.13) относятся к tm и xm, то подстав-

ляя (8.15) в (8.13) и (8.14), находим следующее уравнение для плотности вероятностей

перехода:

(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) +Ak(x, t)]

)
p(x, t|x0, t0) =

=
∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x, t)p(x, t|x0, t0)] (8.16)

с начальным условием

p(x, t|x0, t0)|t→t0 = δ(x − x0),

где

p(x, t|x0, t0) = 〈δ(x(t) − x)|x(t0) = x0〉 .

В уравнении (8.16) мы обозначили переменные xm, tm через x, t, а переменные

xm−1, tm−1 через x0, t0.

Применяя формулу (8.15) (m− 1) раз, получаем соотношение

Pm(x1, t1; . . . ;xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1) . . . p(x2, t2|x1, t1)P (x1, t1), (8.17)

где P (x1, t1) — плотность вероятностей, определяемая уравнением (8.11) и относяща-

яся к одному моменту времени t1. Равенство (8.17) выражает многовременну́ю плот-

ность вероятностей через произведение плотностей вероятностей перехода и означает,

что случайный процесс x(t) является марковским.
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Уравнение (8.11) обычно называется прямым уравнением Фоккера–Планка. Легко

получить и обратное уравнение Фоккера–Планка, которое описывает эволюцию плот-

ности вероятностей перехода по отношению к начальным параметрам t0,x0.

Действительно, в гл. 2 книги было приведено обратное уравнение Лиувилля (3.8)

на с. 75 для индикаторной функции, которое описывает эволюцию динамической си-

стемы в зависимости от начальных условий t0,x0, имеющее вид
(
∂

∂t0
+ v(x0, t0)

∂

∂x0

)
ϕ(x, t|x0, t0) = −f(x0, t0)

∂

∂x0
ϕ(x, t|x0, t0), (8.18)

с начальным условием

ϕ(x, t|x0, t) = δ(x − x0).

Из уравнения (8.18) вытекает равенство, аналогичное (8.7):

δ

δfj(x′, t0 + 0)
ϕ(x, t|x0, t0) = δ(x − x′)

∂

∂x0j
ϕ(x, t|x0, t0). (8.19)

Усредняя теперь обратное уравнение Лиувилля (8.18) по ансамблю реализаций

случайного поля f(x, t) с эффективным корреляционным тензором (8.4), используя

формулу Фурутцу–Новикова (8.10) и соотношение (8.19) для вариационной производ-

ной, мы придем к обратному уравнению Фоккера–Планка

(
∂

∂t0
+ [vk(x0, t0) +Ak(x0, t0)]

∂

∂x0k

)
p(x, t|x0, t0) =

= −Fkl(x0,x0, t0)
∂2

∂x0k∂x0l
p(x, t|x0, t0), p(x, t|x0, t) = δ(x − x0). (8.20)

Прямое и обратное уравнения Фоккера–Планка эквивалентны. Первое более удоб-

но для анализа эволюции статистических характеристик во времени решения зада-

чи (8.1). Второе же более удобно для изучения статистических характеристик, свя-

занных с начальными условиями, таких, например, как времени пребывания процесса

x(t) в какой-либо области пространства, времени достижения ее границ и т. п.. В этом

случае вероятность пребывания случайного процесса x(t) в области пространства V

определяется интегралом

G(t;x0, t0) =

∫

V

dxp(x, t|x0, t0),

который, согласно уравнению (8.20), описывается замкнутым уравнением

(
∂

∂t0
+ [vk(x0, t0) +Ak(x0, t0)]

∂

∂x0k

)
G(t;x0, t0) =

= −Fkl(x0,x0, t0)
∂2

∂x0k∂x0l
G(t;x0, t0), (8.21)

G(t;x0, t0) =





1 (x0 ∈ V ) ,

0 (x0 /∈ V ) .

Необходимо также сформулировать дополнительные краевые условия для уравне-

ния (8.21), которые определяются характером как самой области V так и ее границ.
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8.3. Простейшие марковские случайные процессы

Существует лишь небольшое число уравнений Фоккера–Планка, допускающих точ-

ное решение. Это прежде всего уравнения Фоккера–Планка, соответствующие таким

стохастическим уравнениям, которые сами допускают отыскание решения в аналити-

ческом виде. Для таких задач зачастую удается определить не только одноточечную

плотность вероятностей и переходную плотность вероятностей, но и характеристиче-

ский функционал, а также другие важные для приложений статистические характе-

ристики.

Самым простым примером уравнения Фоккера–Планка является уравнение, опре-

деляющее винеровский случайный процесс. Учитывая особую важность в физике та-

ких процессов (например, они описывают броуновское движение частиц), рассмотрим

его более подробно.

8.3.1. Винеровский случайный процесс

Винеровский случайный процесс определяется как решение стохастического урав-

нения
d

dt
w(t) = z(t), w(0) = 0,

где z(t) — гауссов дельта-коррелированный во времени процесс с параметрами

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t− t′).

Решение этого уравнения

w(t) =

t∫

0

dτz(τ) (8.22)

— непрерывный гауссов нестационарный случайный процесс с параметрами

〈w(t)〉 = 0,
〈
w(t)w(t′)

〉
= 2σ2τ0 min(t, t′).

На рисунке 8.1 приведена реализация винеровского процесса (8.22), полученная

численным моделированием.

8.3.2. Винеровский случайный процесс со сносом

Обсудим более общий процесс со сносом, зависящим от параметра α по формуле

w(t;α) = −αt+ w(t), α > 0.

Процесс w(t;α) — марковский процесс и его плотность вероятностей

P (w, t;α) = 〈δ(w(t;α) − w)〉

описывается уравнением Фоккера–Планка:

(
∂

∂t
− α

∂

∂w

)
P (w, t;α) = D

∂2

∂w2
P (w, t;α), P (w, 0;α) = δ(w), (8.23)
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Рис. 8.1. Реализация винеровского процесса (8.22)

где через коэффициент диффузии обозначена величина D = σ2τ0. Его решение имеет

вид гауссова распределения:

P (w, t;α) =
1

2
√
πDt

exp

{
−(w + αt)2

4Dt

}
. (8.24)

Соответствующая интегральная функция распределения, равная вероятности того,

что w(t;α) < w, равна

F (w, t;α) =

w∫

−∞

dwP (w, t;α) = Pr

(
w√
2Dt

+ α

√
t

2D

)
, (8.25)

где функция Pr(z) — интеграл вероятностей (4.18) на с. 94. При этом кривая ти-

пичной реализации винеровского случайного процесса со сносом, в соответствии с

формулами (4.59) на с. 109, является линейной функцией времени

w∗(t;α) = −αt.

Дополним уравнение (8.23), помимо начального, еще и граничным условием

P (w, t;α)|w=h = 0, (t > 0), (8.26)

обрывающим реализации процесса w(t;α) в момент достижения ими границы h. Ре-

шение краевой задачи (8.23), (8.26), которое обозначим через P (w, t;α, h) описывает

при w < h вероятностное распределение тех реализаций процесса w(t;α), которые

«выжили» к моменту t, т. е. за весь интервал времени ни разу не достигли границы h.

Соответственно, плотность вероятностей нормирована не на единицу, а на вероятность

того, что t < t∗, где t∗ — момент первого достижения процессом w(t;α) границы h:

h∫

−∞

dwP (w, t;α, h) = P (t < t∗). (8.27)
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Введем интегральную функцию распределения и плотность вероятностей случай-

ного момента первого достижения границы h:

F (t;α, h) = P (t∗ < t) = 1 − P (t < t∗) = 1 −
h∫

−∞

dwP (w, t;α, h),

P (t;α, h) =
∂

∂t
F (t;α, h) = − ∂

∂w
P (w, t;α, h)|w=h.

(8.28)

При α > 0, когда процесс w(t;α) с ростом t в среднем сносится от границы h и при

t→ ∞ вероятность P (t < t∗) (8.27) стремится к вероятности того, что процесс w(t;α)

никогда не достигнет границы h. Другими словами предел

lim
t→∞

h∫

−∞

dwP (w, t;α, h) = P (wmax(α) < h) (8.29)

равен вероятности того, что абсолютный максимум процесса

wmax(α) = max
t∈(0,∞)

w(t;α)

меньше h. Таким образом, из (8.29) следует, что интегральная функция распределения

значений абсолютного максимума wmax(α) равна

F (h;α) = P (wmax(α) < h) = lim
t→∞

h∫

−∞

dwP (w, t;α, h). (8.30)

Решив краевую задачу (8.23), (8.26), например, методом отражения, получим

P (w, t;α, h) =
1

2
√
πDt

{
exp

[
−(w + αt)2

4Dt

]
− exp

[
−hα
D

− (w − 2h+ αt)2

4Dt

]}
. (8.31)

Подставив это выражение в (8.28), найдем плотность вероятностей момента t∗ первого

достижения процессом w(t;α) границы h:

P (t;α, h) =
1

2Dt
√
πDt

exp

{
−(h+ αt)2

4Dt

}
.

Наконец, интегрируя (8.31) по w и устремив t → ∞, получим, согласно (8.30), ин-

тегральную функцию распределения значений абсолютного максимума wmax(α) про-

цесса w(t;α) в виде

F (h;α) = P (wmax(α) < h) = 1 − exp

{
−hα
D

}
. (8.32)

Следовательно, абсолютный максимум винеровского процесса имеет экспоненциаль-

ную плотность вероятностей:

P (h;α) = 〈δ (wmax(α) − h)〉 =
α

D
exp

{
−hα
D

}
.

С помощью винеровского случайного процесса можно конструировать различные

другие процессы, удобные для моделирования различных физических явлений. Для

положительных величин такой простейшей аппроксимацией является логарифмиче-

ски нормальный (логнормальный) процесс, который мы и рассмотрим более подробно.
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Рис. 8.2. Реализации логнормальных процессов y(t) (а) и 1/y(t) (б) при значениях параметров
α/D = 1

8.3.3. Логарифмически нормальный процесс

Определим логнормальный случайный процесс по формуле

y(t;α) = ew(t;α) = exp



−αt+

t∫

0

dτz(τ)



 , (8.33)

где z(t) — гауссов процесс "белого шума" с параметрами

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t− t′).

Он описывается стохастическим уравнением

d

dt
y(t;α) = {−α+ z(t)} y(t;α), y(0;α) = 1.

На рис. 8.2 приведены реализации логнормальных случайных процессов y(t) и

1/y(t) при значениях параметров α/D = 1 (пунктирные линии соответствуют функци-

ям exp{−Dt} и exp{Dt}), соответственно. Из этих рисунков видно наличие редких, но

больших выбросов относительно пунктирных линий как в сторону больших значений,

так и к нулю. Такое свойство случайных процессов называется перемежаемостью

(см., например, [57]).

Одновременна́я плотность вероятностей логнормального процесса

P (y, t;α) = 〈δ (y(t;α) − y)〉 =
〈
δ
(
ew(t;α) − y

)〉
=

=
1

y
〈δ (w(t;α) − ln y)〉 =

1

y
P (w, t;α)|w=ln y ,

где P (w, t;α) — одновременна́я плотность вероятностей винеровского процесса со сно-

сом, описываемая равенством (8.24), и, следовательно,

P (y, t;α) =
1

2y
√
πDt

exp

{
− ln2 (yeαt

)

4Dt

}
, (8.34)
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где параметр D = σ2τ0.

Отметим, что одновременна́я плотность вероятностей случайного процесса

ỹ(t;α) = 1/y(t;α) также логнормальна и описывается формулой

P (ỹ, t;α) =
1

2ỹ
√
πDt

exp

{
− ln2 (ỹe−αt

)

4Dt

}
, (8.35)

соответствующей изменению знака у параметра α в формуле (8.34). Графики лога-

рифмически нормальных плотностей вероятностей (8.34) и (8.35) для значения пара-

метра α/D = 1 и безразмерного времени τ = Dt = 0, 1 и 1 приведены на рис. 8.3.

На рис. 8.4 показано поведение плотностей вероятностей этих процессов при τ = 1 в

логарифмическом масштабе.
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Рис. 8.3. Логнормальные распределения вероятностей (8.34) (а) и (8.35) (б) для значения
параметра α/D = 1 и безразмерного времени τ = 0,1 и 1
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Рис. 8.4. Поведение плотностей вероятностей процессов y(t;α) (сплошная кривая) и ỹ(t;α)
(пунктирная кривая) при τ = 1 в логарифмическом (десятичном) масштабе

Эти распределения вероятностей имеют совершенно различные структуры. Общей

особенностью для них является лишь появление длинных пологих "хвостов" при

τ = 1, означающих усиление роли больших выбросов процессов y(t;α) и ỹ(t;α) в

формировании одновременно́й статистики.
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Соответственно, интегральные функция распределения, согласно (8.25), определя-

ется выражением

F (y, t;α) = P (y(t;α) < y) = Pr

(
1√
2Dt

ln
(
ye±αt

))
, (8.36)

где функция Pr(z) — интеграл вероятностей (4.18) на с. 94.

Зная только одноточечные статистические характеристики процессов y(t;α) и

ỹ(t;α) можно получить важную информацию о поведении их на всем интервале вре-

мен (0,∞). В частности:

1. Логнормальный процесс y(t;α) является марковским процессом и его одновре-

менна́я плотность вероятностей (8.34) описывается уравнением Фоккера–Планка:

(
∂

∂t
− α

∂

∂y
y

)
P (y, t;α) = D

∂

∂y
y
∂

∂y
yP (y, t;α), P (y, 0;α) = δ(y − 1). (8.37)

Исходя из уравнения (8.37) легко написать уравнения для моментных функций

процессов y(t;α) и ỹ(t;α), решения которых определяются равенствами

〈yn(t;α)〉 = en(n−α/D)Dt, 〈ỹn(t;α)〉 =

〈
1

yn(t;α)

〉
= en(n+α/D)Dt, n = 1, 2, . . . (8.38)

и экспоненциально растут во времени.

Исходя из уравнения (8.37) также легко получить равенство

〈ln y(t)〉 = −αt

и, следовательно, параметр α можно записать в виде

−α =
1

t
〈ln y(t)〉 или α =

1

t
〈ln ỹ(t)〉 . (8.39)

Отметим, что подходу, основанному на анализе устойчивости решений детермини-

рованных линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

d

dt
x(t) = A(t)x(t)

по Ляпунову, уделяется большое внимание многими исследователями. При этом ана-

лизируется верхний предел решения задачи

λx(t) = lim
t→+∞

1

t
ln |x(t)|,

который называется его характеристическим показателем. В приложении к стоха-

стическим динамическим системам при таком подходе, зачастую, для интерпретации

и упрощения полученных результатов, эти исследователи на последней стадии под-

ключают статистический анализ и вычисляют их статистические средние такие, на-

пример, как 〈
λx(t)

〉
= lim

t→+∞

1

t
〈ln |x(t)|〉 . (8.40)
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Таким образом параметр α (8.39) является ляпуновской экспонентой для логнор-

мального случайного процесса y(t) (см., например, [12]).

2. Зная интегральные функции распределений, можно вычислить кривые типич-

ной реализации логнормальных процессов y(t;α) и ỹ(t;α)

y∗(t) = e〈ln y(t)〉 = e−αt, ỹ∗(t) = e〈ln ỹ(t)〉 = eαt, (8.41)

которые, в соответствии с формулами (4.59) на с. 109, оказываются экспоненциаль-

но спадающей кривой для процесса y(t;α) и экспоненциально растущей кривой для

процесса ỹ(t;α).

Экспоненциальный рост моментов случайных процессов y(t;α) и ỹ(t;α) обуслов-

лен выбросами этих процессов относительно кривых типичной реализации y∗(t;α) и

ỹ∗(t;α) как в сторону больших так и малых значений y и ỹ∗.

Для значения параметра α/D = 1 среднее значение процесса y(t;D) не зависит

от времени и равно единице. При этом, однако, вероятность выполнения неравенства

y < 1 при Dt≫ 1, согласно (8.36), быстро стремится к единице по закону

P (y(t;D) < 1) = Pr




√
Dt

2



 = 1 − 1√
πDt

e−Dt/4,

т. е. подавляющее время графики реализаций процесса лежат ниже уровня его

среднего значения 〈y(t;D)〉 = 1, а соответствующая вероятность события

P{y(t;D) > 1} стремится к нулю, хотя статистические моменты процесса y(t;D)

и определяются его большими выбросами.

Таким образом мы имеем явное противоречие между характером поведения ста-

тистических характеристик процесса y(t;α) и его отдельных реализаций.

3. Поведение реализаций процесса y(t;α) на всем интервале времени можно также

оценить с помощью p-мажорантных кривых Mp(t, α), которые определим следующим

образом. Назовем мажорантной кривой такую кривую — Mp(t, α), для которой при

любых временах t с вероятностью p выполняется неравенство y(t;α) < Mp(t, α), т. е.

P {y(t;α) < Mp(t, α) для всех t ∈ (0,∞)} = p.

Полученная выше статистика абсолютного максимума (8.32) винеровского про-

цесса со сносом w(t;α) позволяет указать достаточно богатый класс мажорантных

кривых. В самом деле, пусть вероятность того, что абсолютный максимум wmax(β)

вспомогательного процесса w(t;β) с произвольным значением параметра β, лежащим

в пределах 0 < β < α, удовлетворяет неравенству w(t;β) < h = lnA равна p. Тогда,

очевидно, с той же вероятностью p вся реализация процесса y(t;α) будет лежать ниже

мажорантной кривой

Mp(t, α, β) = Ae(β−α)t. (8.42)

Как видно из (8.32), вероятность, с которой процесс y(t;α) нигде не превышает ма-

жорантной кривой (8.42), следующим образом зависит от ее параметров:

p = 1 −A−β/D
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Рис. 8.5. Схематическое поведение реализации процесса y(t;D) и мажорантной кривой
M(τ) (8.44)

и, следовательно, мы получаем однопараметрический класс экспоненциально спада-

ющих мажорантных кривых

Mp(t, α, β) =
1

(1 − p)D/β
e(β−α)t. (8.43)

Обратим внимание на тот замечательный факт, что несмотря на постоянство ста-

тистического среднего 〈y(t;D)〉 = 1 и экспоненциальный рост высших моментов про-

цесса y(t;D), всегда можно указать экспоненциально спадающую мажорантную кри-

вую (8.43), ниже которой будут лежать реализации процесса y(t;D) с любой наперед

заданной вероятностью p < 1. В частности, например, с вероятностью p = 1/2 выпол-

няется неравенство

y(t;D) < M1/2(t,D,D/2) = 4e−Dt/2 (8.44)

для любого момента времени t из интервала (0,∞). Схематическое поведение реали-

зации процесса y(t;D) и мажорантной кривой (8.44) приведено на рис. 8.5.

Это еще раз подтверждает, сделанный ранее вывод, о том, что экспоненциальный

рост моментов процесса y(t;D) во времени — эффект чисто статистический, обуслов-

ленный усреднением по всему ансамблю реализаций.

Отметим, что площадь под экспоненциально убывающими мажорантными кривы-

ми конечна. Следовательно, большие выбросы процесса y(t;α), вызывая экспоненци-

альный рост высших моментов, не вносят существенного вклада в площадь под реа-

лизациями, которая практически для всех реализаций также конечна, т. е. выбросы

логнормального процесса y(t;α) достаточно узки.

4. В связи со сказанным представляется интересным исследовать непосредственно

статистику случайной площади под реализациями процесса y(t;α):

Sn(t;α) =

t∫

0

dτ yn(τ ;α). (8.45)
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Эта функция описывается системой стохастических уравнений:

d

dt
Sn(t;α) = yn(t;α), Sn(0;α) = 0,

d

dt
y(t;α) = {−α+ z(t)} y(t;α), y(0;α) = 1,

(8.46)

и, следовательно, двухкомпонентный процесс {y(t;α), Sn(t;α)} является марковским

процессом, одновременна́я плотность вероятностей которого

P (Sn, y, t;α) = 〈δ (Sn(t;α) − Sn) δ (y(t;α) − y)〉 ,

так же как и плотность вероятностей перехода, описывается уравнением Фоккера–

Планка:
(
∂

∂t
+ yn

∂

∂Sn
− α

∂

∂y
y

)
P (Sn, y, t;α) = D

∂

∂y
y
∂

∂y
yP (Sn, y, t;α),

P (Sn, y, 0;α) = δ(Sn)δ(y − 1).

(8.47)

К сожалению, решить уравнение (8.47) не удается и, следовательно, невозможно

изучить полную статистику процесса Sn(t;α). Однако если интересоваться только од-

новременны́ми статистическими средними процесса Sn(t;α), т. е. для фиксированного

момента времени, то их можно изучить достаточно полно.

Для этого перепишем выражение (8.45) в виде интеграла:

Sn(t;α) =

t∫

0

dτ exp



−nατ + n

τ∫

0

dτ1 z(τ1)



 =

=

t∫

0

dτ exp




−nα(t− τ) + n

t−τ∫

0

dτ1 z(t− τ − τ1)




 ,

из вида которого следует, что для одновременно́й статистики величина Sn(t;α) ста-

тистически эквивалентна величине (см. раздел 4.2.1 на с. 96)

Sn(t;α) =

t∫

0

dτ exp




−nα(t− τ) + n

t−τ∫

0

dτ1 z(τ + τ1)




 . (8.48)

Дифференцируя теперь (8.48) по времени, получаем статистически эквивалентное

стохастическое уравнение

d

dt
Sn(t;α) = 1 − n{α− z(t)}Sn(t;α), Sn(0;α) = 0,

статистические характеристики которого описываются для одновременно́й плотности

вероятностей P (Sn, t;α) = 〈δ (Sn(t;α) − Sn)〉 уравнением Фоккера–Планка:

(
∂

∂t
+

∂

∂Sn
− nα

∂

∂Sn
Sn

)
P (Sn, t;α) = n2D

∂

∂Sn
Sn

∂

∂Sn
SnP (Sn, y, t;α). (8.49)
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Из (8.49) видно, что существует стационарная плотность вероятностей для слу-

чайных интегралов Sn(α) =

∫ ∞

0
dτ yn(τ ;α):

P (Sn;α) =

[(
n2D

)α/nD
Γ

(
α

D

)
S1+α/D
n

]−1

exp

{
− 1

n2DSn

}
,

где Γ(z) — Гамма-функция. В частности, при n = 1 для величины

S(α) = S1(α) =

∞∫

0

dτ y(τ ;α)

имеем

P (S;α) =

[
Dα/DΓ

(
α

D

)
S1+α/D

]−1

exp

{
− 1

DS

}
. (8.50)

Если теперь и параметр α = D, то стационарная плотность вероятностей и соответ-

ствующая ей интегральная функция распределения имеют вид

P (S;D) =
1

DS2
exp

{
− 1

DS

}
, F (S;D) = exp

{
− 1

DS

}
. (8.51)

Дополнительную информацию о динамике поведения реализаций процесса y(t;α)

во времени несет зависимость вероятностного распределения случайного процесса

S̃(t, α) =

∞∫

t

dτ y(τ ;α) (8.52)

от времени t. Интеграл в правой части (8.52) можно представить в виде

S̃(t, α) = y(t;α)

∞∫

0

dτ exp



−ατ +

τ∫

0

dτ1 z(τ1 + t)



 . (8.53)

Случайный процесс y(t;α) в (8.53) статистически независим от интеграла, стоя-

щего в правой части (8.53), так как они функционально зависят от случайного про-

цесса z(τ) в неперекрывающихся интервалах значений τ , и при этом сам интеграл

статистически эквивалентен случайной величине S(α). Следовательно, одноточечная

плотность вероятностей для случайного процесса S̃(t, α) P (S̃, t;α) =
〈
δ
(
S̃(t;α) − S̃

)〉

описывается выражением

P (S̃, t;α) =

∞∫

0

∞∫

0

dydS δ(yS − S̃)P (y, t;α) =

∞∫

0

dy

y
P (y, t;α)P

(
S̃

y
;α

)
, (8.54)

где P (y, t;α) — одновременна́я плотность вероятностей логнормального процесса y(t;α),

описываемая формулой (8.34), а P
(
S̃/y;α

)
— плотность вероятностей для площа-

ди (8.50).

Соответствующая интегральная функция распределения

F (S̃, t;α) = P
(
S̃(t;α) < S̃

)
=

S̃∫

0

dS̃ P (S̃, t;α)
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будет описываться интегралом

F (S̃, t;α) =

∞∫

0

dy P (y, t;α)F

(
S̃

y
;α

)
,

где F (S;α) — интегральная функция распределения для случайной площади S(t;α).

В частности для значения параметра α = D, согласно (8.34) и (8.51), получаем выра-

жение

F (S̃, t;D) =
1

2
√
πDt

∞∫

0

dy

y
exp




−
ln2
(
yeDt

)

4Dt
− y

DS̃




 ,

и вероятность выполнения неравенства S̃(t;D) < S̃ с ростом Dt монотонно стремится

к единице для любого наперед заданного значения DS̃. Это еще раз свидетельствует

о стремлении каждой отдельной реализации логнормального процесса к нулю при

увеличении Dt, несмотря на экспоненциальный рост моментных функций процесса

y(t;α), обусловленный большими выбросами.

5. Остановимся теперь на положительных случайных полях E(r, t), тесно связан-

ных с логнормальными процессами, одноточечная плотность вероятностей которых

описывается уравнением

(
∂

∂t
−D0

∂2

∂r2

)
P (r, t;E) =

{
α
∂

∂E
E +D

∂

∂E
E

∂

∂E
E

}
P (r, t;E),

P (r, 0;E) = δ (E − E0(r)) ,

(8.55)

где D0 – коэффициент диффузии в r - пространстве, а коэффициенты α и D характе-

ризуют диффузию в E - пространстве. При этом параметр α может быть как положи-

тельным так и отрицательным. Изменения знака α для одноточечных характеристик

означает переход от случайного поля E(r, t) к случайному полю Ẽ(r, t) = 1/E(r, t).

Будем для определенности называть поле E(r, t) энергией.

Решение этого уравнения имеет вид

P (r, t;E) = exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
P̃ (r, t;E)

где функция P̃ (r, t;E) описывается уравнением (сравни с уравнением (8.37))

∂

∂t
P̃ (r, t;E) =

{
α
∂

∂E
E +D

∂

∂E
E
∂

∂E
E

}
P̃ (r, t;E),

P̃ (r, 0;E) = δ (E − E0(r)) .

При этом зависимость функции P̃ (r, t;E) от параметра r появляется только через

начальное значение E0(r), т. е.

P̃ (r, t;E) ≡ P̃ (t;E|E0(r))
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и, следовательно, функция P̃ (t;E|E0(r)) является логнормальной плотностью веро-

ятностей случайного процесса E(t, |E0(r)), параметрически зависящего от r,

P̃ (t;E|E0(r)) =
1

2E
√
πDt

exp

{
− ln2 [Eeαt/E0(r)

]

4Dt

}
.

Таким образом решение уравнения (8.55) имеет вид:

P (r, t;E) =
1

2E
√
πDt

exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
exp

{
− ln2 [Eeαt/E0(r)

]

4Dt

}
. (8.56)

Из уравнения (8.55) или выражения (8.56) следуют выражения для интегралов по

пространству от моментных функций (для всех значений n > 0 и n < 0)
∫
dr 〈En(r, t)〉 = en(nD−α)t

∫
drEn0 (r),

не зависящие от коэффициента диффузии в r - пространстве (коэффициента D0), и,

в частности, выражение для средней полной энергии во всем пространстве
∫
dr 〈E(r, t)〉 = eγt

∫
drE0(r),

где параметр γ = D − α.

Для пространственно однородного начального распределения энергии

E0(r) = E0 плотность вероятностей (8.56) не зависит от r и описывается форму-

лой (8.34)

P (t;E) =
1

2E
√
πDt

exp

{
− ln2 [Eeαt/E0

]

4Dt

}
. (8.57)

Таким образом в этом случае одноточечные статистические характеристики энер-

гии E(r, t) статистически эквивалентны статистическим характеристикам случайного

процесса E(t) = y(t;α) (8.33). Характерной особенностью распределения (8.57) явля-

ется появление длинного пологого хвоста при Dt ≫ 1, означающего усиление роли

больших выбросов процесса E(t;α) в формировании одновременно́й статистики. Для

этого распределения все моменты энергии являются экспоненциальными функциями

и, в частности, при n = 1

〈E(t)〉 = E0e
γt, γ = D − α,

а величина

〈ln (E(t)/E0)〉 = −αt

и, следовательно, кривая типичной реализации для случайного процесса E(t), опреде-

ляющая поведение энергии поля в конкретных реализациях, в любой фиксированной

точке пространства, является экспоненциальной величиной

E∗(t) = E0e
−αt,

растущей или затухающей во времени. Так, при α > 0 кривая типичной реализа-

ции экспоненциально спадает в каждой точке пространства, что свидетельствует о
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кластерной структуре поля энергии. В другом случае при α < 0 кривая типичной

реализации экспоненциально растет во времени, что свидетельствуем об общем росте

энергии в каждой точке пространства.

На рис. 8.6 схематически изображены случайные реализации энергии поля для

разных знаков параметра α.

E(r, 0)

r
r

1

tt1

E∗(t)

α > 0

E(r, t1)



E(r, 0)

rr

1

tt1
E∗(t)

α < 0

E(r, t1)

Рис. 8.6. Схематическое поведение случайных реализаций энергии поля для параметра α > 0
и α < 0

Зная одноточечную плотность вероятностей энергии (8.56) можно получить и об-

щую информацию о пространственной структуре поля энергии. В частности, такие

функционалы поля энергии, как общая средняя величина объема

(в 3-х мерном случае) или площади (в двумерном случае) в области, где

E(r, t) > E, и общая средняя энергия поля, заключенная в этой области, описыва-

ются равенствами

〈V (t, E)〉 =

∞∫

E

dẼ

∫
drP (r, t; Ẽ),

〈E(t, E)〉 =

∞∫

E

ẼdẼ

∫
drP (r, t; Ẽ).

Значения этих функционалов не зависят от диффузии в r - пространстве (коэффици-

ента D0) и для распределения вероятностей (8.56) получаем выражения

〈V (t, E)〉 =

∫
drPr

(
1√
2Dt

ln

(
E0(r)

E
e−αt

))
,

〈E(t, E)〉 = eγt
∫
dr E0(r) Pr

(
1√
2Dt

ln

(
E0(r)

E
e(2D−α)t

))
,

(8.58)
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где функция интеграл вероятностей Pr(z) определяется равенством (4.18) на с. 94.

Учитывая теперь асимптотики функции Pr(z) при z → ∞ и z → −∞ (4.21) на с. 94

можно изучить эволюцию во времени этих функционалов. А именно, асимптотика

среднего объема при t→ ∞ (при α > 0) затухает во времени по закону

〈V (t, E)〉 ≈ 1

α

√
D

πE
α

D t
e−α

2t/4D
∫
dr

√
E
α/D
0 (r).

При α < 0 же средний объем при t→ ∞ занимает все пространство.

Для полной энергии получаем асимптотику при t → ∞ (в наиболее интересном

случае при γ > 0 (α < D)

〈E(t, E)〉 ≈ eγt
∫
drE0(r)



1 − 1

(2D − α)

√
D

πt

(
E

E0(r)

)(2D−α)/D

e−(2D−α)2t/4



 ,

что означает при α > 0 содержание в кластерах 100% от общей средней энергии.

Для однородных начальных условий соответствующие выражения без интегри-

рования по r описывают удельные значения объема больших выбросов и их общей

энергии, приходящие на единицу объема, т. е.

〈V(t, E)〉 = 〈θ (E(r, t) − E)〉 = P{E(r, t) > E} = Pr

(
1√
2Dt

ln

(
E0

E
e−αt

))
,

〈E(t, E)〉 = E0e
γt Pr

(
1√
2Dt

ln

(
E0

E
e(2D−α)t

))
,

(8.59)

где γ = D − α.

Если выбрать уровень сечения E > E0, то в начальный момент времени величины

〈V(0, E)〉 = 0 и 〈E(0, E)〉 = 0. Далее возникают пространственные возмущения поля

энергии и при t→ ∞ мы для этих величин получаем асимптотические выражения

〈V(t, E)〉 ≈





1

α

√
D

πt

(
E0

E

)α/D
e−α

2t/4D (α > 0),

1 − 1

|α|

√
D

πt

(
E

E0

)|α|/D

e−α
2t/4D (α < 0),

и, при D > α,

〈E(t, E))〉 ≈ E0e
γt



1 − 1

(2D − α)

√
D

πt

(
E

E0

)(2D−α)/D

e−(2D−α)2t/4D



 .

Таким образом, при α > 0 удельный общий объем стремится к нулю, а удельная

общая энергия растет со временем так же как средняя энергия, что свидетельствует

о кластеризации в этом случае поля энергии.

В случае, когда α < 0 кластеризации нет и удельный объем занимает все простран-

ство, в котором удельная энергия растет во времени так же, как и средняя энергия.
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Для однородного начального условия при α = 0 одноточечная плотность вероят-

ностей принимает вид

P (t;E) =
1

2E
√
πDt

exp

{
− ln2[E/E0]

4Dt

}
.

Случайные процессы E(t) и 1/E(t) в этом случае статистически эквивалентны и для

удельного среднего объема при t→ ∞ получаем, что он асимптотически стремится к

половине общего объема, а удельная средняя энергия при этом стремится к полной

средней энергии. Таким образом, в этом случае кластеризации нет, но перемежае-

мость, естественно, остается.

Отметим, что в общем случае при D0 = 0 энергия поля E(r, t) для однородного

начального условия статистически эквивалентна случайному полю

f(r, t;α) = exp




−αt+

t∫

0

dτz(r, τ)




 , (8.60)

где z(r, t) – гауссово случайное поле, дельта-коррелированное во времени с нулевым

средним значением и корреляционной функцией

〈
z(r, t)z(r′, t′)

〉
= 2D(r − r′)δ(t − t′).

Реализации гауссова ln f(r, t; 0) и логнормального поля f(r, t; 0) полей при α = 0 и их

топографические линии уровня были приведены ранее во Введении на рис. 0.1, с. 10.

В этом случае поле f(r, t; 0) соответствует начальной эволюции решения задачи

(1.94) на с. 50 для малых времен при однородном начальном условии.

8.4. Об условиях применимости

уравнения Фоккера–Планка

Для оценки границ применимости уравнения Фоккера–Планка необходимо учиты-

вать конечность радиуса корреляции τ0 поля f(x, t) по временно́й координате. В этом

случае вместо уравнения для плотности вероятностей (8.11) получается уравнение

ÊP (x, t) = − ∂

∂xk
S′(x, t), где Ê — оператор, стоящий в левой части уравнения (8.11),

в котором величина Fkl(x,x
′, t) заменена на F̃kl(x,x

′, t) =

t∫

0

dt′Bkl(x,x
′, t), а член

S′(x, t) учитывает поправки к вектору плотности потока вероятностей, связанные

с конечностью τ0. При τ0 → 0 мы возвращаемся к уравнению (8.11). Таким об-

разом, условие малости параметра τ0/T является необходимым, но вообще говоря,

недостаточным для возможности описывать статистические характеристики решения

уравнения (8.1) на основе приближения дельта-коррелированного случайного поля,

которому соответствует уравнение Фоккера–Планка. Для каждой конкретной задачи

необходимо проводить более детальные исследования. Далее, мы приведем физически
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более наглядный метод, называемый диффузионным приближением, также приводя-

щий к марковости решения уравнения (8.1), но учитывающий, в определенной мере,

конечность временно́го радиуса корреляции.

Здесь же подчеркнем, что приближение дельта-коррелированного случайного поля

не означает формальной замены случайного поля f(x, t) в (8.1) на случайное поле

с корреляционной функцией (8.4). Это приближение соответствует построению асимп-

тотического разложения при стремлении временно́го радиуса корреляции τ0 поля

f(x, t) к нулю. И при таком предельном переходе точные средние величины типа

〈f(x, t)R[t; f(x′, τ)]〉 переходят в выражения, полученные с помощью формальной за-

мены корреляционного тензора поля f(x, t) на эффективный тензор (8.4).

8.4.1. Уравнение Ланжевена

Проиллюстрируем, выше сказанное, на примере уравнения Ланжевена, допуска-

ющего полный статистический анализ:

d

dt
x(t) = −λx(t) + f(t), x(t0) = 0, (8.61)

где предполагается, что достаточно «хорошая» гладкая функция f(t) — стационарный

гауссов случайный процесс с нулевым средним значением и корреляционной функцией

〈
f(t)f(t′)

〉
= Bf (t− t′).

Для конкретной реализации случайной силы f(t), решение уравнения (8.61) имеет

вид

x(t) =

t∫

t0

dτf(τ)e−λ(t−τ).

Следовательно, это решение x(t) — также гауссов процесс с параметрами

〈x(t)〉 = 0,
〈
x(t)x(t′)

〉
=

t∫

t0

dτ1

t′∫

t0

dτ2Bf (τ1 − τ2)e
−λ(t+t′−τ1−τ2).

И при этом, например,

〈f(t)x(t)〉 =

t−t0∫

0

dτBf (τ)e
−λτ .

Отметим, что одноточечная плотность вероятностей P (x, t) = 〈δ(x(t) − x)〉 для

уравнения (8.61) описывается точным уравнением, вытекающем из уравнения (6.24)

на с. 142:

(
∂

∂t
− λ

∂

∂x
x

)
P (x, t) =

t−t0∫

0

dτBf (τ)e
−λτ ∂

2

∂x2
P (x, t), P (x, t0) = δ(x),
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и, следовательно,

d

dt

〈
x2(t)

〉
= −2λ

〈
x2(t)

〉
+ 2

t−t0∫

0

dτBf (τ)e
−λτ .

При t0 → −∞ процесс x(t) переходит в стационарный гауссов процесс с одновре-

менны́ми статистическими параметрами

〈x(t)〉 = 0, σ2
x =

〈
x2(t)

〉
=

1

λ

∞∫

0

dτBf (τ)e
−λτ , 〈f(t)x(t)〉 =

∞∫

0

dτBf (τ)e
−λτ .

В частности, для корреляционной функции Bf (t) вида

Bf (t) = σ2
fe

−|τ |/τ0 ,

получаем выражения

〈x(t)〉 = 0,
〈
x2(t)

〉
=

σ2
f τ0

λ(1 + λτ0)
, 〈f(t)x(t)〉 =

σ2
fτ0

1 + λτ0
, (8.62)

которые при τ0 → 0 переходят в асимптотические выражения

〈
x2(t)

〉
=
σ2
fτ0

λ
, 〈f(t)x(t)〉 = σ2

fτ0. (8.63)

Умножим теперь уравнение (8.61) на x(t). Считая функцию x(t) достаточно «хо-

рошей» функцией, получаем равенство

x(t)
d

dt
x(t) =

1

2

d

dt
x2(t) = −λx2(t) + f(t)x(t).

Усредняя его по ансамблю реализаций функции f(t), получаем уравнение

1

2

d

dt

〈
x2(t)

〉
= −λ

〈
x2(t)

〉
+ 〈f(t)x(t)〉 , (8.64)

стационарное решение которого

〈
x2(t)

〉
=

1

λ
〈f(t)x(t)〉 ,

соответствующее предельному переходу t0 → −∞ и τ0 → 0, совпадает с равенства-

ми (8.62), (8.63).

Учитывая, что δx(t)/δf(t − 0) = 1, тот же результат получается для корреляции

〈f(t)x(t)〉, если использовать формулу

〈f(t)x(t)〉 =

t∫

−∞

dτBf (t− τ)

〈
δ

δf(τ)
x(t)

〉
(8.65)

с «эффективной» корреляционной функцией

Beff
f (t) = 2σ2

f τ0δ(t).
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Как упоминалось выше, статистические характеристики решения динамических

задач в приближении дельта-коррелированного случайного процесса (поля) совпа-

дают со статистическими характеристиками марковских процессов. Однако, долж-

но быть ясно понято, что это справедливо только для статистических средних вели-

чин и уравнений для них. В частности, для уравнения Ланжевена (8.61), реализации

процесса x(t) и соответствующего марковского процесса совершенно различные. По-

следний описывается уравнением (8.61) с идеальным процессом «белого шума» f(t)

в правой части с корреляционной функцией Bf (t) = 2σ2
f τ0δ(t) и это уравнение должно

пониматься в обобщенном смысле, так как марковские процессы, в обычном смысле,

не дифференцируемы. В то же время процесс x(t), чьи статистические характери-

стики совпадают с характеристиками марковского процесса, — достаточно хорошая

функция и дифференцируем в обычном смысле. Например,

x(t)
d

dt
x(t) =

1

2

d

dt
x2(t),

и, в частности, при t0 → −∞ 〈
x(t)

d

dt
x(t)

〉
= 0. (8.66)

С другой стороны для идеального марковского процесса x(t), удовлетворяющего

уравнению Ланжевена (8.61) в обобщенном смысле с «белым шумом» в правой части,

равенство (8.66) вообще не имеет смысла и соотношение
〈
x(t)

d

dt
x(t)

〉
= −λ

〈
x2(t)

〉
+ 〈f(t)x(t)〉 (8.67)

зависит от того, как понимаются средние значения. В самом деле, если мы определим

равенство (8.67) как предел равенства
〈
x(t+ ∆)

d

dt
x(t)

〉
= −λ 〈x(t)x(t+ ∆)〉 + 〈f(t)x(t+ ∆)〉 (8.68)

при ∆ → 0, то результат будет существенно разным в зависимости от предельных

переходов ∆ → +0 или ∆ → −0. Так для ∆ → +0 имеем

lim
∆→+0

〈f(t)x(t+ ∆)〉 = 2σ2
f τ0

и, принимая во внимание равенство (8.65), выражение (8.68) можно переписать в виде
〈
x(t+ 0)

d

dt
x(t)

〉
= σ2

f τ0. (8.69)

Если же ∆ → −0, то 〈f(t)x(t− 0)〉 = 0 из-за условия динамической причинности,

и равенство (8.68) принимает вид
〈
x(t− 0)

d

dt
x(t)

〉
= −σ2

fτ0. (8.70)

Сравнивая (8.66) с (8.69) и (8.70), видим, что для идеального марковского процесса,

описываемого решением уравнением Ланжевена с «белым шумом», и обычно называ-

емом процессом Орнштейна–Уленбека, имеет место
〈
x(t+ 0)

d

dt
x(t)

〉
6=
〈
x(t− 0)

d

dt
x(t)

〉
6= 1

2

d

dt

〈
x2(t)

〉
.
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Отметим, что равенства (8.69) и (8.70) можно также получить из корреляционной

функции

〈x(t)x(t+ τ)〉 =
σ2
f τ0

λ
e−λ|τ |

процесса x(t).

В заключение обсуждения приближения дельта-коррелированного случайного про-

цесса (поля) подчеркнем, что во всех дальнейших примерах под фразой типа «динами-

ческая система (уравнение) с дельта-коррелированными флуктуациями параметров»

подразумевается асимптотический случай, в котором временны́е радиусы корреляции

для этих параметров малы по сравнению со всеми характерными временами, возни-

кающими в рассматриваемой задаче.

8.5. Причинные интегральные уравнения

Для задач, рассмотренных в предыдущей главе, удается получить замкнутое ста-

тистическое описание в приближении дельта-коррелированного случайного поля, бла-

годаря тому факту, что эти задачи соответствуют системе дифференциальных урав-

нений первого порядка по времени с начальными условиями при t = 0. Для них

выполняется условие динамической причинности, которое заключается в том, что ре-

шение задачи в момент времени t определяется только флуктуациями параметров

системы в предшествующие моменты времени и не зависит от последующих.

Условие причинности, однако, может выполняться и для задач, описываемых инте-

гральными уравнениями, которые, вообще говоря, не всегда сводятся к системе диф-

ференциальных уравнений. Чтобы не загромождать изложение рассмотрим простей-

ший пример одномерного причинного уравнения (t > t′)

G(t; t′) = g(t; t′) + Λ

t∫

t′

dτg(t; τ)z(τ)G(τ ; t′), (8.71)

где функция g(t; t′) — функция Грина в отсутствии случайностей, а случайную функцию

z(t) считаем гауссовой функцией, дельта-коррелированной во времени с параметрами

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2Dδ(t− t′) (D = σ2

zτ0).

В этом случае при усреднении уравнения (8.71) по ансамблю реализаций случайной

функции z(t), получаем уравнение

〈
G(t; t′)

〉
= g(t; t′) + Λ

t∫

t′

dτg(t; τ)
〈
z(τ)G(τ ; t′)

〉
. (8.72)

Учитывая теперь, равенство

δ

δz(t)
G(t; t′) = g(t; t)ΛG(t; t′) (8.73)
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вытекающее из (8.71), корреляцию в правой части уравнения (8.72) можно записать

в виде
〈
z(τ)G(τ ; t′)

〉
= D

〈
δ

δz(τ)
G(τ ; t′)

〉
= ΛDg(τ ; τ)

〈
G(τ ; t′)

〉
,

и мы видим, что уравнение (8.72) переходит в замкнутое интегральное уравнение для

средней функции Грина

〈
G(t; t′)

〉
= g(t; t′) + Λ2D

t∫

t′

dτg(t; τ)g(τ ; τ)
〈
G(τ ; t′)

〉
, (8.74)

которое, имеет форму уравнения Дайсона (по терминологии квантовой теории поля)

〈
G(t; t′)

〉
= g(t; t′) + Λ

t∫

t′

dτg(t; τ)

τ∫

t′

dτ ′Q(τ ; τ ′)
〈
G(τ ′; t′)

〉
,

или

〈
G(t; t′)

〉
= g(t; t′) + Λ

t∫

t′

dτ 〈G(t; τ)〉
τ∫

t′

dτ ′Q(τ ; τ ′)g(τ ′; t′),

(8.75)

с массовой функцией вида

Q(τ ; τ ′) = Λ2Dg(τ ; τ)δ(τ − τ ′).

Получим теперь уравнение для корреляционной функции

Γ(t, t′; t1, t
′
1) =

〈
G(t; t′)G∗(t1; t

′
1)
〉

(t > t′, t1 > t′1),

где G∗(t; t′) — комплексно сопряженная функция Грина. Для этого умножим уравне-

ние (8.71) на G∗(t1; t
′
1) и усредним по ансамблю реализаций случайной функции z(t).

В результате получаем уравнение, которое запишем в символическом виде

Γ = g 〈G∗〉 + Λg 〈zGG∗〉 . (8.76)

Учитывая уравнение Дайсона (8.75)

〈G〉 = {1 + 〈G〉Q}g,

подействуем на (8.76) оператором {1 + 〈G〉Q}. В результате получаем уравнение,

записанное в символическом виде,

Γ = 〈G〉 〈G∗〉 + 〈G〉Λ {〈zGG∗〉 −QΓ} ,

которое можно переписать в виде уравнения

Γ(t, t′; t1, t
′
1) =

〈
G(t; t′)

〉 〈
G∗(t1; t

′
1)
〉

+ ΛD

t∫

0

dτ 〈G(t; τ)〉
[〈
δG(τ ; t′)

δz(τ)
G∗(t1; t

′
1) + 2G(τ ; t′)

δG∗(t1; t
′
1)

δz(τ)

〉]

− Λ2D

t∫

0

dτ 〈G(t; τ)〉 g(τ ; τ)Γ(τ, t′; t1, t
′
1). (8.77)
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При выводе уравнения (8.77) мы также воспользовались формулой (5.31) на с. 126 для

расщепления корреляций гауссова дельта-коррелированного процесса z(t) с функци-

оналами от него:

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
>=






D

〈
δ

δz(t)
R[t; z(τ)]

〉
(t′ = t, τ < t),

2D

〈
δ

δz(t′)
R[t; z(τ)]

〉
(t′ < t, τ < t).

Учитывая теперь формулы (8.73) и равенство

δ

δz(τ)
G∗(t1; t

′
1) = ΛG∗(t1; τ)G

∗(τ ; t′1),

вытекающее из (8.71), уравнение (8.77) можно переписать в виде

Γ(t, t′; t1, t
′
1) =

〈
G(t; t′)

〉 〈
G∗(t1; t

′
1)
〉
+ 2|Λ|2D

t∫

0

dτ 〈G(t; τ)〉
〈
G∗(t1; τ)G(τ ; t′)G∗(τ ; t′1)

〉
.

(8.78)

Теперь учтем то обстоятельство, что функция G∗(t1; τ) функционально зависит от

случайного процесса z(τ̃ ) при τ̃ ≥ τ , а функции G(τ ; t′) и G∗(τ ; t′1) — при τ̃ ≤ τ и,

следовательно, для дельта-коррелированного процесса z(τ̃) статистически независи-

мы. Следовательно уравнение (8.78) можно переписать в виде замкнутого уравнения

(t1 ≥ t)

Γ(t, t′; t1, t
′
1) =

〈
G(t; t′)

〉 〈
G∗(t1; t

′
1)
〉
+ 2|Λ|2D

t∫

0

dτ 〈G(t; τ)〉 〈G∗(t1; τ)〉Γ(τ ; t′; τ ; t′1).

(8.79)

8.6. Диффузионное приближение

Условием применимости приближения дельта-коррелированности случайного поля

f(x, t) (т. е. уравнения Фоккера–Планка) является условие малости временно́го ради-

уса корреляции случайного поля f(x, t) — τ0 по сравнению со всеми временны́ми мас-

штабами, имеющимися в рассматриваемой задаче. Учет конечности временного ра-

диуса корреляции случайного поля f(x, t) можно провести в рамках диффузионного

приближения. Это приближение более наглядно и физично, чем формальное матема-

тическое приближение дельта-коррелированного случайного поля. Это приближение

справедливо также для достаточно малых флуктуаций параметров стохастической

динамической системы и позволяет получить не только условия применимости дель-

та-коррелированного приближения, но и описать новые физические эффекты, порож-

денные конечностью временного радиуса корреляции случайных параметров.

В рамках диффузионного приближения предполагается, что влияние случайных

воздействий на временны́х масштабах порядка τ0 не существенно, т. е. система на этих

масштабах эволюционирует как свободная.
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Пусть опять векторная функция x(t) удовлетворяет динамическому уравнению

(8.1) на с. 175
d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (8.80)

где v(x, t) — векторная детерминированная функция, а f(x, t) — случайное статисти-

чески однородное в пространстве и стационарное во времени гауссово векторное поле

со статистическими характеристиками

〈f(x, t)〉 = 0, Bij(x, t;x
′, t′) = Bij(x − x′; t− t′) =

〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.

Введем индикаторную функцию

ϕ(x, t) = δ(x(t) − x), (8.81)

где x(t) — решение уравнения (8.80), удовлетворяющую уравнению Лиувилля (8.6) на

с. 176 (
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (8.82)

Уравнение для плотности вероятностей решения уравнения (8.80)

P (x, t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉

получим, как и ранее, усредняя уравнение (8.82) по ансамблю реализаций поля f(x, t):

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 , P (x, t0) = δ(x − x0). (8.83)

Используя формулу Фурутцу–Новикова (8.10) на с. 177

〈fk(x, t)R[t; f(y, τ)]〉 =

∫
dx′

∫
dt′Bkl(x, t;x

′, t′)

〈
δ

δ fl(x′, t′)
R[t; f(y, τ)]

〉
,

уравнение (8.83) можно переписать в виде

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′Bij(x, t;x
′, t′)

〈
δ

δ fj(x′, t′)
ϕ(x, t)

〉
. (8.84)

В диффузионном приближении уравнение (8.84) является точным, а вариационная

производная и индикаторная функция на временны́х масштабах порядка временного

радиуса корреляции случайного поля f(x, t) — τ0 описываются системой динамических

уравнений

∂

∂t

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)
= − ∂

∂x

{
v(x, t)

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

}
,

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

∣∣∣∣
t=t′

= − ∂

∂xi

{
δ(x − x′)ϕ(x, t′)

}
, (8.85)

∂

∂t
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
{v(x, t)ϕ(x, t)} , ϕ(x, t)|t=t′ϕ(x, t′).
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Решение задачи (8.84), (8.85) справедливо для всех времен t. Однако, в этом случае

решение задачи (8.80) x(t) не является векторным марковским случайным процессом,

так как ее многовременна́я плотность вероятностей не допускает факторизации с по-

мощью плотности вероятностей перехода. В асимптотическом случае t ≫ τ0 решение

исходной динамической системы (8.80) в диффузионном приближении уже будет мар-

ковским случайным процессом и условиями применимости его является малость всех

статистических эффектов на временны́х масштабах порядка временного радиуса кор-

реляции τ0.

Таким образом, диффузионное приближение позволяет снять основное ограниче-

ние, связанное с малостью временного радиуса корреляции τ0, оставаясь при этом в

рамках марковского процесса.

Задачи

Задача 8.1. Получить уравнение Фоккера–Планка для диффузии лучей, описывае-

мых системой уравнений (1.95) на с. 50

d

dx
R(x) = p(x),

d

dx
p(x) =

1

2
∇Rε(x,R). (8.86)

для однородного, изотропного гауссова дельта-коррелированного поля ε(x,R) с нуле-

вым средним значением и корреляционной функцией

Bε(x− x′,R − R′) =
〈
ε(x,R)ε(x′,R′)

〉
= A(R − R′)δ(x − x′), (8.87)

Решение. Функция P (x,R,p) = 〈δ(R(x) − R)δ(p(x) − p)〉 описывается уравнени-

ем Фоккера–Планка

(
∂

∂x
+ p

∂

∂R

)
P (x,R,p) = D∆RP (x,R,p),

где коэффициент диффузии

D = −1

8
∆RA(R)|R=0 = π2

∞∫

0

dκκ3Φε(0, κ).

Здесь через функцию

Φε(q, κ) =
1

(2π)3

∞∫

−∞

dx

∫
dRBε(x,R)e−i(qx+κR), A(R) = 2π

∫
dκΦε(0, κ)e

iκR,

обозначена трехмерная спектральная плотность случайного поля ε(x,R).

Решение, соответствующее начальному условию P (0,R,p) = δ(R)δ(p), является

гауссовой плотностью вероятностей с параметрами

〈Rj(x)Rk(x)〉 =
2

3
Dδjkx

3, 〈Rj(x)pk(x)〉 = Dδjkx
2, 〈pj(x)pk(x)〉 = 2Dδjkx.

Задачи 203

Задача 8.2. Исходя из уравнений (8.86) получить продольную корреляционную функцию

смещения луча, для однородного, изотропного гауссова дельта-коррелированного поля

ε(x,R) с нулевым средним значением и корреляционной функцией (8.87).

Решение.
〈
R(x)R(x′)

〉
= 2D(x′)2

(
x− 1

3
x′
)
.

Задача 8.3. Рассмотреть диффузию двух лучей, описываемых системой уравнений

d

dx
Rν(x) = pν(x),

d

dx
pν(x) =

1

2
∇Rν

ε(x,Rν),

где индексом ν = 1, 2 обозначены номера соответствующих лучей.

Решение. Для совместной плотности вероятностей

P (x;R1,p1,R2,p2) = 〈δ(R1(x) − R1)δ(p1(x) − p1)δ(R2(x) − R2)δ(p2(x) − p2)〉

получаем уравнение Фоккера–Планка

(
∂

∂x
+ p1

∂

∂R1
+ p2

∂

∂R2

)
P (x;R1,p1,R2,p) = L̂

(
∂

∂p1
,
∂

∂p2

)
P (x;R1,p1,R2,p),

где оператор

L̂

(
∂

∂p1
,
∂

∂p2

)
=
π

4

∫
dκΦε(0, κ)

[(
κ
∂

∂p1

)2

+

(
κ
∂

∂p2

)2

+

+ 2 cos [κ(R1 −R2)]

(
κ
∂

∂p1

)(
κ
∂

∂p1

)]
.

Задача 8.4. Рассмотреть относительную диффузию двух лучей.

Решение. Плотность вероятностей для относительной диффузии двух лучей

P (x,R,p) = 〈δ(R1(x) − R2(x) − R)δ(p1(x) − p2(x) − p)〉 ,

описывается уравнением Фоккера–Планка

(
∂

∂x
+ p

∂

∂R

)
P (x,R,p) = Dαβ(R)

∂2

∂pα∂pβ
P (x,R,p), (8.88)

где через матрицу Dαβ(R) обозначена величина

Dαβ(R) = 2π

∫
dκ [1 − cos (κR)]κακβΦε(0, κ).

Замечание. Если обозначить через l0 корреляционный радиус случайного поля

ε(x,R), то при условии R≫ l0 функция

Dαβ(R) = 2Dδαβ ,
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т. е. относительная диффузия лучей характеризуется удвоенным коэффициентом диф-

фузия отдельных лучей, что соответствует статистической независимости лучей. В

этом предельном случае совместная плотность вероятностей относительной диффу-

зии лучей является гауссовой.

В общем случае уравнение (8.88) не может быть решено в аналитическом виде.

Ясно лишь, что в этом случае решение, соответствующее переменному коэффициенту

диффузии, не является гауссовым.

Асимптотический случай R≪ l0 можно проанализировать более детально. В этом

случае можно разложить функцию {1 − cos (κR)} в ряд Тейлора, и диффузионная

матрица примет вид

Dαβ(R) = πB
(
R2δaβ + 2RαRβ

)
, (8.89)

где параметр

B =
π

4

∞∫

0

dκκ5Φε(0, κ).

Из уравнения (8.88) с коэффициентами (8.89) следуют уравнения для моментных

функций:

d

dx

〈
p2(x)

〉
= 8πB

〈
R2(x)

〉
,

d

dx

〈
R2(x)

〉
= 2 〈R(x)p(x)〉 ,

d

dx
〈R(x)p(x)〉 =

〈
p2(x)

〉
,

которые легко решить. Из решения этой системы следует, что если существует такой

интервал значений x, на котором αx≫ 1 (α = (16πB)1/3), но все еще R2
0e
αx ≪ l20 (он

всегда существует для достаточно малых значений R0 — начальных расстояний меж-

ду лучами), то в этой области происходит экспоненциальный рост величин
〈
R2(x)

〉
,

〈R(x)p(x)〉 и
〈
p2(x)

〉
с расстоянием x.

Задача 8.5. Для простейшей модели поля скоростей (1.3), (1.4) на с. 15

u(r, t) = v(t)f(kx),

где v(t) – гауссов случайный, дельта-коррелированный во времени векторный процесс

с параметрами (1.11) на с. 17, получить уравнение для плотности вероятностей

магнитного поля для однородных начальных условий.

Решение. Индикаторная функция для поперечной части магнитного поля в без-

размерных переменных (1.12) на с. 18 описывается уравнением (3.27) на с. 79. Усред-

няя это уравнение по ансамблю реализаций векторной функции v(t), получаем урав-

нение

∂

∂t
P (x, t;H) =

∂

∂x

(
f2(x)

∂

∂x
− f(x)f ′(x)

∂

∂H
H

)
P (x, t;H)+

+

(
1 +

∂

∂H
H

)(
−f(x)f ′(x)

∂

∂x
+
[
f ′(x)

]2 ∂

∂H
H

)
P (x, t;H)+

+
[
f ′(x)

]2
Ex0

∂

∂Hi

∂

∂Hi
P (x, t;H).

Задачи 205

Замечание. Если теперь функция f(x) имеет характерный масштаб изменения

по x − k−1 и является периодической функцией ("быстрое изменение"), то дополни-

тельно усредняя это уравнение по этим масштабам (по x), получаем уравнение для

"медленных" пространственных изменений

∂

∂t
P (x, t;H) =

∂

∂x

(
f2(x)

∂

∂x

)
P (x, t;H) + [f ′(x)]2

(
1 +

∂

∂H
H

)
∂

∂H
HP (x, t;H)+

+ [f ′(x)]2Ex0
∂2

∂H2
P (x, t;H).

Учитывая теперь, что в силу начальных условий функция P (x, t;H) не зависит от x,

получаем уравнение

∂

∂t
P (t;H) = D

(
∂

∂H
H +

∂

∂H
H

∂

∂H
H

)
P (t;H) +DEx0

∂2

∂H2
P (t;H),

где D = [f ′(x)]2. Нормируя теперь время t → Dk2σ2τ0t, получаем окончательное

уравнение в виде

∂

∂t
P (t;H) =

(
∂

∂H
H +

∂

∂H
H

∂

∂H
H

)
P (t;H) + Ex0

∂2

∂H2
P (t;H). (8.90)

Задача 8.6. Для простейшей модели поля скоростей (1.3), (1.4) на с. 15 исходя из

уравнения (8.90) получить уравнение для плотности вероятностей генерируемой

энергии поперечной части магнитного поля E(t) = H2(t).

Решение. Умножая уравнение (8.90) на δ(H2 −E) и интегрируя по H, получаем

уравнение вида

∂

∂t
P (t;E) =

(
2
∂

∂E
E + 4

∂

∂E
E

∂

∂E
E

)
P (t;E) + 4Ex0

∂

∂E
E
∂

∂E
P (t;E). (8.91)

Обезразмерим энергию на Ex0. В результате получаем уравнение

∂

∂t
P (t;E) =

(
2
∂

∂E
E + 4

∂

∂E
E

∂

∂E
E

)
P (t;E) + 4

∂

∂E
E

∂

∂E
P (t;E), (8.92)

с начальным условием

P (0;E) = δ(E − β),

где параметр β = E⊥0/Ex0.

Замечание. Следует иметь в виду, что задача (8.92) является краевой задачей и

краевыми условиями по E являются условия равенства плотности вероятности нулю

при E = 0 и E = ∞ в любой момент времени t > 0. При этом в общем случае уравне-

ния (8.92) для распределения вероятностей существует стационарное распределение

с бесконечными моментами, не зависящее от параметра β,

P (∞;E) =
1

2 (E + 1)3/2
. (8.93)
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Рис. 8.7. Распределения плотностей вероятностей при β = 1 в моменты времени t = 0, 05 (а)
и t = 0, 25 (б ).

Следует также иметь в виду, что это распределение является обобщенной функцией

и справедливо на интервале (0, ∞). В точке же x = 0 плотность вероятностей должна

обращаться в нуль.

Отметим, что при β = 1 и Ex0 = 0 плотность вероятностей для энергии, норми-

рованной на E⊥0, описывается уравнением (8.92) при отсутствии последнего члена и,

следовательно, ее распределение вероятностей является логнормальным

P (t;E) =
1

4
√
πtE

exp

{
− 1

16t
ln2
(
Ee2t

)}
. (8.94)

Такая структура плотности вероятностей будет, очевидно, определяющей только для

очень малых значений времени, на которых генерирующий член еще не существе-

нен. Так на рис. 8.7 приведены решения уравнения (8.92) (сплошные кривые), по-

лученные численным интегрированием, для параметра β = 1 при t = 0, 05 (а) и

t = 0, 25 (б ). Пунктирной кривой на этих рисунках изображено логнормальное распре-

деление (8.94). Из этих рисунков видно, что уже на малых временах член в уравнении

(8.92), обеспечивающий генерацию энергии, является преобладающим.

На рис. 8.8 а и б изображено решение уравнения (8.92) (сплошная кривая) для

параметра β = 0 (т. е. плотность вероятностей генерируемой магнитной энергии) при

t = 10 и асимптотическая кривая (8.93) (пунктирная линия). Эти рисунки свидетель-

ствует о том, что только "хвост" решения уравнения (8.92) выходит на асимптотиче-

ское решение (8.93) (а), но при этом очень медленно (б ). Пересечение этих кривых про-

исходит в силу нормировки рассматриваемых плотностей вероятностей. По-видимому,

далее плотность вероятностей P (t;E) будет сближаться с "хвостом" стационарного

распределения.

Задача 8.7. Исходя из уравнения (8.92) получить выражение для среднего значения

логарифма энергии 〈lnE(t)〉 и асимптотику при t→ ∞ моментных функций энергии

〈En(t)〉 (при β = 0).

Решение. 〈lnE(t)〉 = lnβ − 2t и 〈En(t)〉 =
2n(n!)2

(4n − 3)!!
e2n(2n−1)t.

Задачи 207
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Рис. 8.8. Распределение плотности вероятностей при β = 0 в момент времени t = 10 на
интервалах значений энергии (0, 8) (а) и (6, 20) (б ).

Задача 8.8. Установить связь между полями q(r, t) и p(r, t), моментные функции

которых описываются выражениями

〈qn(r, t)〉 = exp {n(n+ 0, 5)t} , 〈pn(r, t)〉 = exp {n(n− 0, 5)t} .

Для какого поля имеет место кластеризация?

Решение. Функция q(r, t) = 1/p(r, t) и кластеризация осуществляется для поля

p(r, t).

Задача 8.9. Показать, что интегральное уравнение (8.71) эквивалентно уравнению

в вариационных производных

δ

δz(τ)
G(t, t′) = G(t, τ)ΛG(τ, t′) (t′ ≤ τ ≤ t)

с начальным условием

G(t, t′)
∣∣
z(τ)=0 = g(t, t′).

Задача 8.10. Построить диффузионное приближение для задачи о динамике ча-

стицы в поле случайных сил, описываемой стохастической системой (1.14) на с. 20

d

dt
r(t) = v(t),

d

dt
v(t) = −λv(t) + f(r, t),

r(0) = r0, v(0) = v0.

Решение. Совместная одновременна́я плотность вероятностей положения части-

цы и ее скорости

P (r,v, t) = 〈δ(r(t) − r)δ(v(t) − v)〉
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описывается уравнением Фоккера–Планка

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r
− λ

∂

∂v
v

)
P (r,v, t) =

∂

∂vi

{
D

(1)
ij (v)

∂

∂vj
+D

(2)
ij (v)

∂

∂rj

}
P (r,v, t) (8.95)

с коэффициентами диффузии

D
(1)
ij (v) =

∞∫

0

dτe−λτBij

(
1

λ

[
eλτ − 1

]
v, τ

)
,

D
(2)
ij (v) =

1

λ

∞∫

0

dτ
[
1 − e−λτ

]
Bij

(
1

λ

[
eλτ − 1

]
v, τ

)
.

(8.96)

Задача 8.11. Получить в диффузионном приближении стационарное распределение

вероятностей для скорости частицы для динамической системы (1.14) на с. 20 в

одномерном случае для корреляционной функции случайной внешней силы вида

Bf (x, t) = σ2
f exp

{
−|x|
l0

− |t|
τ0

}
.

Решение. Стационарная плотность вероятностей для скорости частицы (т. е. плот-

ность вероятностей в пределе t → ∞) описывается уравнением, вытекающим из (8.95):

−λvP (v) = D(v)
∂

∂v
P (v), (8.97)

где, согласно (8.96),

D(v) =

∞∫

0

dτe−λτB

(
1

λ

[
eλτ − 1

]
v, τ

)
.

Для достаточно малого трения (λτ0 ≪ 1) решение уравнения (8.97) имеет вид

P (v) = C exp

{
− λv2

2σ2
f τ0

[
1 +

2

3

|v|τ0
l0

]}
. (8.98)

Для малых значений скорости частицы |v|τ0 ≪ l0 распределение вероятностей

(8.98) переходит в гауссово распределение, соответствующее приближению дельта-

коррелированности во времени случайного поля f(x, t). Однако, в обратном предель-

ном случае |v|τ0 ≫ l0 распределение вероятностей (8.98) убывает значительно быстрее,

а именно

P (v) = C exp

{
−λv

2|v|
3σ2

f l0

}
, (8.99)

что соответствует убыванию коэффициента диффузии по закону D(v) ∼ 1/|v| для

больших значений скорости частицы. С физической точки зрения, это означает, что

влияние поля случайных сил f(x, t) на быстро двигающиеся частицы существенно

меньше, чем на более медленно двигающиеся частицы.

О ч е р к 9

О МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ И АНАЛИЗА УРАВНЕНИЯ
ФОККЕРА–ПЛАНКА

Уравнение Фоккера–Планка для одноточечной плотности вероятностей (8.11) на

с. 177 и для плотности вероятностей перехода (8.16) на с. 178 относятся к параболиче-

скому типу уравнений в частных производных, и для их решения можно использовать

методы теории уравнений математической физики. Основными методами при этом яв-

ляются метод разделения переменных, преобразование Фурье по пространственным

координатам и другие интегральные преобразования.

9.1. Интегральные преобразования

Весьма мощным методом решения уравнения Фоккера–Планка является метод,

основанный на использовании интегральных преобразований. Так, как указывалось

ранее, если тензор коэффициентов диффузии Fkl(x,x; t) в (8.11) не зависит от x, то

можно использовать интегральное преобразование Фурье. В других случаях исполь-

зуются интегральные преобразования связанные с собственными функциями диффу-

зионного оператора

L̂ =
∂2

∂xk∂xl
Fkl(x,x; t).

Например, для оператора Лежандра

L̂ =
∂

∂x
(x2 − 1)

∂

∂x

естественно воспользоваться интегральным преобразованием, связанным с функция-

ми Лежандра. Это преобразование называется преобразованием Мелера–Фока и опре-

деляется посредством интеграла

F (µ) =

∞∫

1

dxf(x)P−1/2+iµ(x) (µ > 0), (9.1)

где P−1/2+iµ(x) — функция Лежандра первого рода, удовлетворяющая уравнению

d

dx
(x2 − 1)

d

dx
P−1/2+iµ(x) = −

(
µ2 +

1

4

)
P−1/2+iµ(x). (9.2)

Формула обращения для преобразования (9.1) имеет вид

f(x) =

∞∫

0

dµµ tanh(πµ)F (µ)P−1/2+iµ(x) (1 ≤ x ≤ ∞), (9.3)

209
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где F (µ) описывается формулой (9.1).

Другое интегральное преобразование, называемое интегральным преобразованием

Конторовича–Лебедева, связанно с диффузионным оператором

L̂ =
∂

∂x
x2 ∂

∂x

и имеет вид

F (τ) =

∞∫

0

dxf(x)Kiτ (x) (τ > 0),

где Kiτ (x) — функция Макдональдса первого рода, удовлетворяющая уравнению

(
d

dx
x2 d

dx
− x

d

dx

)
Kiτ (x) =

(
x2 − τ2

)
Kiτ (x). (9.4)

Формула обращения при этом имеет вид

f(x) =
2

π2x

∞∫

0

dτ sinh(πτ)F (τ)Kiτ (x). (9.5)

9.2. Стационарные решения
уравнения Фоккера–Планка

Выше мы говорили об общих методах решения уравнения Фоккера–Планка как

для плотности вероятностей перехода, так и для одноточечной плотности вероят-

ностей. Задача о нахождении одноточечной плотности вероятностей, однако, может

иметь и специфические черты, связанные с возможностью существования стационар-

ного решения, которое в ряде случаев удается найти непосредственно. Это стационар-

ное решение, если оно существует, не зависит от начальных условий и представляет

предельное при t→ ∞ решение уравнения Фоккера–Планка.

Существуют два класса задач, для которых стационарное решение уравнения Фок-

кера–Планка находится легко. Это, во-первых, случай одномерных нелинейных урав-

нений и, во-вторых, случай гамильтоновых систем уравнений. Рассмотрим эти случаи

более подробно.

9.2.1. Одномерное нелинейное уравнение

Одномерные нелинейные системы с флуктуирующими параметрами описываются

стохастическим уравнением

d

dt
x(t) = f(x) + z(t)g(x), x(0) = x0, (9.6)

где, как и ранее, z(t) — гауссов дельта-коррелированный процесс с параметрами

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2Dδ(t− t′) (D = σ2

zτ0).
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Соответствующее уравнение Фоккера–Планка имеет вид

(
∂

∂t
+

∂

∂x
f(x)

)
P (x, t) = D

∂

∂x
g(x)

∂

∂x
g(x)P (x, t). (9.7)

Стационарное распределение вероятностей P (x), если оно существует, удовлетво-

ряет уравнению

f(x)P (x) = Dg(x)
d

dx
g(x)P (x) (9.8)

(мы считаем, что функция P (x) сосредоточена во всей области пространства, т. е.

−∞ < x <∞), решение которого таково:

P (x) =
C

|g(x)| exp

{
1

D

∫
dx

f(x)

g2(x)

}
, (9.9)

где постоянная C определяется из условия нормировки

∞∫

−∞

dxP (x) = 1.

В частном случае уравнения Ланжевена (8.61) на с. 195, соответствующему в уравне-

нии (9.6) значениям функций f(x) = −λx и g(x) = 1, выражение (9.9) принимает вид

гауссова распределения вероятностей:

P (x) =

√
λ

2πD
exp

{
− λ

2D
x2
}
. (9.10)

9.2.2. Гамильтоновы системы

Другой тип уравнений, позволяющий получать стационарное распределение ве-

роятностей для N частиц, описывается гамильтоновой системой уравнений для i-ой

частицы с линейным трением и внешней случайной силой:

d

dt
ri(t) =

∂

∂pi
H({ri}, {pi}),

d

dt
pi(t) = − ∂

∂ri
H({ri}, {pi}) − λpi(t) + fi(t),

(9.11)

где i = 1, 2, . . . , N , а функция Гамильтона

H({ri}, {pi}) =
N∑

i=1

p2
i (t)

2
+ U(r1, . . . , rN ).

Здесь через {ri}, {pi} обозначены совокупности всех величин r(t) и p(t), т. е.

{ri} = {r1, . . . , rN}, {pi} = {p1, . . . ,pN}, λ — постоянный коэффициент (трение),

а случайные силы fi(t) — гауссовы дельта-коррелированные случайные векторные

функции с тензором корреляций

〈
fαi (t)fβj (t′)

〉
= 2Dδijδαβδ(t− t′), D = σ2

fτ0. (9.12)
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Здесь α и β — векторные индексы.

Система уравнений (9.11) описывает броуновское движение системы N взаимо-

действующих частиц. Соответствующая индикаторная функция ϕ({ri}, {pi}, t) удо-

влетворяет уравнению

∂

∂t
ϕ({ri}, {pi}, t) +

N∑

k=1

{H,ϕ}(k) − λ
N∑

k=1

∂

∂pk
{pkϕ} =

N∑

k=1

∂

∂pk
{fk(t)ϕ},

обобщающему уравнение (3.58) на с. 87, и, следовательно, уравнение Фоккера–Планка

для совместной плотности вероятностей решения системы (9.11) имеет вид

∂

∂t
P ({ri}, {pi}, t)+

N∑

k=1

{H,P}(k) −λ
N∑

k=1

∂

∂pk
{pkP} = D

N∑

k=1

∂2

∂p2
k

P ({ri}, {pi}, t), (9.13)

где

{ϕ,ψ}(k) =
∂ϕ

∂pk

∂ψ

∂rk
− ∂ψ

∂pk

∂ϕ

∂rk

— скобка Пуассона для k-ой частицы.

Легко проверить, что стационарное решение уравнения (9.13) имеет вид канони-

ческого распределения Гиббса:

P ({ri}, {pi}) = C exp

{
− λ

D
H({ri}, {pi})

}
. (9.14)

Характерной чертой этого распределения является гауссовость по импульсным пере-

менным и статистическая независимость координат и импульсов частиц.

Проинтегрировав (9.14) по всем r, можно получить максвелловское распределе-

ние по скоростям, описывающие флуктуации скорости броуновских частиц. Случай

U(r1, . . . , rN ) = 0 соответствует описанию броуновского движения свободных

частиц.

Если проинтегрировать распределение вероятностей (9.14) по импульсам (скоро-

стям), то получаем больцмановское распределение по координатам частицы:

P ({ri}) = C exp

{
− λ

D
U({ri})

}
. (9.15)

При достаточно большом коэффициенте трения равновесное распределение (9.14)

устанавливается в две стадии. Сперва достаточно быстро устанавливается гауссово

распределение по импульсам (максвелловское распределение), а затем уже значи-

тельно медленнее устанавливается распределение по пространственной координате

(больцмановское распределение). Последняя стадия описывается при этом уравнени-

ем Фоккера–Планка

∂

∂t
P ({ri}, t) =

1

λ

N∑

k=1

∂

∂rk

(
∂U({ri})
∂rk

P ({ri}, t)
)

+
D

λ2

N∑

k=1

∂2

∂r2
k

P ({ri}, t), (9.16)

которое обычно называется уравнением Эйнштейна–Смолуховского. Переход от урав-

нения Фоккера–Планка (9.13) к уравнению (9.16) также называется проблемой Кра-

мерса (cм. обсуждение этого вопроса на примере динамики частиц под действием
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случайной силы в разделе 6.2.1. на с. 142). Отметим, что уравнению (9.16) статисти-

чески эквивалентно стохастическое уравнение

d

dt
ri(t) = − 1

λ

∂

∂ri
U({ri}) +

1

λ
fi(t),

которое, однако, нельзя рассматривать как предел уравнения (9.11) при λ→ ∞.

В одномерном случае уравнения (9.11) упрощаются и принимают вид системы

уравнений
d

dt
x(t) = y(t),

d

dt
y(t) = − ∂

∂x
U(x) − λy(t) + f(t), (9.17)

стационарное распределение вероятностей для которой имеет вид

P (x, y) = C exp

{
− λ

D
H(x, y)

}
, H(x, y) =

y2

2
+ U(x). (9.18)

9.2.3. Системы гидродинамического типа

Общая динамика простейших систем гидродинамического типа (СГТ) рассматри-

валась в п. 1.1.3 на с. 23. Рассмотрим теперь статистическое описание этих систем.

Системы гидродинамического типа при наличии линейного трения описываются

динамическими уравнениями

d

dt
vi(t) = Fi(v) − λ(i)vi(t) (i = 1, . . . , N), (9.19)

где λ(i) — коэффициент трения i-й компоненты N -мерного вектора v1, а Fi(v) —

квадратичная по v функция, обладающая свойствами:

а) viFi(v) = 0 (при λ(i) = 0 имеет место закон сохранения энергии
d

dt
E(t) = 0,

E(t) =
1

2
v2
i (t));

б)
∂

∂vi
Fi(v) = 0 (при λ(i) = 0 выполняются условия теоремы Лиувилля и это ра-

венство является уравнением несжимаемости в фазовом пространстве).

Равновесные тепловые флуктуации в системах гидродинамического типа

Остановимся на классе явлений, тесно примыкающих к броуновскому движению,

а именно на равновесных тепловых флуктуациях в сплошных средах.

Макроскопические уравнения описывают поведение физических систем только

для пространственных масштабов, больших по сравнению с длиной свободного про-

бега молекул в среде, и для времен, больших по сравнению со временем между соуда-

рениями молекул. В этом смысле макроскопические уравнения правильно описывают

1В общем случае диссипативный член в (9.19) имеет вид λikvk. Однако всегда можно выбрать

систему координат, в которой две положительно определенные формы, энергия E = v2

i /2 и диссипа-
ция λikvivk, имеют диагональный вид. Вид уравнения (9.19) соответствует записи в такой системе
координат.
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поведение систем только в среднем. Однако наличие теплового движения молекул

приводит к тому, что, вообще говоря, макроскопические переменные являются стоха-

стическими и полная макроскопическая теория должна описывать не только поведе-

ние системы в среднем, но и флуктуации относительно среднего.

Такое описание можно провести в рамках тех же макроскопических переменных,

включив в соответствующие макроскопические уравнения «сторонние силы»: гауссо-

вы случайные поля, дельта-коррелированные во времени (это имеет непосредственное

отношение к флуктуационно-диссипативной теореме см., например, [55]). Построен-

ные на этой основе корреляционные теории равновесных тепловых флуктуаций в элек-

тродинамике, гидродинамике и в упруго-вязких средах изложены в работах [54–56].

Равновесные тепловые флуктуации в СГТ будут описываться уравнением (9.19)

с включением в него «сторонних сил» fi(t):

d

dt
vi(t) = Fi(v) − λ(i)vi(t) + fi(t) (i = 1, . . . , N), (9.20)

которые являются гауссовыми дельта-коррелированными во времени случайными функ-

циями с тензором корреляций

〈
fi(t)fj(t

′)
〉

= 2δijσ
2
(i)δ(t − t′) (〈f(t)〉 = 0). (9.21)

Отметим, что систему уравнений (9.20) можно трактовать как систему, описываю-

щую броуновское движение СГТ. В этом случае коэффициенты λ(i) являются некими

эффективными коэффициентами трения. Так, в случае N = 3 система (9.20) опи-

сывает вращательное броуновское движение твердого тела в среде (в пространстве

скоростей) и величины λ(i)vi(t) определяются как соответствующие силы сопротивле-

ния.

Плотность вероятностей для решения v(t) уравнения (9.20), т. е. функция

P (v, t) = 〈δ(v(t) − v)〉, удовлетворяет уравнению Фоккера–Планка

∂

∂t
P (v, t) = − ∂

∂vi
{Fi(v)P (v, t)} + λ(i) ∂

∂vi
{viP (v, t)} + σ2

(i)

∂2

∂v2
i

P (v, t). (9.22)

Стационарное решение уравнения (9.22), не зависящее от начальных данных, долж-

но иметь характер максвелловского распределения, соответствующего закону равно-

распределения энергии по степеням свободы:

P (v) = C exp

{
− v2

i

2kT

}
, (9.23)

где k — постоянная Больцмана, а T — равновесная температура в системе.

Подставляя (9.23) в (9.22), получаем для величин σ2
(i) равенство

σ2
(i) = λ(i)kT, (9.24)

которое называется формулой Эйнштейна. При этом, в силу условий (а) и (б ) имеет

место равенство
∂

∂vi
{Fi(v)P (v, t)} = 0.
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Соотношения (9.21) и (9.24), таким образом, полностью определяют статистику

«сторонних сил», и нелинейный член в уравнении (9.20) для одновременны́х флук-

туации v(t) роли не играет. Это свойство и составляет содержание флуктуационно-

диссипативной теоремы (см. [55, 56]) в применении к СГТ.

Отметим, что уравнения (9.20) с соотношениями корреляции (9.21) могут описы-

вать не только равновесные тепловые флуктуации в СГТ, но и воздействие мелкомас-

штабных движений (например, микротурбулентности) на более крупномасштабные

движения. Если при этом СГТ может быть описана системой феноменологических

уравнений (9.20) с λ(i)=λ = const, σ2
(i) = σ2 = const, то стационарное распределение

вероятностей для v имеет вид, аналогичный распределению (9.23), а именно

P (v) = C exp

{
− λ

2σ2
v2
i

}
. (9.25)

Шумы в системах гидродинамического типа при наличии регулярной силы

В качестве иллюстрации статистического описания СГТ рассмотрим простейшую

систему с тремя степенями свободы (S3), описываемую системой уравнений (1.25) на

с. 25:
d

dt
v0(t) = v2

2(t) − v2
1(t) − v0(t) +R+ f0(t),

d

dt
v1(t) = v0(t)v1(t) − v1(t) + f1(t),

d

dt
v2(t) = −v0(t)v2(t) − v2(t) + f2(t).

(9.26)

Считаем, что fi(t) — гауссовы случайные силы, дельта-коррелированные во времени

с тензором корреляции
〈
fi(t)fj(t

′)
〉

= 2δijσ
2δ(τ).

При отсутствии «сторонних сил» эта система эквивалентна уравнениям Эйлера

динамики гироскопа с изотропным трением, возбуждаемого постоянным моментом

внешних сил относительно неустойчивой оси. Стационарное решение этой системы

определяется параметром R (аналогом числа Рейнольдса). Критическим значением

при этом является Rкр = 1.

При R < 1 имеется устойчивое стационарное решение

v1 ст = v2 ст = 0, v0 ст = R. (9.27)

При R > 1 это решение становится неустойчивым по отношению к малым возму-

щениям параметров и устанавливается новый стационарный режим

v0 ст = 1, v2 ст = 0, v1 ст = ±
√
R− 1. (9.28)

При этом имеется элемент случайности, а именно: величина v1 ст может быть как по-

ложительной, так и отрицательной в зависимости от амплитуды малых возмущений.



216 Очерк 9. О методах решения и анализа уравнения Фоккера–Планка

Если R = 0, то, как указывалось выше, стационарное распределение вероятностей

имеет вид

P (v) = C exp

{
− v2

i

2σ2

}
. (9.29)

Пусть теперь R 6= 0 и R < 1. Тогда для флуктуации компонент относительно их

стационарных значений (ṽi = vi − vi ст) получаем систему уравнений:

d

dt
ṽ0(t) = ṽ2

2(t) − ṽ2
1(t) − ṽ0(t) + f0(t),

d

dt
ṽ1(t) = ṽ0(t)ṽ1(t) − (1 −R)ṽ1(t) + f1(t),

d

dt
ṽ2(t) = −ṽ0(t)ṽ2(t) − (1 +R)ṽ2(t) + f2(t).

(9.30)

Для нахождения статистических характеристик решения системы (9.30) можно

воспользоваться теорией возмущений по малому параметру σ2. Вторые моменты ком-

понент ṽi будут описываться при этом линеаризированной системой уравнений (9.30),

а средние значения можно получить затем уже непосредственным усреднением систе-

мы (9.30). Стационарные значения дисперсии флуктуации ṽi найденные таким обра-

зом, имеют вид

〈
ṽ2
0(t)

〉
= σ2,

〈
ṽ2
1(t)

〉
=

σ2

1 −R
,

〈
ṽ2
2(t)

〉
=

σ2

1 +R
. (9.31)

Отметим, что формулы (9.31) применимы при R ≪ 1. При увеличении R увеличива-

ется как интенсивность, так и временно́й радиус корреляций для компоненты ṽ1, в то

время как интенсивность флуктуации величины ṽ2 уменьшается. Максимум флуктуа-

ции для величины ṽ1 при этом достигается при переходе динамической системы через

критический режим.

Рассмотрим теперь случай, когда R > 1. Стационарное распределение вероятно-

стей для компоненты v1 имеет вид с двумя максимумами в окрестности v1 = ±
√
R− 1,

соответствующими устойчивым стационарным состояниям, и минимум v1 = 0, соот-

ветствующий неустойчивому состоянию. Это распределение вероятностей возникает

при усреднении по ансамблю реализаций случайных сил fi(t). Если же имеется одна

реализация, то система с вероятностью 1/2 придет в одно из положений, соответству-

ющих максимуму распределения. В этом случае будет формироваться распределение

вероятностей (усреднение по времени или по ансамблю сил, приводящих систему в это

состояние) в окрестности положений максимума, и для нахождения статистических

характеристик решения может быть использована теория возмущений по параметру

σ2.

Пусть система приходит в состояние, соответствующее устойчивому положению

равновесия v2 ст = 0, v1 ст =
√
R− 1. Тогда для флуктуации относительно этого состо-
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яния имеем систему уравнений:

d

dt
ṽ0(t) = ṽ2

2(t) − ṽ2
1(t) − 2

√
R− 1ṽ1(t) − ṽ0(t) + f0(t),

d

dt
ṽ1(t) = ṽ0(t)ṽ1(t) +

√
R− 1ṽ0(t) + f1(t),

d

dt
ṽ2(t) = −ṽ0(t)ṽ2(t) − 2ṽ2(t) + f2(t).

(9.32)

При R ≫ 1 вторые моменты флуктуации ṽi описываются линеаризированной систе-

мой (9.32), а средние значения величин определяются затем непосредственным усред-

нением (9.32). Таким образом, получаем при R≫ 1 стационарные значения дисперсии

и корреляции компонент триплета

〈ṽ0(t)ṽ2(t)〉 = 〈ṽ1(t)ṽ2(t)〉 = 0, 〈ṽ0(t)ṽ1(t)〉 = − σ2

√
R
,

〈
ṽ2
0(t)

〉
= 3σ2,

〈
ṽ2
1(t)

〉
=

3

2
σ2,

〈
ṽ2
2(t)

〉
=
σ2

2
.

(9.33)

Как отмечалось выше, эти статистические характеристики соответствуют усред-

нению по времени или по ансамблю реализаций сил fi(t), приводящих систему в ука-

занное состояние. Следует отметить, что если мы имеем некую реализацию fi(t) и си-

стема пришла в одно из наиболее вероятных состояний, то благодаря существованию

достаточно больших значений fi(t) система по прошествии некоторого времени T (тем

большего, чем меньше σ2 и больше R) будет переброшена в другое наиболее вероятное

состояние. Результат численного моделирования этого процесса приведен на рис. 1.5

на с. 25 для одной реализации случайных сил.

Рассмотрим теперь флуктуации компонент vi(t) при критическом режиме (т. е. при

R = 1). Уравнения для флуктуации относительно состояния v1 ст = v2 ст = 0, v0 ст = R

можно получить, полагая R = 1 либо в (9.30), либо в (9.32). Флуктуации компоненты

ṽ2(t) в этом случае можно описывать линеаризированным уравнением (σ2 ≪ 1), и для

стационарного значения ее дисперсии получаем

〈
ṽ2
2(t)

〉
=
σ2

2
.

Компоненты ṽ0(t) и ṽ1(t) будут описываться уже нелинейной системой уравнений:

d

dt
ṽ0(t) = −ṽ2

1(t) − ṽ0(t) + f0(t),

d

dt
ṽ1(t) = ṽ0(t)ṽ1(t) + f1(t),

(9.34)

и линеаризация недопустима.

Усредняя систему (9.34), получаем для стационарных значений флуктуаций

〈ṽ0(t)ṽ1(t)〉 = 0, 〈ṽ0(t)〉 = −
〈
ṽ2
1(t)

〉
.
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Как отмечалось выше, при критическом режиме усиливается интенсивность флук-

туации ṽ1 и, следовательно, увеличивается величина 〈ṽ0(t)〉. В то же время дисперсия

флуктуации ṽ0(t) существенно не изменяется. В самом деле, из системы (9.34) полу-

чаем для дисперсии стационарных флуктуаций ṽ0(t) выражение

〈
ṽ2
0(t)

〉
= 2σ2.

Поэтому ясно, что для оценки флуктуаций ṽ0(t) и ṽ1(t) можно заменить во втором

уравнении системы (9.34) величину ṽ0(t) на 〈ṽ0(t)〉 и, следовательно, рассматривать

упрощенную систему:
d

dt
ṽ0(t) = −ṽ2

1(t) − ṽ0(t) + f0(t),

d

dt
ṽ1(t) = 〈ṽ0(t)〉 ṽ1(t) + f1(t).

Отсюда получаем для стационарных флуктуации ṽ0(t) и ṽ1(t) выражения

〈
ṽ2
1(t)

〉
= −〈ṽ0(t)〉 = σ.

Аналогичным образом для временно́го радиуса корреляции флуктуаций величины

ṽ1(t) получаем оценку

τ ∼ 1/σ.

Выше мы рассматривали поведение триплета, когда случайные силы действова-

ли на все переменные. Посмотрим, что изменится, когда случайная сила действует

только на одну неустойчивую компоненту, а именно v0(t) (т. е. сила, действующая на

компоненту v0(t), имеет регулярную R и случайную составляющие). Динамическая

система в этом случае принимает вид (R > 1)

d

dt
v0(t) = −v2

1(t) − v0(t) +R+ f(t),

d

dt
v1(t) = v0(t)v1(t) − v1(t).

(9.35)

В системе (9.35) опущены члены, связанные с компонентой v2(t), так как легко видеть,

что она в рассматриваемой задаче возбуждаться не будет.

Представим компоненту v0(t) в виде v0(t) = 1 + ṽ0(t). Тогда система уравнений

(9.35) принимает вид

d

dt
ṽ0(t) = −v2

1(t) − ṽ0(t) + (R− 1) + f(t),

d

dt
v1(t) = ṽ0(t)v1(t),

(9.36)

и эволюция компоненты v1(t) определяется ее начальным значением. Если v1(0) > 0,

то и v1(t) > 0. Представляя в этом случае v1(t) как

v1(t) = eϕ(t),
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ϕ

U(ϕ)

U(ϕ0)

ϕ0

Рис. 9.1. График зависимости потенциальной функции U(ϕ). Штриховыми линиями обозна-

чены кривая U(ϕ) =
1

2
e2ϕ и прямая U(ϕ) = −(R− 1)ϕ

систему уравнений (9.36) можно записать в гамильтоновом виде (9.17)

d

dt
ṽ0(t) = −∂U(ϕ)

∂ϕ
− ṽ0(t) + f(t),

d

dt
ϕ(t) = ṽ0(t),

(9.37)

где

U(ϕ) =
1

2
e2ϕ − (R− 1)ϕ.

Здесь переменная ϕ(t) играет роль координаты частицы, а переменная v0(t) — ее

скорости. На рис. 9.1 сплошной линией изображено поведение функции U(ϕ).

Эта функция имеет минимум U(ϕ0) =
1

2
(R− 1) [1 − ln(R− 1)] в точке

ϕ0 = ln
√
R− 1, соответствующий устойчивому положению равновесия v1 =

√
R− 1.

Таким образом, стационарное распределение вероятностей для ϕ(t) и ṽ0(t) аналогично

распределению Гиббса (9.18):

P (ṽ0, ϕ) = C exp

{
− 1

D
H(ṽ0, ϕ)

}
, H(ṽ0, ϕ) =

ṽ2
0

2
+ U(ϕ). (9.38)

Из формулы (9.38) следует, что при R > 1 стационарное распределение вероятно-

стей для компоненты v0(t) системы уравнений (9.35) будет гауссовым:

P (v0) =
1√
2πD

exp

{
−(v0 − 1)2

2D

}
, (9.39)

а распределение вероятностей для величины ϕ(t) не является гауссовым, и они не

коррелируют между собой. Возвращаясь к переменной v1(t), получаем для нее стаци-

онарное распределение вероятностей в виде

P (v1) = const v
(R−1)/D−1
1 exp

{
− v2

1

2D

}
. (9.40)
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При критическом режиме (R = 1), как видно из (9.40), не существует стационар-

ного распределения вероятностей для компоненты v1(t), в отличие от рассмотренного

выше случая, когда случайные силы действуют на все компоненты триплета.

Как отмечалось ранее, установление распределения (9.38) происходит в две стадии:

сначала быстро устанавливается максвелловское распределение по v0 (9.39), и после

этого значительно медленнее происходит установление распределения по ϕ. Вторая

стадия описывается уравнением Эйнштейна–Смолуховского (9.16), которое для пере-

менной v1 принимает вид

∂

∂t
P (v1, t) =

∂

∂v1

{
v1
[
v2
1 − (R− 1)

]
P (v1, t)

}
+ σ2 ∂

∂v1

{
v1

∂

∂v1
[v1P (v1, t)]

}
. (9.41)

Это уравнение является уравнением Фоккера–Планка для стохастического динамиче-

ского уравнения

d

dt
v1(t) = −v1(t)

[
v2
1(t) − (R− 1)

]
+ v1(t)f(t).

При критическом значении параметра R = 1 это уравнение принимает вид

d

dt
v1(t) = −v3

1(t) + v1(t)f(t),

откуда видно, что, несмотря на сильное нелинейное трение, его решение стохастиче-

ски неустойчиво вследствие специфического вида случайного члена. Включение же

случайных сил в уравнения для других компонент, как мы видели выше, обеспечивает

стохастическую стабилизацию.

9.3. Краевые задачи для уравнения Фоккера–Планка

(явление переброса)

Уравнения Фоккера–Планка являются уравнениями в частных производных и для

них, вообще говоря, необходимо ставить краевые условия, в зависимости от того, ка-

кие задачи рассматриваются. При этом можно исходить как из прямого уравнения

Фоккера–Планка, так и из обратного, которые эквивалентны друг другу. Рассмотрим

один типичный пример, описывающий явление переброса в регулярных системах. От-

носительно явления переброса в сингулярных системах смотри Задачи 9.2–9.4.

Рассмотрим нелинейный осциллятор с трением, описываемый уравнением

d2

dt2
x(t) + λ

d

dt
x(t) + ω2

0x(t) + βx3(t) = f(t) (β, λ > 0), (9.42)

где случайную силу f(t) считаем гауссовой дельта-коррелированной случайной функ-

цией с параметрами

〈f(t)〉 = 0,
〈
f(t)f(t′)

〉
= 2Dδ(t − t′) (D = σ2

fτ0).

При λ = 0 и f(t) = 0 это уравнение называется уравнением Дюффинга.
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Уравнение (9.42) можно переписать в стандартной форме Гамильтоновой системы

для функций x(t) и v(t) =
d

dt
x(t):

d

dt
x(t) =

∂

∂v
H(x, v),

d

dt
v(t) = − ∂

∂x
H(x, v) − λv + f(t),

где функция Гамильтона

H(x, v) =
v2

2
+ U(x), U(x) =

ω2
0x

2

2
+ β

x4

4
.

Стационарное решение соответствующего уравнения Фоккера–Планка,

согласно (9.18), имеет вид

P (x, v) = C exp

{
− λ

D
H(x, v)

}
. (9.43)

Из вида этого распределения ясно, что стационарное распределение вероятностей для

v(t) является гауссовым, а распределение вероятностей для величины x(t) негауссово,

и они не коррелируют между собой. Интегрируя (9.43) по v, получаем стационарное

распределение вероятностей для x(t):

P (x) = C exp

{
− λ

D

(
ω2

0x
2

2
+ β

x4

4

)}
.

Это распределение имеет максимум в точке x = 0, соответствующей положению устой-

чивого равновесия.

Рассмотрим теперь уравнение

d2

dt2
x(t) + λ

d

dt
x(t) − ω2

0x(t) + βx3(t) = f(t) (β, λ > 0). (9.44)

В этом случае стационарное распределение вероятностей имеет тот же вид (9.43), где

теперь

H(x, v) =
v2

2
+ U(x), U(x) = −ω

2
0x

2

2
+ β

x4

4
.

Стационарное распределение вероятностей для величины x(t) теперь имеет вид

P (x) = C exp

{
− λ

D

(
−ω

2
0x

2

2
+ β

x4

4

)}
(9.45)

и имеет максимумы в точках x = ±
√
ω2

0/β и минимум в точке x = 0, соответству-

ющим устойчивым и неустойчивой точкам равновесия задачи (9.44) при f(t) = 0.

Распределение вероятностей (9.45) изображено на рис. 9.2. При этом, как указыва-

лось ранее, установление распределения (9.45) описывается уравнением Эйнштейна–

Смолуховского (9.16), которое в нашем случае имеет вид

∂

∂t
P (x, t) =

1

λ

∂

∂x

(
∂U(x)

∂x
P (x, t)

)
+

1

λ2

∂2

∂x2
P (x, t), (9.46)
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P (x)

−
√
ω2

0/β
√
ω2

0/β
x

Рис. 9.2. Распределение вероятностей (9.45)

которому статистически эквивалентно динамическое уравнение

d

dt
x(t) = − 1

λ

∂U(x)

∂x
+

1

λ
f(t). (9.47)

Распределение вероятностей (9.45) соответствует усреднению по ансамблю реали-

заций случайного процесса f(t). Если же имеется одна реализация, то система с ве-

роятностью 1/2 придет в одно из положений, соответствующих максимуму распреде-

ления. В этом случае будет формироваться распределение вероятностей (усреднение

по времени) в окрестности положения максимума. Однако, благодаря существованию

достаточно больших значений функции f(t), система будет переброшена из окрестно-

сти одного максимума в окрестность другого максимума по прошествии некоторого

времени T (тем большего, чем меньше D). Таким образом, распределение вероятно-

стей (9.46) будет формироваться только за время t ≫ T .

Вводя безразмерные координату x→
√
ω2

0

β
x и время t→ λ

ω2
0

t, уравнение (9.46)

можно переписать в виде

∂

∂t
P (x, t) =

∂

∂x

(
∂U(x)

∂x
P (x, t)

)
+ µ

∂2

∂x2
P (x, t), (9.48)

где

µ =
βD

λω4
0

, U(x) = −x
2

2
+
x4

4
.

При этом эквивалентное стохастическое уравнение (9.47) принимает вид урав-

нения (1.17) на с. 20:

d

dt
x(t) = −∂U(x)

∂x
+ f(t). (9.49)

Оценим время, за которое система перейдет из одного наиболее вероятного состо-

яния (x = −1) в другое (x = 1).

Пусть в момент времени t0 система, описываемая стохастическим уравнением (9.49)

находилась в точке внутри интервала (a, b). Соответствующая вероятность выхода из

этого интервала

G(t;x0, t0) = 1 −
b∫

a

dxp(x, t|x0, t0)
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описывается уравнением (8.21), вытекающим из обратного уравнения Фоккера–

Планка (8.20) на с. 179, т. е. уравнением

∂

∂t0
G(t;x0, t0) =

∂U(x0)

∂x0

∂

∂x0
G(t;x0, t0) − µ

∂2

∂x2
0

G(t;x0, t0)

с краевыми условиями

G(t;x0, t) = 0, G(t; a, t0) = G(t; b, t0) = 1.

Учитывая, что в нашей задаче G(t;x0, t0) = G(t − t0;x0), эту краевую задачу можно

переписать в виде краевой задачи:

∂

∂τ
G(τ ;x0) =

∂U(x0)

∂x0

∂

∂x0
G(τ ;x0) − µ

∂2

∂x2
0

G(τ ;x0),

G(0;x0) = 0, G(τ ; a, ) = G(τ ; b) = 1
(

lim
τ→∞

G(τ ;x0) = 0
)
.

(9.50)

Здесь введено обозначение (t− t0) = τ .

Из (9.50) легко видеть, что среднее время выхода системы из интервала (a, b)

T (x0) =

∞∫

0

dτ τ
∂G(τ ;x0)

∂τ

удовлетворяет краевой задаче

µ
d2T (x0)

dx2
0

− dU(x0)

dx0

dT (x0)

dx0

= −1, T (a) = T (b) = 0. (9.51)

Уравнение (9.51) легко решается, и мы получаем для среднего времени перехода

системы под действием случайных сил из состояния x0 = −1 в состояние x0 = 1 ,

которое обычно называется временем Крамерса, выражение

T =
1

µ

1∫

−1

dξ

ξ∫

−∞

dη exp

{
1

µ
[U(ξ) − U(η)]

}
=
C(µ)

µ

1∫

0

dξ exp

{
1

µ
U(ξ)

}
, (9.52)

где C(µ) =

∞∫

−∞

dξ exp

{
1

µ
U(ξ)

}
. При µ≪ 1

T ≈
√

2π exp

{
1

4µ

}
,

т. е. среднее время перехода растет экспоненциально с уменьшением интенсивности

флуктуаций силы.
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9.4. Метод усреднения по быстрым осцилляциям

Если флуктуации параметров динамической системы достаточно малы, то воз-

можно использовать различные асимптотические и приближенные методы анализа

уравнения Фоккера–Планка. Остановимся подробнее на одном из таких методов, наи-

более часто используемом в статистическом анализе.

Пусть стохастическая система описывается динамическими уравнениями

d

dt
x(t) = A(x, φ̃) + z(t)B(x, φ̃),

d

dt
φ(t) = C(x, φ̃) + z(t)D(x, φ̃),

(9.53)

где φ̃(t) = ω0t + φ(t), функции A(x, φ̃), B(x, φ̃), C(x, φ̃), и D(x, φ̃) — периодические

функции по переменной φ̃, а z(t) — гауссов дельта-коррелированный процесс с пара-

метрами

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2Dδ(t− t′), D = σ2τ0.

Переменная x(t) может, например, быть модулем вектора, а φ(t) — его фазой. Для

системы уравнений (9.53) соответствующее уравнение Фоккера–Планка имеет вид

∂

∂t
P (x, φ, t) = − ∂

∂x
A(x, φ̃)P (x, φ, t) − ∂

∂φ
C(x, φ̃)P (x, φ, t)+

+D

[
∂

∂x
B(x, φ̃) +

∂

∂φ
D(x, φ̃)

]2
P (x, φ, t). (9.54)

Уравнение (9.54) обычно является сложным для непосредственного анализа сов-

местной плотности вероятностей. Перепишем его в виде

∂

∂t
P (x, φ, t) = − ∂

∂x
A(x, φ̃)P (x, φ, t) − ∂

∂φ
C(x, φ̃)P (x, φ, t)−

−D
∂

∂x

(
∂B2(x, φ̃)

2∂x
+
∂B(x, φ̃)

∂φ̃
D(x, φ̃)

)
P (x, φ, t)−

−D
∂

∂φ

(
∂D(x, φ̃)

∂x
B(x, φ̃) +

∂D2(x, φ̃)

2∂φ̃
)

)
P (x, φ, t)+

+D

{
∂2

∂x2
B2(x, φ̃) + 2

∂2

∂x∂φ
B(x, φ̃)D(x, φ̃) +

∂2

∂φ2
D2(x, φ̃)

}
P (x, φ, t). (9.55)

Пусть теперь функции A(x, φ̃) и C(x, φ̃) достаточно малы, а также мала интенсив-

ность флуктуаций z(t). В этом случае статистические характеристики системы урав-

нений (9.53) мало меняются за времена ∼ 1/ω0. И для изучения таких малых изме-

нений (накапливающихся эффектов) можно усреднить уравнение (9.55) по периоду

колебаний всех функций. Считая, что сама функция P (x, φ, t) при этом не меняется,
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получаем уравнение

∂

∂t
P (x, φ, t) = − ∂

∂x
A(x, φ̃)P (x, φ, t) − ∂

∂φ
C(x, φ̃)P (x, φ, t)−

−D





∂

∂x


∂B

2(x, φ̃)

2∂x
+
∂B(x, φ̃)

∂φ̃
D(x, φ̃)


+

∂

∂φ

∂D(x, φ̃)

∂x
B(x, φ̃)




P (x, φ, t)+

+D

{
∂2

∂x2
B2(x, φ̃) + 2

∂2

∂x∂φ
B(x, φ̃)D(x, φ̃) +

∂2

∂φ2
D2(x, φ̃)

}
P (x, φ, t), (9.56)

где чертой обозначены величины, усредненные по периоду колебаний.

Интегрируя уравнение (9.56) по φ, получаем для функции P (x, t) уравнение Фок-

кера–Планка:

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
A(x, φ̃)P (x, t)+

+D
∂

∂x


∂B

2(x, φ̃)

2∂x
+
∂B(x, φ̃)

∂φ̃
D(x, φ̃)


P (x, t) +D

∂

∂x
B2(x, φ̃)

∂

∂x
P (x, t). (9.57)

Отметим, что в этом приближении величина x(t) является марковским одномер-

ным случайным процессом.

Если же в уравнении (9.56) B(x, φ̃)D(x, φ̃) =
∂D(x, φ̃)

∂x
B(x, φ̃) = 0, а C(x, φ̃) =

const, D2(x, φ̃) = const, то процессы x(t) и φ(t) статистически независимы и процесс

φ(t) является марковским гауссовым процессом, дисперсия которого линейно растет

с ростом времени t. Это означает, что при больших t (при C(x, φ̃) = 0) распределение

вероятностей для величины φ(t) становится равномерным на отрезке [0, 2π].

Задачи

Задача 9.1. Решить уравнение Фоккера–Планка

∂

∂t
p(x, t|x0, t0) = D

∂

∂x
(x2 − 1)

∂

∂x
p(x, t|x0, t0) (x ≥ 1),

p(x, t0|x0, t0) = δ(x − x0).

Указание. Использовать интегральное преобразование Мелера–Фока.

Решение.

p(x, t|x0, t0) =

∞∫

0

dµµ tanh(πµ) exp

{
−D

(
µ2 +

1

4

)
(t− t0)

}
P−1/2+iµ(x)P−1/2+iµ(x0).

Если в начальный момент времени t0 = 0 величина x0 = 1, то

P (x, t) =

∞∫

0

dµµ tanh(πµ) exp

{
−D

(
µ2 +

1

4

)
(t− t0)

}
P−1/2+iµ(x).
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Задача 9.2. Для стохастической задачи с сингулярными особенностями, описыва-

емую уравнением (1.31), page 29 для λ = 1

d

dt
x(t) = −x2(t) + f(t), x(0) = x0, (9.58)

где f(t) — гауссов дельта-коррелированный во времени процесс с параметрами

〈f(t)〉 = 0,
〈
f(t)f(t′)

〉
= 2Dδ(t − t′) (D = σ2

fτ0),

оценить среднее время, за которое система перейдет из состояния x0 в состояние

(−∞) и среднее время между двумя сингулярностями.

Решение.

〈T (x0)〉 =

x0∫

−∞

dξ

∞∫

ξ

dη exp

{
1

3

(
ξ3 − η3

)}
, 〈T (∞)〉 =

√
π

121/6

3
Γ

(
1

6

)
≈ 4.976.

Задача 9.3. Получить стационарное распределение вероятностей для стохастиче-

ской задачи (9.58).

Указание. Решать уравнение Фоккера–Планка при условии, что функция x(t)

разрывна и определена для всех значений времени t. При этом ее обращение в (−∞) в

момент времени t→ t0−0 немедленно сопровождается ее появлением при t→ t0+0 со

значением ∞. Это соответствует краевому условию для уравнения Фоккера–Планка

условию непрерывности плотности потока вероятностей.

Решение.

P (x) = J

x∫

−∞

dξ exp

{
1

3

(
ξ3 − x3

)}
, (9.59)

где стационарная плотность потока вероятностей

J =
1

〈T (∞)〉 .

Замечание. Для больших значений x из (9.59) следует асимптотическая формула

P (x) ≈ 1

〈T (∞)〉 x2
. (9.60)

Задача 9.4. Показать, что асимптотическая формула (9.60) формируется разры-

вами функции x(t).

Указание. Воспользоваться решением функция x(t) в окрестности точки разрыва

tk вида

x(t) =
1

t− tk
.
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Решение. Для достаточно больших t и x, а именно при t≫ 〈T (∞)〉 имеем:

p(x, t|x0) =
∞∑

k=0

〈
δ

(
x− 1

t− tk

)〉
=

1

x2

∞∑

k=0

〈δ (t− tk)〉 =

=
1

2πx2

∞∫

−∞

dωe−iωt
∞∑

k=0

〈
eiωtk

〉
=

1

2πx2

∞∫

−∞

dωe−iωt
Φ0(ω)

1 − Φ(ω)
,

где Φ0(ω) =
〈
eiωt0

〉
— характеристическая функция первой сингулярной точки,

а Φ(ω) =
〈
eiωT

〉
— характеристическая функция времени между сингулярностями.

Следовательно, при t→ ∞ получаем асимптотику (9.60)

P (x) = − 1

2πix2 〈T (∞)〉

∞∫

−∞

dωe−iωt
1

ω + i0
=

J

x2
.

Задача 9.5. Получить уравнение Фоккера–Планка для медленных изменений

амплитуды и фазы решения задачи

d

dt
x(t) = y(t),

d

dt
y(t) = −2γy(t) − ω2

0[1 + z(t)]x(t), (9.61)

где z(t) — гауссов процесс с параметрами

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t − t′).

Указание. Ввести вместо функций x(t) и y(t) новые переменные — амплитуду и

фазу колебаний — с помощью равенств

x(t) = A(t) sin (ω0t+ φ(t)) , y(t) = ω0A(t) cos (ω0t+ φ(t)) ,

и представить амплитуду A(t) в виде A(t) = eu(t).

Решение.

∂

∂t
P (u, φ, t) = γ

∂

∂u
P (u, φ, t) − D

4

∂

∂u
P (u, φ, t)+

+
D

8

∂2

∂u2
P (t;u, φ) +

3D

8

∂2

∂φ2
P (u, φ, t), (9.62)

где D = σ2τ0ω
2
0 . Из уравнения (9.62) следует, что статистические характеристики

амплитуды и фазы колебаний (усредненные по периоду колебаний) статистически

независимы и соответствующие плотности вероятностей являются гауссовыми

P (u, t) =
1√

2πσ2
u(t)

exp

{
−(u− 〈u(t)〉)2

2σ2
u(t)

}
,

P (φ, t) =
1√

2πσ2
φ(t)

exp

{
−(φ− φ0)

2

2σ2
φ(t)

}
,

(9.63)
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где

〈u(t)〉 = u0 − γt+
D

4
t, σ2

u(t) =
D

4
t,

〈φ(t)〉 = φ0, σ2
φ(t) =

3D

4
t.

Задача 9.6. Используя распределения вероятностей (9.63) вычислить величины

〈x(t)〉 и
〈
x2(t)

〉
. Получить условие стохастического возбуждения второго момен-

та.

Решение. Для среднего значения получаем выражение

〈x(t)〉 = e−γt sin(ω0t),

совпадающее с решением задачи при отсутствии флуктуаций.

Для величины
〈
x2(t)

〉
же получаем выражение

〈
x2(t)

〉
=

1

2
e(D−2γ)t

{
1 − e−3Dt/2 cos(2ω0t)

}
, (9.64)

совпадающее при отсутствии поглощения с выражением (6.90) на с. 161 с точностью

до членов порядка D/ω0 ≪ 1.

Задача 9.7. Получить условие статистического параметрического возбуждения

функции 〈An(t)〉 .

Решение. Для функции 〈An(t)〉 имеем

〈An(t)〉 =
〈
enu(t)

〉
= An0 exp

{
−nγt+ 1

8
n(n+ 2)Dt

}
,

и, следовательно, при выполнении условия

8γ < (n+ 2)D

стохастическая динамическая система статистически параметрически возбуждается

начиная с моментной функции порядка n.

Замечание. Типичная реализация случайной амплитуды имеет вид

A∗(t) = A0 exp

{
−
(
γ − D

4

)
t

}

и при достаточно малом поглощении, а именно,

1 < 4
γ

D
< 1 +

1

2
n,

что выполняется для достаточно больших значений n, типичная реализация экспо-

ненциально убывает во времени, в то время как все моментные функции случайной

амплитуды A(t) порядка n и выше, экспоненциально растут во времени. Это означа-

ет, что в этом случае статистика случайной амплитуды A(t) формируется большими

выбросами относительно экспоненциально спадающей кривой типичной реализации.

Это обстоятельство обусловлено логнормальностью случайной амплитуды A(t).

О ч е р к 10

ДРУГИЕ ПРИБЛИЖЕННЫЕ ПОДХОДЫ К РЕШЕНИЮ
НЕКОТОРЫХ ВОЛНОВЫХ ЗАДАЧ СТАТИСТИЧЕСКОЙ

ГИДРОДИНАМИКИ

В предыдущих очерках мы обсуждали строгий подход к анализу статистики реше-

ний некоторых нелинейных уравнений гидродинамики, основанный на выводе и ис-

следовании точных уравнений в вариационных производных для характеристических

функционалов нелинейных случайных полей. Однако на этом пути возникают громад-

ные трудности, связанные с неразвитостью теории уравнений в вариационных произ-

водных. Поэтому многие исследователи предпочитают исходить из более привычных

уравнений в частных производных для различных моментных функций рассматри-

ваемых полей. Нелинейность же исходных динамических уравнений для случайных

полей приводит к тому, что в уравнение для каждой данной моментной функции вхо-

дят моментные функции высших порядков. В итоге даже для нахождения среднего

поля или корреляционных функций необходимо, строго говоря, решать бесконечную

иерархию зацепляющихся уравнений.

Таким образом, при этом подходе основная проблема состоит в обрыве указанной

цепочки уравнений с помощью тех или иных физических гипотез. Наиболее известным

примером здесь может служить гипотеза Миллионщикова, согласно которой высшие

четные моментные функции выражают через низшие по законам гауссовой статисти-

ки. Недостатком подобных подходов является то, что практически невозможно строго

обосновать справедливость привлекаемых гипотез, а также тот факт, что обрывание

цепочек уравнений часто ведет к физически противоречивым результатам, например

к отрицательности энергетических спектров турбулентности для некоторых волновых

чисел. Тем не менее такие приближенные подходы помогают лучше осмыслить фи-

зические механизмы формирования статистики сильно нелинейных случайных полей

и получить количественные выражения для их корреляционных функций и спектров.

Так, гипотеза Миллионщикова, по-видимому, дает правильные спектры развитой тур-

булентности в вязком интервале [35].

Подчеркнем еще, что упомянутые приближенные уравнения позволяют обнару-

жить многие нетривиальные эффекты, присущие нелинейным случайным полям и не

имеющие аналогов в поведении детерминированных полей и волн. Здесь мы проил-

люстрируем подобные методы анализа, обсудив интересный физический эффект про-

явления квазиупругих волновых свойств у средних потоков несжимаемой жидкости

на фоне развитых турбулентных пульсаций. На этот эффект впервые обращено вни-

229
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мание в работе [58], где изучалась реакция турбулентности на изменение попереч-

ного градиента средней скорости. В этой работе отмечается, что турбулентная среда

в некотором смысле ведет себя как упругая среда, а именно: для плоскопараллельного

потока изменение профиля средней скорости описывается волновым уравнением.

10.1. О квазиупругих свойствах однородной
и стационарной несжимаемой турбулентной среды

Пусть uT(r, t) — случайное поле скорости развитой, стационарной во времени од-

нородной и изотропной в пространстве турбулентности
〈
uT(r, t) = 0

〉
. В реальных

условиях на турбулентные пульсации жидкости накладываются регулярные средние

потоки, поле скорости которых обозначим через U(r, t). Турбулентные пульсации

и средние потоки нелинейно взаимодействуют, так что полное поле скорости пред-

ставимо в виде

u(r, t) = U(r, t) + uT(r, t) + u′(r, t). (10.1)

Здесь uT(r, t) — «невозмущенное» турбулентное поле в отсутствие средних потоков,

а u′(r, t) — возмущение турбулентного поля, обусловленное его взаимодействием с ре-

гулярным потоком (〈u′(r, t)〉 = 0).

Вообще говоря, проблема исследования нелинейных взаимодействий регулярных

потоков с турбулентными пульсациями, как впрочем и проблема анализа самих тур-

булентных пульсации uT(r, t), весьма сложна. Все же, если средние потоки слабы, т. е.

если выполнено неравенство

U2(r, t) ≪ 2T (t),

где T (t) =
1

2

〈[
uT(r, t)

]2〉
— средняя плотность энергии турбулентных пульсации, то

в линейном приближении по малым возмущениям U(r, t) и u′(r, t) и при заданных

спектральных свойствах турбулентных пульсаций uT(r, t) удается достаточно подроб-

но обсудить влияние турбулентности на эволюцию средних потоков U(r, t).

Полное поле скорости (10.1), а также его турбулентная составляющая uT(r, t) удо-

влетворяют уравнению Навье–Стокса (1.98) на с. 52. Поэтому подставив (10.1) в (1.98)

и линеаризовав уравнения для среднего поля U(r, t) и флуктуационной составляющей

u′(r, t), придем к приближенным уравнениям

∂

∂t
Ui(r, t) +

∂

∂rk
Tik(r, t) = − ∂

∂ri
P (r, t), (10.2)

∂

∂t
u′i(r, t) +

∂

∂rk
[ui(r, t)uk(r, t) − 〈ui(r, t)uk(r, t)〉] +

+ uT
l (r, t)

∂Ui(r, t)

∂rl
+ Ul(r, t)

∂uT
i (r, t)

∂rl
= − ∂

∂ri
p′(r, t), (10.3)

где Tik(r, t) = 〈ui(r, t)uk(r, t)〉 — тензор напряжений Рейнольдса, a функции P (r, t)

и p′(r, t) — соответственно средняя и возмущенная турбулентная составляющие дав-

ления. Здесь и далее мы пренебрегаем влиянием вязкости на динамику и статистику
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возмущенных полей U(r, t) и u′(r, t). Будем, кроме того, иметь в виду, что поля U(r, t)

и u′(r, t) удовлетворяют условию несжимаемости (1.98), с. 52:

divU(r, t) = 0, divu′(r, t) = 0. (10.4)

Для эволюции тензора напряжений Рейнольдса Tik(r, t) из уравнения (10.3) с при-

влечением уравнения (1.98), с. 52 для поля турбулентных пульсаций uT(r, t) получаем

уравнение

∂

∂t
Tik(r, t) +

∂

∂rl
〈ui(r, t)uk(r, t)ul(r, t)〉 +

+
〈
uT
k (r, t)uT

l (r, t)
〉 ∂Ui(r, t)

∂rl
+
〈
uT
i (r, t)uT

l (r, t)
〉 ∂Uk(r, t)

∂rl
+

+ Ul(r, t)
∂
〈
uT
i (r, t)uT

k (r, t)
〉

∂rl
= −

〈[
uT
k (r, t)

∂

∂ri
p′(r, t) + uT

i (r, t)
∂

∂rk
p′(r, t)

]〉
. (10.5)

Здесь введено обозначение

ui(r, t)uk(r, t)ul(r, t) = uT
i (r, t)uT

k (r, t)u′l(r, t) + . . .

Пульсации давления, входящие в это уравнение, связаны с возмущенными скоро-

стями U(r, t) и u′(r, t) соотношением

− p′(r, t) = ∆−1(r, r′) ×

×
{

∂2

∂r′m∂r
′
n

[
um(r′, t)un(r

′, t) −
〈
um(r′, t)un(r

′, t)
〉]

+ 2
∂uT

l (r′, t)

∂r′m

∂Um(r′, t)

∂r′l

}
,

где интегральный оператор ∆−1(r, r′) — обратный к оператору Лапласа. Уравне-

ния (10.2), (10.5) вместе с выражением для p′(r, t) образуют систему уравнений от-

носительно среднего поля U(r, t) и тензора напряжений Tik(r, t). Эти уравнения не

замкнуты, поскольку в них входят более высокие тройные корреляции скорости типа〈
uT
i (r, t)uT

k (r, t)u′l(r, t)
〉
. Предполагая несущественность влияния таких корреляций на

динамику возмущений, а также учитывая условия (10.4) и статистическую однород-

ность поля uT(r, t), сводим систему уравнений (10.2), (10.5) к виду:

∂

∂t
Ui(r, t) + τi(r, t) = − ∂

∂ri
P (r, t)

(
τi(r, t) =

∂

∂rk
Tik(r, t)

)
, (10.6)

∂

∂t
τi(r, t) +

〈
uT
k (r, t)uT

l (r, t)
〉 ∂2Ui(r, t)

∂rl∂rk
=

= 2
∂

∂rk

[〈
uT
k (r, t)

∂

∂ri
∆−1(r, r′)

(
∂uT

l (r′, t)

∂r′m

∂Um(r′, t)

∂r′l

)〉
+

+

〈
uT
i (r, t)

∂

∂rk
∆−1(r, r′)

(
∂uT

l (r′, t)

∂r′m

∂Um(r′, t)

∂r′l

)〉]
. (10.7)
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Это уже полностью замкнутая относительно U(r, t) система уравнений. Коэффици-

енты в левой части уравнения (10.7) и стоящий в правой его части интегральный

оператор определяются корреляционным тензором вихревого поля «невозмущенной»

турбулентности uT(r, t):

〈
uT
i (r, t)uT

j (r′, t)
〉

=

∫
dqΦij(q)eiq(r−r′). (10.8)

Причем в силу соленоидальности поля uT(r, t)

Φij(q) = ∆ij(q)F (q).

Здесь, как и ранее, использовано обозначение

∆ij(q) = δij −
qiqj
q2

.

Будем считать энергетический спектр турбулентных пульсаций F (q) заданным.

Из (10.8), в частности, следует, что энергия турбулентных пульсаций выражается

через энергетический спектр равенством

T =
1

2

〈[
uT(r, t)

]2〉
= 4π

∞∫

0

dq q2F (q),

а коэффициенты в левой части уравнения (10.7) равны

〈
uT
k (r, t)uT

l (r, t)
〉

=
2

3
Tδkl. (10.9)

Наконец, правую часть уравнения (10.7) можно, с помощью (10.8), представить

в виде

−
∫
dq eiqrUm(q, t)gim(q), (10.10)

где U(q, t) — пространственный фурье-образ поля средней скорости U(r, t), а тензор

gim(q) определяется выражением

gim(p) = 2

∫
dq

qmplpk

(q + p)2
[(qi + pi) ∆kl (q) + (qk + pk) ∆il (q)]F (q). (10.11)

Из очевидного свойства инвариантности тензора gim(p) относительно вращений в про-

странстве следует, что он обладает структурой

gim(p) = A(p)δim +B(p)
pipm
p2

, (10.12)

причем в силу несжимаемости среднего поля U(r, t), выраженного уравнением (10.4)

и вытекающим из него тождеством pU(p, t) = 0, член с B(p) в (10.12) исчезает, и пра-

вая часть (10.10) уравнения (10.7) равна

−
∫
dq eiqrUi(q, t)A(q).
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Подставив это выражение в правую часть (10.7) и учитывая (10.9), перепишем

уравнения (10.6), (10.7) в виде

∂

∂t
Ui(r, t) + τi(r, t) = − ∂

∂ri
P (r, t),

∂

∂t
τi(r, t) +

2

3
T∆Ui(r, t) = −A(−i∇)Ui(r, t).

(10.13)

Ядро входящего в правую часть второго уравнения интегрального оператора получим,

сопоставив (10.11) с (10.12):

A(p) =

∫
dq

F (q)

(q2 + p2)

[
p2 − (qp)2

q2

] [
q2 − (qp) − 2

(qp)2

p2

]
. (10.14)

В интеграле (10.14) можно выполнить интегрирование по углам и получить в ре-

зультате выражение

A(p) = 2πp2

∞∫

0

dq F (q)

{
2q2

3p2
− q4 − p4

4p4
+

(
q2 − p2

)3

8qp5
ln

∣∣∣∣
q + p

q − p

∣∣∣∣

}
. (10.15)

Заметив еще, что из уравнений (10.13) с учетом равенств (10.4) вытекает тождество

∆P (r, t) = 0, а следовательно, P (r, t) = P0 = const, и исключив из системы уравне-

ний (10.11), (10.4) величину τi(r, t), придем к одному уравнению для векторного поля

средней скорости жидкости U(r, t):

∂2

∂t2
U(r, t) −

[
2

3
T∆ +A(−i∇)

]
U(r, t) = 0. (10.16)

Соответствующее этому уравнению дисперсионное уравнение имеет вид

ω2(p) =
2

3
Tp2 −A(p).

Его можно записать в виде

ω2(p) = 2πp2

∞∫

0

dq F (q)f

(
q

p

)
,

где

f(x) =
2 − x2

3
+
x4 − 1

8
−
(
x2 − 1

)3

16x
ln

∣∣∣∣
1 + x

1 − x

∣∣∣∣ .

Функция f(x) имеет асимптотики

f(x) =





2/3, x≪ 1,

4/15, x≫ 1.

Кроме того, при любых x выполняются неравенства

2

3
≥ f(x) ≥ 4

15
.
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Таким образом, динамика развития возмущений среднего потока во времени опи-

сывается гиперболическим уравнением (10.16), и турбулентная среда обладает опреде-

ленными квазиупругими свойствами, а именно: возмущения распространяются в ней

в виде поперечных волн с дисперсией. Фазовые и групповые скорости при этом за-

ключены в пределах √
2

3
T ≥ c ≥

√
4

15
T .

10.2. Излучение звука вихревыми движениями

Выше мы рассмотрели физический эффект, сугубо связанный со статистическим

усреднением нелинейной системы гидродинамических уравнений в несжимаемой сре-

де. Рассмотрим теперь эффект, связанный со слабой сжимаемостью среды — зада-

чу об излучении звука слабосжимаемой турбулентной средой. Эта задача соответ-

ствует включению случайных сил в лианеризированные уравнения гидродинамики.

Отметим, что параметрическое воздействие турбулентной среды в рамках линейных

уравнений приводит, например, к уравнениям акустики со случайным показателем

преломления. Турбулентное движение жидкости в некоторой конечной области про-

странства вне этой области в сжимаемой среде излучает акустические волны. При

этом поле звука таково, как будто бы оно производится статистическим распределе-

нием акустических квадруполей с мгновенной «мощностью» на единицу объема для

слабосжимаемой среды, равной

Tij(r, t) = ρ0v
T
i (r, t)vT

j (r, t),

где ρ0 — средняя плотность, а vT
i (r, t) — компоненты вектора скорости жидкости

в турбулентной области V , внутри которой турбулентность предполагается однород-

ной и изотропной в пространстве и стационарной во времени (в рассматриваемой си-

стеме координат отсутствует перемещение жидкости в целом). Вызванные турбулент-

ным движением флуктуационные волны плотности ρ(r, t) удовлетворяют при этом

волновому уравнению

(
∂2

∂t2
− c20∆

)
ρ(r, t) =

∂2

∂ri∂rj
Tij(r, t), (10.17)

где c0 — скорость звука в однородной среде, не охваченной турбулентным движением.

Решение этого уравнения имеет вид «запаздывающего решения»:

ρ(r, t) =
1

4πc20

∂2

∂ri∂rj

∫

V

dy Tij

(
y, t− |r − y|

c0

)
.

На расстояниях, много больших линейных размеров турбулентной области V , это

решение описывается асимптотическим выражением

ρ(r, t) =
1

4πc40

rirj
x3

∫

V

dy T̈ij

(
y, t− |r− y|

c0

)
, (10.18)
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где обозначено

T̈ij (y, t) =
∂2

∂t2
Tij (y, t) .

Соответственно для средней плотности потока энергии акустической волны, порож-

денной турбулентным движением:

q(r, t) =
c30
〈
ρ2(r, t)

〉

ρ0
,

получаем выражение

q(r, t) =
1

16π2c50

rirjrkrl
r6

∫

V

dy

∫

V

dz

〈
T̈ij

(
y, t−|r − y|

c0

)
T̈kl

(
z, t− |r− z|

c0

)〉
.

(10.19)

Дальнейшие вычисления требуют знания пространственно-временны́х корреляций

поля скорости, которых современная теория сильной турбулентности дать не может.

Поэтому исследователи ограничиваются использованием различных правдоподобных

гипотез, позволяющих провести вычисления до конца (см., например, [59–61]). В част-

ности, исходя из (10.19), с учетом несжимаемости жидкости в объеме V , с исполь-

зованием гипотезы Колмогорова–Обухова и ряда упрощающих гипотез, позволяю-

щих расщепить пространственно-временны́е корреляции, было показано, что средняя

плотность потока энергии, а также акустическая мощность пропорциональны ∼ M5,

где

M =

√
〈v2(r, t)〉
c0

— число Маха (существенно меньшее единицы).

Отметим, что данный результат допускает чисто детерминированную гидродина-

мическую интерпретацию, основанную на анализе взаимодействия вихрей в слабосжи-

маемой среде [62]. Простейшими вихревыми системами, излучающими звук, будут две

вихревые нити, излучающие цилиндрические волны, и два вихревых кольца, излуча-

ющие сферические волны.

10.2.1. Излучение звука вихревыми нитями

Рассмотрим две параллельные вихревые нити, расположенные на расстоянии 2h

одна от другой, с одинаковыми интенсивностями

κ =
1

2
πξσ,

где ξ — завихренность (величина вихря, равномерно распределенного по площади

бесконечно малого сечения σ), т. е. циркуляция вокруг каждой из вихревых нитей

равна

Γ = 2πκ.
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Эти вихревые нити будем называть просто вихрями. В несжимаемой жидкости эти

вихри вращаются относительно точки, расположенной посредине соединяющей их

прямой (см. рис. 10.1, а), с угловой скоростью ω (см., например, [63])

ω =
κ

2h2
.

Выберем систему координат с началом в неподвижной точке и осью z, направ-

ленной вдоль вихревой нити. Тогда для потенциала скорости движения v0(r, t) =

= −Re∇ϕ0(r, t) и квадрата скорости имеем

ϕ0(r, t) = ik ln
[
r2e2iθ−h2e2iωt

]
,

v2
0(r, t) =

4κ2r2

r4 + h4−2r2h2 cos 2(ωt− θ)
.

(10.20)

Здесь reiθ — радиус-вектор точки наблюдения.

Согласно уравнению Бернулли, локальные пульсации скорости, описываемые (10.20),

должны создавать соответствующие пульсации давления, которые в случае слабосжи-

маемой среды, а именно при M ≪ 1 (где M =
κ

2hc0
— число Маха, c0 — скорость

звука), будут распространяться на больших расстояниях от вихрей в виде звуковых

волн.

Опишем вокруг начала координат окружность радиуса R, такую что h≪ R ≪ λ,

где λ — длина звуковой волны. Заметим, что

λ

h
=

π

M
≫ 1 при M ≪ 1.

В области r < R динамика жидкости приближенно совпадает с динамикой жид-

кости, рассматриваемой как несжимаемая, т. е. описывается формулами (10.20).

В области же r > R уравнения движения будут обычными уравнениями акустики

(см., например, [64])

(
∂2

∂t2
− c20∆

)
ϕ(r, t) = 0, p′(r, t) = ρ0

∂

∂t
ϕ(r, t), (10.21)

а б

h(t)

h(t)

a1(t)

a2(t)

2h(t)

Рис. 10.1. Схемы динамики вихревых линий (а) и вихревых колец (б)
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Здесь ϕ(r, t) — потенциал скорости движения в акустической волне, p′(r, t) — дав-

ление в ней, а ρ0 — плотность жидкости.

Учитывая, что v0(r, t) зависит от t и θ только в комбинации 2 (ωt− θ), будем искать

решение уравнения (10.21) в виде

ϕ(r, t) = f(r)e2i(ωt−θ). (10.22)

Подставляя (10.22) в уравнение (10.21) и решая уравнение для функции f(r) с усло-

вием излучения волн, получаем

ϕ(r, t) = AH2
2 (2ωr/c0) e

2i(ωt−θ), (10.23)

где H2
2 (z) — функция Ганкеля второго рода, A — некоторая постоянная.

В случае r ≫ c0/2ω имеем обычную расходящую цилиндрическую волну с длиной

волны λ = πc0/ω:

ϕ(r, t) = A

√
c

πωr
exp

{
2i

(
ωt− ωr

c0
− θ − 3π

8

)}
.

В случае же r ≪ λ получаем

ϕ(r, t) = i
A

π

(
c

ωr

)2

e2i(ωt−θ).

Учитывая, что в области h ≪ r ≪ λ потенциал ϕ(r, t) должен совпадать с пере-

менной частью ϕ0(r, t) (см., например, [64]), которая равна

ϕ
(1)
0 (r, t) = −iκh

2

r2
e2i(ωt−θ),

получаем для постоянной величины A значение

A = −πκM2 = − πκ3

4h2c20
.

Следовательно, потенциал ϕ(r, t) в волновой зоне имеет вид

ϕ(r, t) = −κM3/2

√
πh

r
exp

{
2i

(
ωt− ωr

c0
− θ − 3π

8

)}
. (10.24)

Из (10.24) при помощи (10.21) находим давление в звуковой волне:

p′(r, t) = −2κωρ0M
3/2

√
πh

r
exp

{
2i

(
ωt− ωr

c0
− θ − 3π

8

)}
.

Для интенсивности звука (энергии, излучаемой в единицу времени), интегрируя

по окружности радиуса R≫ λ, получаем

I =
c0
ρ0

∮
dl
〈[
p′(r, t)

] 2
〉

= 2π2ρ0M
4κ

3

h2
. (10.25)
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Эта излучаемая энергия должна поступать из энергии взаимодействия вихрей,

находящихся в области r < R. Полная энергия, заключенная в области r < R, равна

E =
ρ0

2

∫
dS v2

0(r, t). (10.26)

Подставляя (10.20) в (10.26) и исключая бесконечные энергии, соответствующие энер-

гии движения самих вихрей (так как считаем вихри точечными), получаем для энер-

гии взаимодействия

E1 = 4πκ2ρ0 ln(R/h). (10.27)

Изменение энергии взаимодействия может происходить только за счет изменения рас-

стояния между вихрями, т. е. h = h(t), так как циркуляция сохраняется, поскольку

рассматривается невязкая среда.

Дифференцируя (10.27) по времени, получаем изменение энергии

I(t) = −4πρ0
κ2

h(t)

d

dt
h(t), (10.28)

которое и переходит в энергию акустических волн. Из (10.25) и (10.28) получаем для

скорости разбегания вихрей уравнение

d

dt
h(t) =

πκM4

2h(t)
. (10.29)

Интегрируя (10.29) с учетом того, что M = M(t) = κ/ (2h(t)c0), получаем выражение

h(t) = h0

[
1 + 6πM4

0ω0t
]1/6

.

Таким образом, интенсивность излучаемого звука I ∼ M4. В случае статистиче-

ски распределенной системы пар вихревых нитей на некоторой части плоскости эта

оценка, очевидно, не изменяется.

10.2.2. Излучение звука вихревыми кольцами

В несжимаемой жидкости вихревое кольцо с интенсивностью κ вызывает движение

жидкости со скоростью, равной, согласно закону Био–Савара (см., например, [63]),

v(r, t) =
κ

2
a

2π∫

0

dφ
s × r

r3
.

Здесь s — единичный вектор касательной к вихревому кольцу, совпадающий по на-

правлению с вектором вихря; a — радиус кольца; r — вектор, характеризующий поло-

жение точки наблюдения относительно точек на кольце. В цилиндрических коорди-

натах с началом в центре кольца и осью z, направленной вдоль оси кольца, получаем

vR =
κ

2
a

2π∫

0

dφ
cosφ

r3
, vθ = 0, vz =

κ

2
a

2π∫

0

dφ
a−R cosφ

r3
, (10.30)
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где

r =
(
R2+z2+a2−2Racosφ

)1/2
.

Здесь радиус-вектор точки наблюдения имеет координаты (R, θ, z).

Пусть теперь имеются два вихревых кольца с одинаковыми интенсивностями, оди-

наковых радиусов a0, находящиеся на расстоянии 2h0 одно от другого. В этом случае

переднее кольцо начнет увеличиваться в размерах, заднее же — уменьшаться и бу-

дет догонять переднее (см. рис. 10.1, б). В некоторый момент времени оно пройдет

сквозь переднее и кольца поменяются местами. Этот эффект называется игрой вих-

ревых колец. В слабосжимаемой среде эти движения колец создают локальные сжа-

тия и разрежения среды, которые на больших расстояниях будут распространяться

в виде сферических акустических волн. Для определения структуры излучаемого зву-

ка необходимо знать движение одного кольца относительно другого в несжимаемой

жидкости.

Пусть в некоторый момент времени t кольца имеют радиусы a1(t) и a2(t) соответ-

ственно и находятся на расстоянии 2h(t) друг от друга. Скорости изменения радиусов

колец равны радиальным скоростям, индуцированным кольцами друг на друга, а ско-

рость изменения расстояния между кольцами равна разности z компонент скоростей,

индуцированных кольцами. Следовательно, имеем

d

dt
a1(t) = 2κa2(t)h(t)

π∫

0

dφ
cosφ

|a1(t) − a2(t)|3
,

d

dt
a2(t) = −2κa1(t)h(t)

π∫

0

dφ
cosφ

|a1(t) − a2(t)|3
,

d

dt
h(t) = −κ

2

[
a2

1(t)−a2
2(t)

] π∫

0

dφ
1

|a1(t) − a2(t)|3
,

(10.31)

где

|a1(t) − a2(t)| =
[
a2

1(t)+a
2
2(t) + 4h2(t) − 2a1(t)a2(t) cosφ

]1/2
.

Уравнения (10.31) надо решать с начальными условиями при t = 0:

a1(0) = a2(0) = a0, h(0) = h0.

Первые два уравнения сразу дают связь между a1(t) и a2(t), а именно:

a2
1(t) + a2

2(t) = 2a2
0, (10.32)

которая показывает, что сохраняется момент инерции колец относительно оси z.

Интегралы, входящие в правую часть (10.31), выражаются через эллиптические

функции. Если кольца находятся далеко друг от друга (γ = h0/a0 ≫ 1), то их взаи-

модействие мало и они движутся в первом приближении независимо друг от друга

с постоянной скоростью, определяемой размером сечения колец. В другом предель-

ном случае (γ ≪ 1), который и будет далее рассматриваться, кольца активно взаи-

модействуют. Основной вклад в интегралы, входящие в правую часть (10.31), вносит
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окрестность точки φ = 0. Поэтому можно заменить в первых двух уравнениях cosφ,

входящий в числитель, на единицу. Тогда получаем второй интеграл движения

4h2(t) + [a1(t)−a2(t)]
2 = 4h2

0. (10.33)

Интеграл (10.33) означает, что сохраняется величина расстояния между точками

на разных кольцах, имеющих один и тот же полярный угол.

Существование интегралов (10.32) и (10.33) позволяет свести систему (10.31) к од-

ному уравнению относительно переменной θ(t), вводимой согласно равенствам

a1(t) =
√

2a0 cos

(
π

4
− γ sin θ(t)

)
, a2(t) =

√
2a0 sin

(
π

4
− γ sin θ(t)

)
,

h(t) = h0 cos θ(t).

(10.34)

Тогда (в первом порядке по γ) законы сохранения (10.32) и (10.33) будут автомати-

чески выполняться. Подставляя (10.34) в (10.31), разлагая в ряд и вычисляя интеграл,

получаем

θ(t) =
κ

2h2
0

t.

Следовательно, для радиусов колец и расстояния между ними имеем

a1(t) = a0 (1 + γ sin(ωt)) , a2(t) = a0 (1 − γ sin(ωt)) ,

h(t) = h0 cos(ωt),

(10.35)

где, как и в случае вихревых нитей,

ω =
κ

2h2
0

. (10.36)

Отметим, что бесконечно тонкие кольца движутся с бесконечно большой скоро-

стью. Реальные же вихревые кольца движутся с конечной скоростью, много меньшей

скорости звука, а динамика движения колец друг относительно друга мало чем отли-

чается от рассмотренной выше. Совпадение (10.36) с соответствующей угловой ско-

ростью для вихревых нитей показывает, что точки на кольцах, имеющие один и тот

же полярный угол, вращаются относительно точки, находящейся посредине прямой,

их соединяющей, с той же частотой, что и вихревые нити, находящиеся на том же

расстоянии с теми же интенсивностями, что и кольца.

Для изучения структуры излучаемого нашей системой звука необходимо знать

поле скоростей на больших расстояниях от колец. Свяжем систему координат с точ-

кой, находящейся посредине между кольцами на их общей оси. Скорость движения

жидкости вне колец равна

v(r, t) =
κ

2
a1(t)

2π∫

0

dφ
s1 × r1

r31
+
κ

2
a2(t)

2π∫

0

dφ
s2 × r2

r32
. (10.37)
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Здесь s1 и s2 — единичные векторы, касательные к вихревым кольцам, а r1 и r2 — век-

торы, характеризующие положение точки наблюдения относительно точек на коль-

цах. На больших расстояниях от колец в цилиндрических координатах переменные

части скорости имеют вид

v
(1)
R (t) =

3κ

4

R
(
4z2 −R2

)

(R2 + z2)3/2
h
(
a2

1−a2
2

)
, v

(1)
θ (t) = 0,

v(1)
z (t) =

3κ

4

z
(
2z2 − 3R2

)

(R2+z2)3/2
h
(
a2

1−a2
2

)
.

(10.38)

Вводя потенциал v(1) = −∇ϕ(1), получаем

ϕ(1) = −κ
4

R2 − 2z2

(R2 + z2)5/2
h
(
a2

1 − a2
2

)
. (10.39)

Подставляя (10.35) в (10.39) и переходя к сферическим координатам, можно (10.39)

переписать в комплексном виде

ϕ(1) = i
κ

2
a3

0γ
2 1 − 3 cos2 θ

r3
e2iωt. (10.40)

Далее будем действовать аналогично случаю двух вихревых нитей. Окружим на-

чало координат сферой радиуса L такой, что a0 ≪ L ≪ λ, где λ — длина волны

излучаемых звуковых волн. Будем пользоваться тем, что внутри сферы движение

жидкости приближенно совпадает с движением несжимаемой жидкости. Вне сферы

уравнения движения будут иметь вид (10.21) с той лишь разницей, что теперь ∆ —

пространственный оператор Лапласа.

Представим потенциал ϕ в виде

ϕ(r, θ) = f(r, θ)e2iωt.

Подставляя это выражение в (10.21) и учитывая, что при r ≫ λ должны быть расхо-

дящиеся сферические волны, получаем для f(r, θ) выражение

f(r, θ) =
∞∑

n=0

An√
r
H

(2)
n+1/2

(
2ωr

c0

)
Pn (cos θ) ,

где H
(2)
n+1/2(z) — функция Ганкеля второго рода, а Pn(z) — полином Лежандра.

Сравнивая потенциал ϕ(r, θ) для r ≪ λ с ϕ(1)(r, θ), получаем, что n = 2, и посто-

янная

A2 =
2
√
π

3

κγ2a3
0ω

5/2

c
5/2
0

.

Следовательно, в волновой зоне потенциал и давление имеют вид

ϕ(r, θ) =
2κ

3

(
κ

2h0c0

)2 a0

r

(
1 − 3 cos2 θ

)
exp

{
2i

(
ωt− ωr

c0
−3π

4

)}
,

p′(r, θ) =
4iκ

3

(
κ

2h0c0

)2 a0ω

r
ρ0

(
1 − 3 cos2 θ

)
exp

{
2i

(
ωt− ωr

c0
−3π

4

)}
,
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и для распределения по углам излучаемой энергии за единицу времени получаем

I(θ) =
8π

9

κ3a2
0

h3
0

(
κ

2h0c0

)5

ρ0

(
1 − 3 cos2 θ

)2
.

Излучение энергии вихревыми кольцами носит квадрупольный характер, и основ-

ная часть энергии излучается в конусе с осью z с углом раствора 106◦ как в поло-

жительном направлении z, так и в отрицательном. Интегрируя по θ, получаем для

полной энергии за единицу времени выражение

I =
64π

45

κ3a2
0

h3
0

(
κ

2h0c0

)5

ρ0.

Таким образом, интенсивность звука, излучаемого двумя вихревыми кольцами,

∼ M5. В случае статистически распределенной системы пар вихревых колец в неко-

торой части пространства интенсивность звука также будет ∼ M5, что согласуется

с оценками [59–61].

Ч ас т ь III

ПРИМЕРЫ КОГЕРЕНТНЫХ
ЯВЛЕНИЙ

В СТОХАСТИЧЕСКИХ
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

243



О ч ер к 11

КЛАСТЕРИЗАЦИЯ И ДИФФУЗИЯ ЧАСТИЦ И ПАССИВНОЙ
ПРИМЕСИ В СЛУЧАЙНЫХ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ И

МАГНИТОГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ПОТОКАХ

11.1. Общие замечания

Диффузия таких пассивных полей, как поле плотности примеси (концентрация

частиц) и магнитного поля, является одной из важных проблем теории турбулентно-

сти в магнитной гидродинамике. Исходными стохастическими уравнениями для поля

плотности примеси ρ(r, t) и магнитного поля H(r, t) являются уравнение непрерыв-

ности (
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ρ(r, t) = µ∆ρµ(r, t), ρ(r, 0) = ρ0(r), (11.1)

и уравнение индукции (1.61) на с. 39
(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
H(r, t) =

(
H(r, t) · ∂

∂r

)
U(r, t) + µH∆H(r, t), (11.2)

дополненные членами, связанными с диссипативными процессами, где µρ – динами-

ческий коэффициент диффузии для поля плотности, а µH =
c2

4πσ
– динамический

коэффициент диффузии магнитного поля, связанный с проводимостью среды σ.

В этих уравнениях U(r, t) = u0(r, t) + u(r, t), где u0(r, t) – детерминированная

составляющая поля скоростей (средний поток), а u(r, t) – случайная составляющая.

В общем случае случайное поле u(r, t) может иметь как соленоидальную (для которой

divu(r, t) = 0), так и потенциальную (для которой divu(r, t) 6= 0) составляющие. Поле

H(r, t) при этом бездивергентно, т. е. div H(r, t) = 0.

Следует специально отметить, что уравнение (11.2) описывает диффузию магнит-

ного поля в трехмерном пространстве r = {R, z} (R = {x, y}) трехмерным полем

скоростей u(r, t) = {ux, uy, uz} (d = 3).

В случае плоскопараллельного потока двумерное поле скоростей u(R, t) = {ux, uy}
(d = 2). В этом случае для трехмерного магнитного поля H(R, t) = {H⊥, Hz}, где

H⊥(R, t) = {Hx, Hy}, уравнение (11.2) расщепляется. А именно, двумерная компо-

нента магнитного поля в плоскости R – H⊥(R, t) описывается уравнением
(
∂

∂t
+

∂

∂R
u(R, t)

)
H⊥(R, t) =

(
H⊥(R, t) · ∂

∂R

)
u(R, t) + µH∆H⊥(R, t),

H⊥(R, 0) = H⊥0(R),

а компонента магнитного поля Hz(R, t) описывается уравнением непрерывности для

пассивного скаляра
(
∂

∂t
+

∂

∂R
u(R, t)

)
Hz(R, t) = µH∆Hz(R, t), Hz(R, 0) = Hz0(R),
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типа уравнения для поля плотности (11.1).

Динамические системы (11.1) и (11.2) – консервативны и в процессе эволюции в

общем случае сохраняются как общая масса примеси

M = M(t) =

∫
drρ(r, t) =

∫
drρ0(r) = const,

так и поток магнитного поля
∫
drH(r, t) =

∫
drH0(r) = const .

Для однородных начальных условий следствием консервативности динамических

систем (11.1) и (11.2) являются равенства

〈ρ(r, t)〉 = ρ0, 〈H(r, t)〉 = H0,

где через 〈· · · 〉 обозначено усреднение по ансамблю реализаций случайного поля {u(r, t)}.
В общем случае статистическое среднее, например, для магнитного поля

∫
dr 〈f(H(r, t))〉

для однородных начальных условий переходит в выражение 〈f(H(r, t))〉, т. е.

∫
dr 〈f(H(r, t))〉 ⇔ 〈f(H(r, t))〉 ,

и, следовательно, величина 〈f(H(r, t))〉 является удельной величиной, приходящейся

на единицу объема, и таким образом – интегральной величиной. Так, например, для

однородных начальных условий величина
〈
H2(r, t)

〉
является средней удельной энер-

гией, приходящейся на единицу объема, в то время как для неоднородных начальных

условий эта величина является средней плотностью энергии. Интегральные величины

характеризуют динамические системы в целом на всем пространстве, выделяя про-

цессы генерации полей, что позволяет не отвлекаться на детали динамики, связанной

с адвекцией этих величин случайным полем скоростей [65].

Нас интересует эволюция во времени из заданных начальных распределений ρ0(r)

и H0(r) (и в частности однородных ρ0(r) = ρ0 и H0(r) = H0) различных одноточечных

статистических характеристик поля плотности и его градиента – p(r, t) = ∇ρ(r, t), а

также магнитного поля H(r, t) и его различных пространственных производных. Та-

кими характеристиками являются – плотности вероятностей самих этих полей, изо-

тропизация векторных корреляций, спиральность этих векторных полей, и их дисси-

пация.

На начальных этапах развития диффузии можно пренебречь эффектами динами-

ческой диффузии. Тогда уравнения (11.1) и (11.2) упрощаются и принимают вид

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
ρ(r, t) +

∂U(r, t)

∂r
ρ(r, t) = 0. (11.3)

(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
H(r, t) +

∂U(r, t)

∂r
H(r, t) =

(
H(r, t) · ∂

∂r

)
U(r, t). (11.4)

Тогда в этих системах происходят такие нестационарные и стохастические явления,

как перемешивание, генерация и быстрый рост во времени более мелкомасштабных
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возмущений (например, стохастическое (турбулентное) динамо) и, в некоторых слу-

чаях, кластеризация в фазовом и физическом пространствах. Кластеризация какого-

либо поля (плотности примеси, энергии магнитного поля и т. п.) есть возникновение

компактных областей повышенного содержания этого поля, окруженного областями

с относительно пониженным содержанием этих полей.

Так при однородных начальных условиях поле плотности остается постоянным

во времени для несжимаемой жидкости (бездивергентное поле скоростей) и, следо-

вательно, его градиент тождественно равен нулю в любой точке пространства. Но в

сжимаемых потоках (дивергентное поле скоростей) всегда осуществляется кластери-

зация поля плотности. И поэтому, естественно, возникают большие градиенты поля

плотности. Подобную картину мы видели на примере простейшей задачи, решение

которой представлено на рис. 1.12 на с. 37. Характерное время образования кластер-

ной структуры поля плотности определяется равенством Dpt ∼ 1, где величина Dp,

описываемая равенством (4.58) на с. 108, связана с потенциальной составляющей спек-

тральной плотности поля скоростей.

Для магнитного же поля при определенных условиях также может осуществлять-

ся кластеризация его энергии и пример такой кластеризации в случае простейшего

потенциального поля скорости мы видели на рис. 1.14 на с. 43. Однако, даже в несжи-

маемом потоке жидкости происходит общая генерация магнитного поля, появляется

сильная изменчивость структуры поля и различные моментные функции как самого

магнитного поля, так и его пространственных производных, экспоненциально быстро

растут во времени. Поэтому в некоторый момент времени диссипация полей, связан-

ная с производными более высокого порядка, быстро усиливается и влияние коэффи-

циентов динамической диффузии становится определяющим.

Это эйлерово описание эволюции поля плотности и магнитного поля.

Уравнения (11.3), (11.4) – уравнения в частных производных 1-го порядка и, как

указывалось в первой главе, может быть решено методом характеристик. Вводя ха-

рактеристическую кривую r(t), описывающую уравнение движения частицы

d

dt
r(t) = U(r, t), r(0) = r0, (11.5)

перейдем от (11.3) к обыкновенному дифференциальному уравнению для плотности

частицы
d

dt
ρ(t) = −∂U(r, t)

∂r
ρ(t), ρ(0) = ρ0(r0). (11.6)

Решения уравнений (11.5), (11.6) имеют наглядную геометрическую интерпретацию.

Они описывают эволюцию плотности в окрестности фиксированной частицы примеси,

траектория которой задается равенством r = r(t). Причем, как видно из (11.6), плот-

ность в дивергентных потоках меняется, увеличиваясь в областях сжатия и уменьша-

ясь в областях разрежения среды.

Решения системы (11.5), (11.6) зависят от характеристического параметра r0 —

начальной координаты частицы

r(t) = r(t|r0), ρ(t) = ρ(t|r0), (11.7)
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что будем отмечать вертикальной чертой. Компоненты вектора r0, однозначно опре-

деляющего положение произвольной частицы, называют ее лагранжевыми координа-

тами. При этом уравнения (11.5), (11.6) соответствуют лагранжеву описанию эволю-

ции поля плотности. Связь между эйлеровым и лагранжевым описаниями задается

первым из равенств (11.7). Разрешив его относительно r0, получим соотношение, вы-

ражающее лагранжевы координаты через эйлеровы

r0 = r0(r, t). (11.8)

Исключая затем, с помощью (11.8), зависимость от r0 в последнем равенстве (11.7),

вернемся к эйлерову описанию плотности

ρ(r, t) = ρ(t|r0(r, t)) =

∫
dr0ρ(t|r0)j(t|r0)δ (r(t|r0) − r) , (11.9)

где введена новая функция, называемая расходимостью,

j(t|r0) = det ||jik(t|r0)|| = det

∥∥∥∥
∂ri(t|r0)

∂r0k

∥∥∥∥ ,

которая является количественной мерой степени сжатия или растяжения физически

бесконечно малых жидких частиц. Для нее легко получить уравнение

d

dt
j(t|r0) =

∂U(r, t)

∂r
j(t|r0), j(0|r0) = 1. (11.10)

сопоставление которого с уравнением (11.6) дает равенство

ρ(t|r0) =
ρ0(r0)

j(t|r0)
. (11.11)

Таким образом, выражение (11.9) можно переписать в виде равенства

ρ(r, t) =

∫
dr0ρ0(r0)δ (r(t|r0) − r) , (11.12)

устанавливающего связь между лагранжевыми и эйлеровыми характеристиками плот-

ности примеси. Дельта функция, в правой части (11.12) является индикаторной функ-

цией для положения лагранжевой частицы и, следовательно, после усреднения ра-

венства (11.12) по ансамблю реализаций случайного поля скоростей, получаем связь

средней плотности в эйлеровом описании с одновременно́й плотностью вероятностей

P (r, t|r0) = 〈δ (r(t|r0) − r)〉

лагранжевой частицы

〈ρ(r, t)〉 =

∫
dr0ρ0(r0)P (r, t|r0) .

Аналогичным образом получаем и связь одновременно́й пространственной корре-

ляционной функции поля плотности в эйлеровом описании

〈R(r1, r2, t)〉 = 〈ρ(r1, t)ρ(r2, t)〉 ,
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где R(r1, r2, t) = ρ(r1, t)ρ(r2, t), с совместной плотностью вероятностей положения

двух частиц

P (r1, r2, t|r01, r02) = 〈δ (r1(t|r01) − r1) δ (r2(t|r02) − r2)〉

в виде равенства

〈R(r1, r2, t)〉 =

∫
dr01

∫
dr02ρ0(r01)ρ0(r02)P (r1, r2, t|r01, r02).

Для бездивергентного поля скоростей (div U(r, t) = 0) расходимость частицы, так-

же как и ее плотность сохраняются, т. е.

j(t|r0) = 1, ρ(t|r0) = ρ0(r0).

Случайную составляющую поля скоростей будем предполагать в общем случае

дивергентным (div u(r, t) 6= 0) гауссовым полем статистически однородным, обладаю-

щим сферической симметрией, но не имеющее, вообще говоря, отражательной симмет-

рии в пространстве, и стационарным во времени с корреляционным и спектральным

тензорами (τ = t− t1)

Bij(r − r1, τ) = 〈ui(r, t)uj(r1, t1)〉 =

∫
dkEij(k, τ)e

ik(r−r1),

Eij(k, τ) =
1

(2π)d

∫
drBij(r, τ)e

−ikr,

где параметр d – размерность пространства. В силу предполагаемых условий сим-

метрии, корреляционный тензор Bij(r, τ) имеет векторную структуру (4.48) на с. 106

(r − r1 → r)

Bij(r, τ) = Biso
ij (r, τ) + C(r, τ)εijkrk,

где изотропная часть корреляционного тензора

Biso
ij (r, τ) = A(r, τ)rirj +B(r, τ)δij ,

а εijk — антисимметричный псевдотензор по любой паре индексов. Изотропной части

корреляционного тензора соответствует пространственный спектральный тензор вида

Eij(k, τ) = Es
ij(k, τ) + Ep

ij(k, τ),

где спектральные составляющие тензора поля скоростей имеют структуру

Eij(k, τ) = Es(k, τ)

(
δij −

kikj
k2

)
, Ep

ij(k, τ) = Ep(k, τ)
kikj
k2

.

Здесь через Es(k, τ) и Ep(k, τ) обозначены соответственно соленоидальная и потенци-

альная компоненты спектральной плотности поля скоростей.

В дальнейшем, при расчете статистических характеристик частиц и поля плот-

ности воспользуемся приближением дельта-коррелированности во времени поля ско-

ростей u(r, t), в рамках которого корреляционный тензор Bij(r, t) аппроксимируется

выражением

Bij(r, t) = 2Bij(r)δ(t), (11.13)
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где

Bij(r) =
1

2

∞∫

−∞

dτBij(r, τ) =

∞∫

0

dτBij(r, τ).

Корреляции гауссового случайного поля u(r, t) с функционалами от него можно

расщепить на основе формулы Фурутцу–Новикова (8.10) на с. 177. Для случая дельта-

коррелированного поля u(r, t) эта формула упрощается и имеет вид

〈uk(r, t)R[t;u(r, τ)]〉 =

∫
dr′Bkl(r − r′)

〈
δR[t;u(r, τ)]

δul(r′, t− 0)

〉
, (11.14)

где 0 ≤ τ ≤ t.

11.2. Диффузия частиц в случайном поле скоростей

11.2.1. Одноточечные статистические характеристики

Итак, в лагранжевом представлении диффузия частицы в случайном поле скоро-

стей описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями (11.5), (11.6) и

(11.10). От них легко перейти к линейному уравнению Лиувилля в соответствующем

фазовом пространстве для индикаторной функции

ϕLag(r, ρ, j, t|r0) = δ(r(t|r0) − r)δ(ρ(t|r0) − ρ)δ(j(t|r0) − j), (11.15)

в форме записи которой явно учтено, что решение исходных динамических уравнений

зависит от лагранжевых координат r0. Дифференцируя уравнение (11.15) по време-

ни и используя равенства (11.5), (11.6) и (11.10), приходим к уравнению Лиувилля,

эквивалентному исходной задачи

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ϕLag(r, ρ, j, t|r0) =

∂U(r, t)

∂r

(
∂

∂ρ
ρ− ∂

∂j
j

)
ϕLag(r, ρ, j, t|r0),

ϕLag(r, ρ, j, 0|r0) = δ(r0 − r)δ(ρ0(r0) − ρ)δ(j − 1).

(11.16)

Одновременна́я плотность вероятностей для решения динамических задач (11.5),

(11.6) и (11.10) совпадает с усредненной по ансамблю реализаций значениям индика-

торной функции

P (r, ρ, j, t|r0) = 〈ϕLag(t; r, ρ, j|r0)〉 .

Усреднив уравнение (11.16) по ансамблю реализаций случайного поля u(r, t), ис-

пользуя формулу Фурутцу - Новикова (11.14) и принимая во внимание равенство

δ

δuβ(r′, t− 0)
ϕLag(r, ρ, j, t|r0) =

=

{
− ∂

∂rβ
δ(r − r′) +

∂δ(r − r′)

∂rβ

(
∂

∂ρ
ρ− ∂

∂j
j

)}
ϕLag(t; r, ρ, j|r0),
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и выражения (4.56) на с. 108, придем к следующему уравнению Фоккера–Планка для

одновременно́й лагранжевой плотности вероятностей P (r, ρ, j, t|r0) координаты части-

цы r(t|r0), ее плотности ρ(t|r0) и расходимости j(t|r0):

(
∂

∂t
−D0∆

)
P (r, ρ, j, t|r0) = Dp

(
∂

∂ρ
ρ2 ∂

∂ρ
− 2

∂2

∂ρ∂j
ρj +

∂2

∂j2
j2
)
P (r, ρ, j, t|r0),

P (r, ρ, j, 0|r0) = δ(r − r0)δ(ρ − ρ0(r0))δ(j − 1).

(11.17)

Решение уравнения (11.17) имеет вид

P (r, ρ, j, t|r0) = P (r, t|r0)P (j, t|r0)P (ρ, t|r0), (11.18)

где P (r, t|r′) — вероятностное распределение координат частицы, удовлетворяющее

уравнению, вытекающему из (11.17),

∂

∂t
P (r, t|r0) = D0

∂2

∂r2
P (r, t|r0), P (r, 0|r0) = δ(r − r0),

и, следовательно, является гауссовым распределением

P (r, t|r0) = exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
δ(r − r0) =

1

(4πD0t)
d/2

exp

{
−(r− r0)

2

4D0t

}
, (11.19)

где d — размерность пространства.

Функция P (j, t|r0) — вероятностное распределение поля расходимости в окрестно-

сти частицы, удовлетворяет уравнению Фоккера–Планка, вытекающему из (11.17),

∂

∂t
P (j, t|r0) = Dp ∂

2

∂j2
j2P (j, t|r0), P (j, 0|r0) = δ(j − 1), (11.20)

которое можно переписать в виде

∂

∂t
jP (j, t|r0) = Dpj

∂

∂j

(
j
∂

∂j
+ 1

)
jP (j, t|r0), P (j, 0|r0) = δ(j − 1). (11.21)

В уравнении (11.21) можно выполнить замену переменных

j = eη, η = ln j, (11.22)

и, следовательно,
∂

∂η
= j

∂

∂j
.

Тогда, после замены переменных (11.22), уравнение (11.21) для функции

jP (j, t|r0)|j=eη = F (η, t)

принимает вид уравнения

∂

∂t
F (η, t) = Dp ∂

∂η

(
∂

∂η
+ 1

)
F (η, t), (11.23)
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с начальным условием

F (η, 0) = jP (j, 0|r0)|j=eη = eηδ(eη − 1) = eη
δ(η)

eη
= δ(η). (11.24)

Следовательно, решение задачи (11.23), (11.24) соответствует гауссову распреде-

лению вероятностей

F (η, t) =
1

2
√
πτ

exp

{
−(η + τ)2

4τ

}
. (11.25)

В (11.25) и ниже используется безразмерное время τ = Dpt. Переходя теперь к функ-

ции F (η, t)|η=ln j = jP (j, t|r0), получаем решение уравнения (11.20) в виде

P (j, t|r0) = exp

{
Dpt

∂2

∂j2
j2
}
δ(j − 1) =

1

2j
√
πτ

exp

{
−(ln j + τ)2

4τ

}
=

=
1

2j
√
πτ

exp

{
− ln2 (jeτ )

4τ

}
. (11.26)

Подчеркнем, что полученное решение (11.18) означает статистическую независи-

мость координат r(t|r0) и расходимости j(t|r0) в окрестности частицы с лагранжевой

координатой r0. Причем логарифмически нормальное распределение (11.26) означает,

что величина η(t|r0) = ln j(t|r0) распределена по гауссову закону с параметрами

〈η(t|r0)〉 = −τ, σ2
η(t) = 2τ. (11.27)

В частности, из (11.26), как впрочем и непосредственно из уравнения (11.20), вы-

текают следующие выражения для моментов случайного поля расходимости:

〈jn(t|r0)〉 = en(n−1)τ , n = ±1,±2, · · · . (11.28)

Отметим также, что средняя расходимость постоянна: 〈j(t|r0)〉 = 1, а ее высшие

моменты экспоненциально растут со временем.

Заметим еще, что согласно равенствам (11.11) на с. 247 и (11.28) имеем следующее

выражение для лагранжевых моментов плотности:

〈ρn(t|r0)〉 = ρn0 (r0)e
n(n+1)τ ,

означающее, в частности, экспоненциальный рост как средней плотности, так и ее

высших моментов в лагранжевом представлении. При этом случайный процесс ρ(t|r0)

является логнормальным и плотность вероятностей для плотности частицы имеет вид

P (ρ, t|r0) =
1

2ρ
√
πτ

exp

{
− ln2 (ρe−τ/ρ0(r0))

4τ

}
. (11.29)

Эту плотность вероятностей можно получить и как решение уравнения Фоккера–

Планка, следующего из (11.17),

∂

∂τ
P (ρ, τ |r0) =

∂

∂ρ
ρ2 ∂

∂ρ
P (ρ, τ |r0), P (ρ, 0|r0) = δ(ρ− ρ0(r0)). (11.30)
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Запишем уравнение (11.30) в виде

∂

∂τ
ρP (ρ, τ |r0) = ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ
− 1

)
ρP (ρ, τ |r0), P (ρ, 0|r0) = δ(ρ− ρ0(r0)). (11.31)

Тогда, после замены переменных, аналогичной (11.22),

ρ = eη, η = ln ρ,

уравнение (11.31) для функции

ρP (ρ, τ |r0)|ρ=eη = F (η, τ |r0)

принимает вид уравнения

∂

∂τ
F (η, τ |r0) =

∂

∂η

(
∂

∂η
− 1

)
F (η, τ |r0), (11.32)

с начальным условием

F (η, 0|r0) = ρP (ρ, 0|r0)|ρ=eη = eηδ(eη − ρ0(r0)) = δ(η − ln ρ0(r0)). (11.33)

Следовательно, решение задачи (11.32), (11.33) соответствует гауссову распреде-

лению вероятностей

F (η, τ |r0) =
1

2
√
πτ

exp

{
−(η − ln ρ0(r0) − τ)2

4τ

}
. (11.34)

Переходя теперь к функции F (η, τ |r0)|η=ln ρ = ρP (ρ, τ |r0), и получаем решение урав-

нения (11.30) в виде (11.29). Отметим, что теперь логарифмически нормальное рас-

пределение (11.29) означает, что величина η(t|r0) = ln ρ(t|r0) распределена по гауссову

закону с параметрами

〈η(t|r0)〉 = ln ρ0(r0) + τ, σ2
η(t) = 2τ.

Выявленное выше парадоксальное поведение статистических характеристик рас-

ходимости и плотности, состоящее в одновременно́м росте со временем их моментных

функций, объясняется свойствами логарифмически нормального распределения веро-

ятностей. Так, в соответствии с формулами (4.59) и (4.60) на с. 109, кривой типичной

реализации случайной расходимости является экспоненциально спадающая кривая

j∗(t) = e−τ .

Кроме того, для реализаций логарифмически нормального процесса существуют

также мажорантные оценки. И, например, с вероятностью p = 1/2

j(t|r0) < 4e−τ/2

на всем интервале времени t ∈ (t1, t2).
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Аналогично, для реализаций плотности имеем типичную реализацию и минорант-

ную оценку

ρ∗(t) = ρ0e
τ , ρ(t|r0) >

ρ0

4
eτ/2.

Подчеркнем, что исследованные выше лагранжевы статистические свойства ча-

стицы в потоках, содержащих случайную дивергентную составляющую, качествен-

но отличаются от статистических свойств частицы в бездивергентных потоках, где

j(t|r0) ≡ 1, а плотность в окрестности фиксированной частицы сохраняется ρ(t|r0) =

ρ0(r0) = const. Приведенные выше статистические оценки для частицы означают, что

статистика случайных процессов j(t|r0) и ρ(t|r0) формируется выбросами их реали-

заций относительно типичных реализаций.

В то же время распределения вероятностей координат частиц в обоих случаях

дивергентного и бездивергентного поля скоростей по сути одинаковы.

11.2.2. Двухточечные статистические характеристики

Рассмотрим теперь совместную динамику двух частиц в отсутствии среднего по-

тока. В этом случае индикаторная функция для двух частиц

ϕ(r1, r2, t) = δ (r1(t) − r1) δ (r2(t) − r2)

описывается уравнением Лиувилля

∂

∂t
ϕ(r1, r2, t) = −

[
∂

∂r1
u1(r, t) +

∂

∂r2
u2(r, t)

]
ϕ(r1, r2, t),

усреднение которой по ансамблю реализаций поля u(r, t), с учетом формулы Фурутцу-

Новикова (11.14) и равенства

δ

δuj(r′, t− 0)
ϕ(t; r1, r2) = −

[
∂

∂r1j
δ(r1 − r′) +

∂

∂r2j
δ(r2 − r′)

]
ϕ(t; r1, r2),

приводит для совместной плотности вероятностей положения двух частиц

P (r1, r2, t) = 〈ϕ(t; r1, r2)〉

к уравнению Фоккера–Планка

∂

∂t
P (r1, r2, t) =

[
∂2

∂1i∂r1j
+

∂2

∂r2i∂r2j

]
Bij(0)P (t; r1, r2)+

+ 2
∂2

∂1i∂r2j
Bij(r1 − r2)P (r1, r2, t). (11.35)

Умножая теперь уравнение (11.35) на функцию δ(r1 − r2 − l) и интегрируя по r1 и

r2 получаем для плотности вероятностей относительной диффузии двух частиц

P (l, t) = 〈δ(r1(t) − r2(t) − l)〉
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уравнение Фоккера–Планка

∂

∂t
P (l, t) =

∂2

∂lα∂lβ
Dαβ(l)P (l, t), P (l, 0) = δ(l − l0), (11.36)

где

Dαβ(l) = 2 [Bαβ(0) −Bαβ(l)]

— структурная матрица векторного поля u(r, t), а l0 — начальное расстояние между

частицами.

В общем случае решить уравнение (11.36) не удается. Однако, если начальное рас-

стояние между частицами l0 ≪ lcor, где lcor — пространственный радиус корреляции

поля скорости u(r, t), то можно разложить функции Dαβ(l) в ряд Тейлора, в резуль-

тате чего в первом приближении получаем

Dαβ(l) = − ∂2Bαβ(l)

∂li∂lj

∣∣∣∣∣
l=0

lilj .

С использованием представления (4.56) на с. 108, диффузионный тензор упрощается

и может быть записан в виде

Dαβ(l) =
1

d(d+ 2)

[
(Ds(d+ 1) +Dp) δαβ l

2 − 2 (Ds −Dp) lαlβ
]
, (11.37)

где d — размерность пространства.

Подставляя теперь (11.37) в (11.36), умножая обе части получившегося уравнения

на ln и интегрируя по l, получаем замкнутое уравнение

d

dt
ln 〈ln(t)〉 =

1

d(d+ 2)
[(Ds(d+ 1) +Dp)n (d+ n− 2) − 2 (Ds −Dp)n(n− 1)] ,

решение которого соответствует экспоненциально растущим во времени функциям

для всех моментов (n = 1, 2, . . .). При этом распределение вероятностей для случай-

ного процесса l(t)/l0 будет логарифмически нормальным.

Отметим, что умножая уравнение (11.36) на δ(|l| − l) и интегрируя по l, легко

получить уравнение для плотности вероятностей модуля вектора l(t),

P (l, t) = 〈δ(|l(t)| − l)〉 =

∫
dlδ(|l(t)| − l)P (l, t),

вида
∂

∂t
P (l, t) = − ∂

∂l

Dii(l)

l
P (l, t) +

∂

∂l

N(l)

l
P (t, l) +

∂2

∂l2
N(l)P (l, t),

где N(l) = liljDij(l)/l
2. Отсюда легко получить уравнение для функции 〈ln l(t)〉, а

именно
d

dt
〈ln l(t)〉 =

〈
Dii(l)

l2
− 2

N(l)

l2

〉
,

и, следовательно, для тензора Dij(l) вида (11.37) получаем выражение

〈
ln

(
l(t)

l0

)〉
=

1

d(d+ 2)
{Ds(d− 1)d−Dp(4 − d)}t.
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Следовательно, в соответствии с формулами (4.59) и (4.60) на с. 109, кривой типичной

реализации для расстояния между двумя частицами будет экспоненциальная функ-

ция времени

l∗(t) = l0 exp

{
1

d(d+ 2)
[Dsd(d− 1) −Dp(4 − d)] t

}
(11.38)

и эта функция связана с ляпуновской экспонентой .

Отсюда следует, что в двумерном случае (d = 2) выражение

l∗(t) = l0 exp

{
1

4
(Ds −Dp) t

}

существенно зависит от знака разности (Ds−Dp). В частности, для бездивергентного

поля скоростей (Dp = 0) имеем экспоненциально растущую типичную реализацию,

что соответствует экспоненциально быстрому разбеганию частиц при малых рассто-

яниях между ними. Этот результат справедлив для времен

1

4
Dst≪ ln

(
lcor
l0

)
,

при которых справедливо разложение (11.37). В другом предельном случае — потенци-

альном поле скоростей (Ds = 0), кривой типичной реализации будет экспоненциально

убывающая кривая, т. е. налицо стремление частиц "слиться". Учитывая, что при

этом сами жидкие частицы сжимаются, мы видим, что в этом случае должны обра-

зовываться кластеры, т. е. зоны компактного сосредоточения частиц, расположенные

в большей степени в разреженных зонах, что согласуется с результатами численного

моделирования эволюции реализации однородного вначале распределения частиц в

случайном потенциальном поле скоростей, приведенного на рис. 1.1, б на с. 16 (прав-

да для совершенно другой статистической модели поля скоростей). Это означает, что

само явление кластеризации не зависит от модели случайного поля скоростей, хотя,

конечно, статистические параметры, характеризующие это явлении, могут существен-

но зависеть от модели. Таким образом условием кластеризации частиц в двумерном

случае является условие выполнения неравенства

Ds < Dp. (11.39)

В трехмерном же случае (d = 3) из (11.38) следует, что

l∗(t) = l0 exp

{
1

15
(6Ds −Dp) t

}
,

и типичная реализация будет экспоненциально затухать со временем при выполнении

более жесткого (чем в двумерном случае) условия:

Dp > 6Ds.

В одномерном случае

l∗(t) = l0e
−Dpt,

типичная реализация всегда убывает со временем, так как поле скоростей в этом

случае всегда дивергентно.
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11.3. Вероятностное описание поля плотности в

случайном поле скоростей

Для описания локального поведения реализаций примеси в случайном поле скоро-

стей, нужно знать вероятностное распределение ее плотности, которую можно полу-

чить только при отсутствии эффекта динамической диффузии.

Для описания поля плотности в эйлеровом представлении, введем индикаторную

функцию, аналогичную (11.15)

ϕ(r, t; ρ) = δ(ρ(r, t) − ρ), (11.40)

сосредоточенную на поверхности ρ(r, t) = ρ = const в трехмерном случае или конту-

ре в двумерном случае. Уравнение Лиувилля для нее, в случае отсутствия среднего

потока, имеет вид уравнения (3.18) на с. 77

(
∂

∂t
+ u(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t; ρ) =

∂u(r, t)

∂r

∂

∂ρ
[ρϕ(r, t; ρ)] , (11.41)

и одноточечная плотность вероятностей для решения динамического уравнения (11.3)

в этом случае совпадает с усредненной индикаторной функцией по ансамблю реализа-

ций случайного поля скоростей, которое, как и ранее, считаем гауссовым однородным

и изотропным случайном полем, дельта-коррелированным во времени, т. е.

P (r, t; ρ) = 〈δ(ρ(r, t) − ρ)〉 .

Усредняя уравнение (11.41) в отсутствии среднего потока по ансамблю реализаций

поля u(r, t), с учетом формулы Фурутцу-Новикова (11.14) на с. 249 и равенства для

вариационной производной

δ

δuj(r′, t− 0)
ϕ(r, t; ρ) = −

[
δ(r − r′)

∂

∂rj
+
∂δ(r − r′)

∂rj

]
ϕ(r, t; ρ),

вытекающего из уравнения (11.41), с помощью формул (4.55) и (4.56) на с. 108, полу-

чаем уравнение для плотности вероятностей поля плотности в виде

(
∂

∂t
−D0∆

)
P (r, t; ρ|ρ0(r)) = Dρ

∂2

∂ρ2
ρ2P (r, t; ρ|ρ0(r)),

P (r, 0; ρ|ρ0(r)) = δ(ρ − ρ0(r)),

(11.42)

где коэффициенты диффузии в r - пространстве D0 и ρ - пространстве Dρ = Dp

определяются равенствами (4.53) и (4.58) на с. 108 и мы обозначили вертикальной

чертой зависимость плотности вероятностей эйлерового поля ρ(r, t) от начального

распределения ρ0(r). Отметим, что это уравнение соответствует уравнению (8.55) на

с. 190 с параметром α = Dρ.

Уравнение (11.42) можно также получить используя связь одноточечной плотно-

сти вероятностей поля плотности в эйлеровом описании с одновременно́й плотностью
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вероятностей в лагранжевом описании в виде равенства

P (r, t; ρ) =

∫
dr0

∞∫

0

jdjP (r, ρ, j, t|r0). (11.43)

Решение уравнения (11.42) имеет вид

P (r, t; ρ|ρ0(r)) = exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
P̃ (r, t; ρ|ρ0(r)),

где функция P̃ (r, t; ρ|ρ0(r)), описывается уравнением

∂

∂t
P̃ (r, t; ρ|ρ0(r)) = Dρ

∂2

∂ρ2
ρ2P̃ (r, t; ρ|ρ0(r)),

P̃ (r, 0; ρ|ρ0(r)) = δ(ρ− ρ0(r)),

(11.44)

параметрически зависящим от r, которое совпадает с уравнением (11.20) на с. 250

для лагранжевой плотности вероятностей расходимости частицы и отличается от него

только начальным условием. Следовательно, его решение имеет вид

P̃ (r, t; ρ|ρ0(r)) =
1

2ρ
√
πDρt

exp




−
ln2
(
ρeDρt/ρ0(r)

)

4Dρt




 (11.45)

и плотность вероятностей эйлерового поля плотности принимает вид

P (r, t; ρ|ρ0(r)) =
1

2ρ
√
πDρt

exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
exp




−
ln2
(
ρeDρt/ρ0(r)

)

4Dρt




 . (11.46)

Если начальная плотность примеси всюду одинакова: ρ0(r) = ρ0 = const, то ве-

роятностное распределение плотности не зависит от r и в этом случае эйлерово поле

плотности логнормально с плотностью вероятностей и соответствующей интегральной

функцией распределения:

P (t; ρ|ρ0) =
1

2ρ
√
πτ

exp

{
− ln2 (ρeτ/ρ0)

4τ

}
, F (t; ρ|ρ0) = Pr

(
ln (ρeτ/ρ0)

2
√
τ

)
, (11.47)

где параметр τ = Dρt, а Pr(z) — интеграл вероятностей (4.18) на с. 94.

С точки зрения одноточечных характеристик поля плотности ρ(r, t) в этом слу-

чае задача статистически эквивалентна анализу случайного процесса и при этом все

моментные функции начиная со второй экспоненциально растут со временем:

〈ρ(r, t)〉 = ρ0, 〈ρn(r, t)〉 = ρn0e
n(n−1)τ , (11.48)

а в соответствии с формулами (4.59) и (4.60) на с. 109 кривая типичной реализации

поля плотности в любой фиксированной точке пространства экспоненциально спадает

во времени:

ρ∗(t) = ρ0e
−τ ,
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что свидетельствует о наличии кластерного характера флуктуаций плотности среды

в произвольных дивергентных потоках. Формирование же эйлеровой статистики плот-

ности в любой фиксированной точке пространства идет за счет флуктуаций плотности

вокруг этой кривой.

Выше мы обсудили одноточечное вероятностное распределение плотности при-

меси в эйлеровом представлении, что уже позволило нам сделать ряд заключений

о поведении реализаций поля плотности во времени в фиксированных точках про-

странства. Покажем теперь, что это распределение дает также возможность выяснить

некоторые характерные особенности пространственно-временно́й структуры реализа-

ций поля плотности.

Для наглядности ограничимся здесь двумерным случаем. Как говорилось выше,

важные сведения о пространственном поведении реализаций несет анализ линий уров-

ня, определяемых равенством

ρ(r, t) = ρ = const.

В частности, такие функционалы поля плотности, как общая величина площади в об-

ласти, где ρ(r, t) > ρ — S(t, ρ), общая масса примеси, заключенная в этой области −
M(t, ρ), средние значения которых определяются одноточечной плотностью вероят-

ностей, описываются выражениями

〈S(t, ρ)〉 =

∞∫

ρ

dρ̃

∫
drP (r, t; ρ̃|ρ0(r)), 〈M(t, ρ)〉 =

∞∫

ρ

ρ̃ dρ̃

∫
drP (r, t; ρ̃|ρ0(r)). (11.49)

Подставив сюда решение (11.46), после несложных преобразований легко найти явные

выражения для этих величин:

〈S(t, ρ)〉 =

∫
dr Pr

(
1√
2τ

ln

(
ρ0(r)e

−τ

ρ

))
,

〈M(t, ρ)〉 =

∫
dr ρ0(r) Pr

(
1√
2τ

ln

(
ρ0(r)e

τ

ρ

))
,

(11.50)

где интеграл вероятностей Pr(z) определяется по формуле (4.18) на с. 94. Учитывая

теперь асимптотику функции Pr(z) (4.21) на с. 94 получаем, что при τ ≫ 1 средняя

площадь областей, где плотность выше уровня ρ, убывает со временем по закону

〈S(t, ρ)〉 ≈ 1√
πτρ

e−τ/4
∫
dr
√
ρ0(r), (11.51)

в то время как заключенная в этих областях средняя масса примеси

〈M(t, ρ)〉 ≈M −
√

ρ

πτ
e−τ/4

∫
dr
√
ρ0(r) (11.52)

монотонно стремится к полной ее массе M =
∫
dr ρ0(r). Это еще раз подтверждает

сделанный ранее вывод о том, что частицы примеси со временем стремятся собраться
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в кластеры — компактные области повышенной плотности, окруженные разреженны-

ми областями.

Динамику формирования кластеров можно проиллюстрировать на примере, когда

первоначально примесь равномерно распределена на плоскости: ρ0(r) = ρ0 = const.

При этом средняя удельная площадь области (приходящаяся на единицу площади),

внутри которой ρ(r, t) > ρ, равна

s(t, ρ|ρ0) =

∞∫

ρ

dρ̃ P (t; ρ̃|ρ0) = Pr

(
ln (ρ0 e

−τ/ρ)√
2τ

)
, (11.53)

где P (t; ρ|ρ0) — не зависящее от r решение уравнения (11.44) (т. е. функция (11.47)),

а удельная средняя масса примеси (приходящаяся на единицу площади), сосредото-

ченная в этой области, описывается выражением

m(t, ρ|ρ0)/ρ0 =
1

ρ0

∞∫

ρ

ρ̃ dρ̃ P (t; ρ̃|ρ0) = Pr

(
ln (ρ0 e

τ/ρ)√
2τ

)
. (11.54)

Из (11.53), (11.54) следует, что на больших временах (τ ≫ 1) средняя удельная пло-

щадь убывает по закону

s(t, ρ|ρ0) ≈
√

ρ0

πρτ
e−τ/4, (11.55)

в то время как внутри этой площади собирается практически вся масса примеси:

m(t, ρ|ρ0)/ρ0 ≈ 1 −
√

ρ

πρ0τ
e−τ/4. (11.56)

Характер же временно́й эволюции образования кластерной структуры существен-

но зависит от отношения ρ/ρ0. Так, если ρ/ρ0 < 1, то в начальный момент времени

s(0, ρ) = 1 и m(0, ρ) = 1. Далее, ввиду того что частицы примеси первое время стре-

мятся разбежаться, образуются небольшие области, где ρ(r, t) < ρ, и эти области со-

держат незначительную часть общей массы. С течением времени эти области быстро

увеличиваются, а их масса перетекает в кластерные области, довольно быстро выходя

на асимптотические зависимости (11.55), (11.56) (рис. 11.1).

Отметим, что в момент времени τ∗ = ln (ρ/ρ0) величина площади s(t∗, ρ) = 1/2.

В обратном, более интересном случае ρ/ρ0 > 1 в начальный момент времени

s(0, ρ) = 0 и m(0, ρ) = 0. Из-за начального разбегания частиц образуются неболь-

шие кластерные области, где ρ(r, t) > ρ; эти области практически сохраняются во

времени и интенсивно втягивают в себя значительную часть общей массы. В даль-

нейшем площади этих областей с течением времени уменьшаются, а содержащаяся

в них масса увеличивается согласно асимптотическим зависимостям (11.55), (11.56)

(рис. 11.2, а,б ).

Для более детального описания поля плотности в случайном поле скоростей необ-

ходимо, как указывалось ранее, рассматривать его пространственный градиент

p(r, t) = ∇ρ(r, t) и, вообще говоря, производные высшего порядка.
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Рис. 11.1. Динамика образования кластеров для ρ/ρ0 = 0,5

Градиент плотности описывается динамическим уравнением (1.52) на с. 38 и, сле-

довательно, индикаторная функция

ϕ(r, t; ρ,p) = δ (ρ(r, t) − ρ) δ (p(r, t) − p)

для бездивергентного поля скоростей описывается уравнением (3.24) на с. 78. Усред-

няя теперь (3.24) по ансамблю реализаций поля скоростей в приближении дельта-

коррелированного во времени поля скоростей, получаем уравнение для одноточечной

совместной плотности вероятностей плотности и его градиента

P (r, t; ρ,p) = 〈ϕ(r, t; ρ,p)〉 ,

зависящей от пространственно временно́й точки (r, t), вида

∂

∂t
P (r, t; ρ,p) = D0∆P (r, t; ρ,p)+

+
1

d(d+ 2)
Ds

(
(d+ 1)

∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)
P (r, t; ρ,p), (11.57)

P (0, r; ρ,p) = δ (ρ0(r) − ρ) δ (p0(r) − p) ,

где коэффициенты диффузии в r - пространстве D0 и p - пространстве Ds определя-

ются равенствами (4.53) и (4.58) на с. 108.

Так как случайное поле скоростей является бездивергентным, то решение уравне-

ния (11.57) имеет структуру

P (r, t; ρ,p) =

∫
dr0P (r, t|r0)P (p, t|r0), (11.58)

где P (r, t|r0) и P (p, t|r0) — соответствующие лагранжевы плотности вероятностей по-

ложения частицы и ее градиента. Первая функция описывается выражением (11.19),

а вторая описывается уравнением

∂

∂t
P (p, t|r0) =

1

d(d+ 2)
Ds

(
(d+ 1)

∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)
P (p, t|r0). (11.59)
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Рис. 11.2. Динамика образования кластеров для ρ/ρ0 = 1,5 (а) и ρ/ρ0 = 10 (б )

Следствием уравнения (11.59) является сохранение среднего значения градиента

плотности частицы примеси

〈p(r, t)〉 = p0(r0).

Что же касается моментных функций модуля градиента плотности, то они описыва-

ются уравнениями, вытекающими из (11.59)

∂

∂t
〈pn(t|r0)〉 =

n(d+ n)(d− 1)

d(d + 2)
Ds 〈pn(t|r0)〉 , 〈pn(0|r0)〉 = pn0 (r0). (11.60)

Следовательно, модуль градиента поля плотности в лагранжевом описании явля-

ется логарифмически нормальной величиной, типичная реализация которой так же

как и его моментные функции экспоненциально растут во времени. В частности, пер-

вый и второй момент в двумерном случае описываются равенствами

〈|p(t|r0)|〉 = |p0(r0)|e3D
st/8,

〈
p2(t|r0)

〉
= p2

0(r0)e
Dst. (11.61)

Кроме того, из уравнения (11.57) с учетом формулы (4.37) третьей главы следует,

что общая средняя длина контура ρ(r, t) = ρ = const (в двумерном случае) также

экспоненциально растет во времени по закону

〈l(t, ρ)〉 = l0e
Dst,

где l0 — начальная длина контура. Напомним, что в этом случае для бездивергентно-

го поля скоростей, сохраняется число контуров, которые не могут исчезать и порож-

даться в среде, а лишь эволюционируют во времени, исходя из заданного в начальный

момент времени их распределения в пространстве.
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Таким образом, гладкое вначале распределение примеси становится все более и

более пространственно неоднородным; пространственные градиенты обостряются и

линии уровня приобретают фрактальный характер. Такую картину мы видели на

рис. 1.1 a, на с. 16, соответствующей численному моделированию, правда для совер-

шенно другой модели флуктуаций поля скоростей. Это означает, что общие особен-

ности поведения, отмеченные выше, не существенны от типа моделей.

Выше мы изучали статистические характеристики решения уравнения (11.3) в

лагранжевом и эйлеровом описании и было показано, что при наличии потенциаль-

ной составляющей у поля скорости происходит кластеризация с вероятностью еди-

ница в эйлеровом поле плотности, а также при выполнении определенных условий

происходит кластеризация в динамике частиц.

Наряду с динамическим уравнением (11.3) представляет определенный интерес и

уравнение, соответствующее переносу не консервативной примеси
(
∂

∂t
+ U(r, t)

∂

∂r

)
q(r, t) = 0, q(r, 0) = q0(r).

В этом случае в лагранжевом описании уравнение для динамики частиц совпада-

ет с уравнением (11.5) и, следовательно, для частиц может при определенных усло-

вий осуществляться кластеризация. Однако, в эйлеровом описании, как легко видеть,

кластеризация не осуществляется. В этом случае, аналогично бездивергентному по-

лю скоростей, сохраняется как среднее число контуров, так и средняя площадь, где

q(r, t) > q, и средняя "масса" примеси
∫
dSq(r, t), сосредоточенная в этих контурах.

Выше мы рассмотрели простейшую статистическую задачу о диффузии скаляр-

ной примеси в случайном поле скоростей в отсутствии регулярного потока и эффекта

динамической диффузии. Также для статистического описания использовалось при-

ближение дельта-коррелированного во времени случайного поля. Все неучтенные фак-

торы начинают действовать с какого-то момента времени, так что полученные выше

результаты справедливы лишь на начальном этапе диффузии. Кроме того эти фак-

торы могут приводить и к новым физическим эффектам.

11.4. Вероятностное описание магнитного поля и его
энергии в случайном поле скоростей

Рассмотрим теперь вероятностное описание магнитного поля на основе динами-

ческого уравнения (11.4). Как и для поля плотности случайную составляющую поля

скоростей u(r, t) будем предполагать дивергентным (divu(r, t) 6= 0) случайным гаус-

совым полем однородным и изотропным в пространстве и стационарным дельта-кор-

релированным во времени.

Введем индикаторную функцию магнитного поля H(r, t)

ϕ(r, t;H) = δ(H(r, t) − H).

Она удовлетворяет уравнению Лиувилля (3.26) на с. 79
(
∂

∂t
+ u(r, t)

∂

∂r

)
ϕ(r, t;H) = − ∂

∂Hi

[
H
∂ui(r, t)

∂r
−Hi

∂u(r, t)

∂r

]
ϕ(r, t;H) (11.62)
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с начальным условием

ϕ(r, 0;H) = δ(H0(r) − H).

Решение этого уравнения является функционалом поля скоростей u(r, t), т. е.

ϕ(r, t;H) = ϕ[r, t;H;u(r̃, τ)],

где 0 ≤ τ ≤ t. Для него выполняется условие динамической причинности

δϕ[r, t;H;u(r̃, τ)]

δuj(r′, t′)
= 0 при t′ < 0 и t′ > t.

При этом для вариационной производной при t′ = t− 0 выполняется равенство

δϕ(r, t;H)

δuj(r′, t− 0)
= L̂j(r, r

′, t;H)ϕ(r, t;H), (11.63)

где оператор

L̂j(r, r
′, t;H) = −δ(r − r′)

∂

∂rj
− ∂δ(r − r′)

∂rl

∂

∂Hj
Hl +

∂δ(r − r′)

∂rj

∂

∂Hl
Hl. (11.64)

Одноточечная плотность вероятностей магнитного поля определяется равенством

P (r, t;H) = 〈ϕ(r, t;H)〉u .

Усредним уравнение (11.62) по ансамблю реализаций поля {u(r, t)}. Для расщеп-

ления возникающих корреляций воспользуемся формулой Фурутцу-Новикова (11.14)

на с. 249. Учитывая при этом равенства (11.63) и (11.64), и выражения (4.53), (4.55) и

(4.56) на с. 108 с параметрами (4.58) на с. 108, получаем искомое уравнение
(
∂

∂t
−D0

∂2

∂r2

)
P (r, t;H) =

{
D1

∂

∂Hl

∂

∂Hk
HlHk + D2

∂

∂Hl

∂

∂Hl
H2
k

}
P (r, t;H), (11.65)

где коэффициенты диффузии

D1 =

(
d2 − 2

)
Dp − 2Ds

d(d+ 2)
, D2 =

(d+ 1)Ds +Dp

d(d+ 2)
,

где d – размерность пространства.

Отметим, что для однородных начальных условий одноточечная плотность веро-

ятностей не зависит от переменной r, и уравнение (11.65) принимает вид

∂

∂t
P (t;H) =

{
D1

∂

∂Hl

∂

∂Hk
HlHk +D2

∂

∂Hl

∂

∂Hl
H2
k

}
P (t;H). (11.66)

Получим теперь одноточечную корреляцию магнитного поля

〈Wij(t)〉 = 〈Hi(r, t)Hj(r, t)〉

для этого случая. Умножая уравнение (11.66) наHi иHj, и интегрируя по H, получаем

уравнение
∂

∂t
〈Wij(t)〉 = 2D1 〈Wij(t)〉 + 2D2δij 〈E(t)〉 ,
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откуда для средней энергии следует уравнение

∂

∂t
〈E(t)〉 = 2

d− 1

d
(Ds +Dp) 〈E(t)〉 ,

и, следовательно,

〈E(t)〉 = E0 exp

{
2
d− 1

d
(Ds +Dp) t

}
. (11.67)

Теперь решение для корреляции магнитного поля легко находится и имеет вид

〈Wij(t)〉
〈E(t)〉 =

1

d
dij +

(
Wij(0)

E0
− 1

d
dij

)
exp

{
−2

(d+ 1)Ds +Dp

d+ 2
t

}
. (11.68)

Таким образом, средняя энергия магнитного поля экспоненциально возрастает во

времени, при этом происходит изотропизация магнитного поля также экспоненциаль-

ным образом. Отметим, что в соответствующие экспоненты спектральные составля-

ющие поля скоростей входят аддитивным образом. Очевидно, что это обстоятельство

сохраняется и для любых других корреляций магнитного поля и его энергии.

Введем теперь индикаторную функцию энергии магнитного поля E(r, t) = H2(r, t)

ϕ(r, t;E) = δ(E(r, t) − E),

через которую ее плотность вероятностей P (r, t;E) определяется равенством

P (r, t;E) = 〈δ(E(r, t) − E)〉u =
〈
δ(H2(r, t) − E)

〉

H
.

Для получения уравнения для этой функции, следует домножить уравнение (11.65)

на функцию δ(H2 − E) и проинтегрировать по H. В результате получаем уравнение

(
∂

∂t
−D0

∂2

∂r2

)
P (r, t;E) =

{
α
∂

∂E
E +D

∂

∂E
E
∂

∂E
E

}
P (r, t;E),

P (r, 0;E) = δ (E − E0(r)) ,

(11.69)

совпадающее с уравнением (8.55) на с. 190 с параметрами

α = 2
d− 1

d+ 2
(Dp −Ds) , D = 4(d − 1)

(d+ 1)Dp +Ds

d(d + 2)
.

При этом параметр α может быть как положительным, так и отрицательным. Изме-

нения знака α для одноточечных характеристик означает переход от поля E(r, t) к

полю 1/E(r, t).

Решение этого уравнения имеет вид

P (r, t;E) = exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
P̃ (r, t;E)

где функция P̃ (r, t;E) описывается уравнением

∂

∂t
P̃ (r, t;E) =

{
α
∂

∂E
E +D

∂

∂E
E
∂

∂E
E

}
P̃ (r, t;E),

P̃ (r, 0;E) = δ (E − E0(r)) .
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При этом зависимость функции P̃ (r, t;E) от параметра r появляется только из на-

чального значения E0(r), т. е.

P̃ (r, t;E) ≡ P̃ (t;E|E0(r))

и, следовательно, функция P̃ (t;E|E0(r)) является логнормальной плотностью веро-

ятностей случайного процесса E(t, |E0(r)), параметрически зависящего от r,

P̃ (t;E|E0(r)) =
1

2E
√
πDt

exp

{
− ln2 [Eeαt/E0(r)

]

4Dt

}
. (11.70)

Таким образом решение уравнения (11.69) имеет вид:

P (r, t;E) =
1

2E
√
πDt

exp

{
D0t

∂2

∂r2

}
exp

{
− ln2 [Eeαt/E0(r)

]

4Dt

}
. (11.71)

Из уравнения (11.69) или выражения (11.71) следуют выражения для интегралов

по пространству от моментных функций

∫
dr 〈En(r, t)〉 = en(nD−α)t

∫
drEn0 (r), (11.72)

не зависящие от коэффициента диффузии в r - пространстве (коэффициента D0), и,

в частности, выражение для средней полной энергии во всем пространстве

∫
dr 〈E(r, t)〉 = eγt

∫
drE0(r),

где параметр

γ = D − α =
2(d − 1)

d
(Dp +Ds) . (11.73)

Для пространственно однородного начального распределения энергии E0(r) = E0

плотность вероятностей (11.71) не зависит от r и описывается формулой

P (t;E) =
1

2E
√
πDt

exp

{
− ln2 [Eeαt/E0

]

4Dt

}
. (11.74)

Таким образом в этом случае одноточечные статистические характеристики энер-

гии магнитного поля E(r, t) статистически эквивалентны характеристикам случайно-

го процесса

E(t;α) = exp




−αt+

t∫

0

dτξ(τ)




 ,

где ξ(t) — гауссов процесс белого шума с параметрами

〈ξ(t)〉 = 0,
〈
ξ(t)ξ(t′)

〉
= 2Dδ(t − t′).

Он описывается стохастическим уравнением

d

dt
E(t;α) = {−α+ ξ(t)}E(t;α), E(0;α) = E0.
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и его одновременна́я плотность вероятностей P (t;E,α) описывается уравнением Фок-

кера–Планка:

∂

∂t
P (t;E) =

(
α
∂

∂E
E +D

∂

∂E
E

∂

∂E
E

)
P (t;E), P (0;E) = δ(E − E0), (11.75)

решение которого дается формулой (11.74).

Характерной особенностью распределения (11.74) является появление длинного

пологого хвоста при Dt≫ 1, означающего усиление роли больших выбросов процес-

са E(t;α) в формировании одновременно́й статистики. Для этого распределения все

моменты энергии магнитного поля экспоненциально растут со временем

〈En(t)〉 = En0 exp

{
−2n

d− 1

d+ 2
(Dp −Ds) t + 4n2(d− 1)

(d+ 1)Dp +Ds

d(d+ 2)
t

}

и, в частности, при n = 1 средняя удельная энергия 〈E(t)〉 = E0e
γt, а величина

〈ln (E(t)/E0)〉 = −αt = −2
d− 1

d+ 2
(Dp −Ds) t

и, следовательно, параметр {−α}, является ляпуновским характеристическим пока-

зателем [12]. При этом кривая типичной реализации для случайного процесса E(t),

определяющая поведение энергии магнитного поля в конкретных реализациях в лю-

бой фиксированной точке пространства, является экспоненциальной величиной

E∗(t) = E0e
−αt = E0 exp

{
−2

d− 1

d+ 2
(Dp −Ds) t

}
,

растущей или затухающей во времени. Так, при α > 0 (Dp > Ds) кривая типичной ре-

ализации экспоненциально спадает в каждой точке пространства, что свидетельствует

о кластерной структуре магнитного поля, и рост моментов энергии магнитного поля

в этом случае определяется редкими, но большими выбросами энергии относительно

кривой типичной реализации, характерными для логнормальных процессов. В другом

случае, при α < 0 (Dp < Ds), кривая типичной реализации экспоненциально растет

во времени, что свидетельствует об общем росте магнитной энергии в каждой точ-

ке пространства. На рис. 8.6 на с. 192 схематически изображены реализации энергии

магнитного поля в случайном поле скоростей для разных знаков параметра α.

Индикаторная функция энергии магнитного поля позволяет получить и общую

информацию о пространственной структуре поля энергии. В частности, такие функ-

ционалы энергии магнитного поля, как общая величина объема (в 3-х мерном случае)

или площади (в двумерном случае) области, где E(r, t) > E

V (t, E) =

∫
dr θ (E(r, t) − E) =

∫
dr

∞∫

E

dẼ δ
(
E(r, t) − Ẽ

)
,

и общая энергия магнитного поля, заключенная в этой области,

E(t, E) =

∫
drE(r, t)θ (E(r, t) − E) =

∫
dr

∞∫

E

ẼdẼ δ
(
E(r, t) − Ẽ

)
,
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средние значения которых определяются одноточечной плотностью вероятностей (11.71),

описываются в общем случае равенствами

〈V (t, E)〉 =

∞∫

E

dẼ

∫
drP (r, t; Ẽ),

〈E(t, E)〉 =

∞∫

E

ẼdẼ

∫
drP (r, t; Ẽ).

Средние значения этих функционалов не зависят от диффузии в r - пространстве

(коэффициента D0) и для распределения вероятностей (11.71) получаем выражения

(8.58) на с. 192

〈V (t, E)〉 =

∫
drPr

(
1√
2Dt

ln

(
E0(r)

E
e−αt

))
,

〈E(t, E)〉 = eγt
∫
dr E0(r) Pr

(
1√
2Dt

ln

(
E0(r)

E
e(2D−α)t

))
,

где функция интеграл вероятностей Pr(z) определяется равенством (4.18) на с. 94.

Учитывая теперь асимптотики функции Pr(z) при z → ∞ и z → −∞ (4.21) на с. 94

можно изучить эволюцию во времени этих функционалов. А именно, асимптотика

среднего объема при t→ ∞ (при α > 0) затухает во времени по закону

〈V (t, E)〉 ≈ 1

α

√
D

πEα/Dt
e−α

2t/4D
∫
dr

√
E
α/D
0 (r).

При α < 0 же средний объем при t→ ∞ занимает все пространство.

Для полной энергии в обоих случаях получаем асимптотику при t → ∞ (так как

α < 2D)

〈E(t, E)〉 ≈ eγt
∫
drE0(r)


1 − 1

(2D − α)

√
D

πt

(
E

E0(r)

)(2D−α)/D

e−(2D−α)2t/4


 ,

где параметр γ описывается равенством (11.73), что означает при α > 0 содержание

в кластерах 100% от общей средней энергии.

Соответствующие выражения для однородных начальных условий без интегри-

рования по r описывают удельные значения объема больших выбросов и их общей

энергии, приходящие на единицу объема, т. е.

〈V(t, E)〉 = Pr

(
1√
2Dt

ln

(
E0(r)

E
e−αt

))
,

〈E(t, E)〉 = E0e
γt Pr

(
1√
2Dt

ln

(
E0(r)

E
e(2D−α)t

))
,

(11.76)

где γ = D − α.

Если выбрать уровень сечения E > E0, то в начальный момент времени величи-

ны 〈V(0, E)〉 = 0 и 〈E(0, E)〉 = 0. Далее возникают пространственные возмущения
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энергии магнитного поля и при t → ∞ для этих величин получаем асимптотические

выражения

〈V(t, E)〉 ≈





1

α

√
D

πt

(
E0

E

)α/D
e−α

2t/4D (α > 0),

1 − 1

|α|

√
D

πt

(
E

E0

)|α|/D

e−|α|2t/4D (α < 0),

и, так как (2D − α) > 0, то

〈E(t, E))〉 ≈ E0e
γt


1 − 1

(2D − α)

√
D

πt

(
E

E0

)(2D−α)/D

e−(2D−α)2t/4D


 .

Таким образом, при α > 0 (Dp > Ds) удельный общий объем стремится к нулю, а

удельная общая энергия, заключенная в этом объеме, совпадает со средней энергией

во всем пространстве. Это свидетельствует о кластеризации магнитного поля.

В случае, когда α < 0 (Dp < Ds) кластеризации нет и удельный объем занимает

все пространство, в котором удельная средняя энергия растет во времени.

Отметим, что в случае плоскопараллельного потока жидкости кластеризация энер-

гии магнитного поля в плоскости поля скоростей также осуществляется при выполне-

нии условия Dp > Ds, а кластеризация энергии магнитного поля, связанной с компо-

нентой магнитного поля, перпендикулярной плоскости поля скоростей, осуществля-

ется всегда при наличии потенциальной составляющей поля скорости (см. уравнения

на с. 244).

Ранее мы уже отмечали, что параметры Dp и Ds, характеризующие статисти-

ку случайного поля скоростей, входят аддитивным образом во все статистические

моментные и корреляционные функции энергии магнитного поля. Это, конечно, –

следствие линейности уравнений (11.2) и (11.4). Однако данный факт означает, что

все основные (функциональные) закономерности в таком статистическом описании

не разделяют влияние соленоидальной и потенциальной компонент случайного поля

скоростей. Т.е. все получаемые закономерности для упомянутых статистических ве-

личин имеют одинаковую структуру как для несжимаемого потока (Dp = 0), так и

для чисто потенциального потока (Ds = 0). А так как для несжимаемого потока кла-

стеризация отсутствует, а для потенциального потока, наоборот, кластеризация

осуществляется, то абсолютно ясно, что упомянутые статистические характеристи-

ки не содержат никакой информации о стохастическом структурообразовании в

отдельных реализациях энергии магнитного поля, а именно о кластеризации.

Кроме того, исходное уравнение индукции (11.2) справедливо в рамках примени-

мости кинематического приближения. При наличии кластеризации, когда в большей

части пространства магнитное поле отсутствует, естественно, что его последействие на

поле скоростей не существенно. В случае же отсутствия кластеризации, когда генера-

ция магнитного поля происходит во всем пространстве, справедливость кинематиче-

ского приближения можно ожидать лишь на достаточно малом временно́м интервале,
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на котором обсуждать роль динамического коэффициента диффузии на формирова-

ние статистики энергии магнитного поля, по моему мнению, просто не серьезно.1

Критический случай α = 0 (Dp = Ds)

Этот случай можно рассматривать как псевдоравновесный случай по аналогии с

равновесным тепловым шумом. В этом случае одноточечная плотность вероятностей

принимает вид

P (t;E) =
1

2E
√
πDt

exp

{
− ln2[E/E0]

4Dt

}
.

Случайные процессы E(t) и 1/E(t) статистически эквивалентны. Удельный средний

объем при t → ∞ асимптотически стремится к половине общего объема, а удельная

средняя энергия стремится к полной средней энергии.

1Отмечу, объективности ради, что эти все мои высказывания вызывают полное неприятие основ-
ных идей изучения структурообразования в случайных средах на основе статистической топографии
в таких журналах как "Письма в ЖЭТФ" и "ЖЭТФ" . Так начиная с 2010 года, я получаю от-
рицательные рецензии (одного и того же рецензента!!!) на мои статьи, препятствующие, по мнению
редколлегии этих журналов, опубликованию моих работ. Приведу только несколько, наиболее ти-
пичных доводов рецензента.

Так в 2010г. (ЖЭТФ) – "Изотропная модель типа "белый шум"для скорости была введена в класси-
ческой работе А.П.Казанцева, ЖЭТФ, т.53, стр. 1806 (1967). Полное решение задачи (разноточечные
корреляторы произвольных порядков), причем с учетом молекулярной диффузии, радикально ме-
няющей ответы на больших временах, было опубликовано 10 лет назад: М. Chertkov, G. Falkovich, I.
Kolokolov, M. Vergassola, Phys. Rev. Lett. 83, 4065 (1999). Там же явно было отмечено явление, которое
автор рецензируемой работы называет кластеризацией. Вообще, чтобы понять особенности простран-
ственной статистики, необходимо вычислить именно разноточечные корреляционные функции, что
есть задача другого класса."

В 2011г. (Письма в ЖЭТФ) – "Автор рассматривает возможность динамо-эффекта в мелкомас-
штабном поле скорости, пренебрегая магнитной диффузией. Это пренебрежение лишает работу вся-
кого смысла. Кроме того, для короткокоррелированного по времени поля скорости с учетом молеку-
лярной диффузии критерии динамо были получены в классической работе А.П.Казанцева, ЖЭТФ,
т.53, стр. 1806 (1967) (44 года назад). Они совершенно не сводятся к простым соотношениям рецен-
зируемого текста. Замечу, что ссылка на работу А.П.Казанцева отсутствует."

В другой рецензии 2011г. (ЖЭТФ) – "Для короткокоррелированного по времени поля скоро-
сти с учетом молекулярной диффузии критерии динамо были получены в классической работе
А.П.Казанцева, ЖЭТФ, т.53, стр. 1806 (1967) (44 года назад). Они совершенно не сводятся к про-
стым соотношениям рецензируемой работы. При этом в работе полностью игнорируется конечность
проводимости среды (приводящая к тому, что и называется диффузией силовых линий магнитного
поля), полностью меняющая критерии динамо и инкременты моментов. Более того эта диффузия
определяет пространственную структуру корреляций магнитного поля. Без знания этой структуры
"эффекты кластеризации" являются пустыми заклинаниями.

Причина игнорирования В.И.Кляцкиным конечной проводимости очевидна: задача с ее учетом не
допускает редукции к нехитрому уравнению на одноточечную функцию распределения, а требует
анализа глобальной пространственной структуры корреляций поля.

На всякий случай повторю ссылки на работы, где сделано много больше, чем предлагается в данном
тексте (сознательно опустив статьи, где я являюсь соавтором):

А.П.Казанцев, ЖЭТФ, 53, 1806 (1967),
A. Gruzinov, S. Cowley and R. Sudan, Phys. Rev. Lett. v. 77, 4342 (1996).
D.Vincenzi, Journal of Statistical Physics, 106, 1073 (2002).
A.A.Schekochihin, S.C.Cowley, S.F.Taylor, J.L.Maron, J.C. Me Williams, The Astrophysical Journal,

612, 276 (2004).
Работа В.И.Кляцкина не содержит никаких сколь-нибудь интересных физических результатов и

публикации в ЖЭТФ не заслуживает."
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Таким образом, в случае α = 0 (Dp = Ds) кластеризации не осуществляется в

рамках уравнения (11.75). Следует отметить, что этот результат не является удовле-

творительным, так как само уравнение (11.75) является приближенным, полученным

в приближении дельта-коррелированности во времени случайного поля скоростей.

Учет конечности временного радиуса корреляции позволяет дать однозначный от-

вет о наличии или отсутствии физического явления кластеризации. И в случае нали-

чия ее, вычислить характерное время ее установления.

Аналогичная ситуация имеет место и для случайных акустических волн в отсут-

ствии их затухания.

Так случайное акустическое гауссово полу u(r, t), статистически однородное и изо-

тропное в пространстве, а также стационарное во времени, описывается корреляци-

онным и спектральным тензорами (τ = t− t′)

〈
ui(r, t)uj(r

′, t′)
〉

= σ2
uBij(r− r′, τ) = σ2

u

∫
dkEij(k)f(k,r, τ),

где σ2
u =

〈
u2(r, t)

〉
– дисперсия поля скоростей, а функция

f(k, r, τ) = e−λ(k)τ cos{kr − ω(k)τ},

где ω(k) = ck – дисперсионная кривая для акустических волн, а c – скорость звука.

Экспоненциально затухающий член связан с диссипативными факторами уравне-

ний гидродинамики и магнитной гидродинамики и λ(k) = λpk
2.

В этом случае спектральный тензор поля скорости содержит только потенциаль-

ную компоненту Eij(k, τ) = E(k, τ)
kikj
k2

.

И так как временно́й интеграл при λp ≪ cl0 (где l0 – пространственный радиус

корреляции поля скоростей) имеет асимптотику

∞∫

0

dt f(k, t) = λp/c
2, (11.77)

то при наличии малого поглощения кластеризация энергии магнитного поля осу-

ществляется с вероятностью единица (т.е. почти во всех ее реализациях).

При отсутствии же затухания диффузионный коэффициент в уравнении (11.75)

обращается в нуль, и мы не имеем никакой информации о наличии или отсутствии

явления кластеризации.

В общем случае, однако, при отсутствии затухания имеет место равенство

∞∫

0

dt cos {ω(k)t} = πδ (ω(k)) ,

благодаря которому возникают резонансы между различными гармониками акустиче-

ского волнового поля в высших приближениях. Это позволяет все же установить (по-

сле довольно громоздких вычислений), что кластеризация энергии магнитного поля

осуществляется с вероятностью единица (т.е. почти во всех ее реализациях) и вы-

числить характерное время ее установления. А именно, ляпуновская экспонента во
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втором порядке метода последовательных приближений, с учетом формулы (11.77),

имеет вид

E∗(t) = E0e
〈lnE(r,t)〉 = E0e

−α2t,

где ляпуновский характеристический параметр

α2 =
σ2
u

c2

∫
dk k2E(k)

[
4

5
λp + 76π2σ

2
u

c
k2E(k)

]
.

В этом приближении ляпуновская экспонента убывает во времени и характерное вре-

мя образования кластерной структуры энергии магнитного поля определяется как

t ∼ 1/α2.

11.5. Интегральные одноточечные статистические
характеристики пассивных векторных полей

Выше для одноточечных характеристик поля плотности и магнитного поля, при

отсутствии эффектов динамической диффузии, были получены уравнения для плот-

ностей вероятностей этих полей. Это позволяет получить условия возможности об-

разования кластерных структур на основе идей статистической топографии. Однако,

к сожалению, рассмотрение производных этих полей, требует как минимум, двух-

точечных плотностей вероятностей. В принципе, такие уравнения можно получить

стандартным путем, используя общую методику для линейных уравнений в част-

ных производных первого порядка. Однако, вывод таких уравнений требует очень

громоздких вычислений, и разобраться в следствиях такого описания очень сложно.

Кроме того, такое вероятностное описание не допускает включения в анализ эффек-

тов динамической диффузии.

Отметим однако, что в случае дельта-коррелированного случайного поля скоро-

стей, от линейных уравнений (11.1) и (11.2) на с. 244 в отсутствие среднего потока

легко перейти к замкнутым уравнениям как для самих средних значений этих полей,

так и для их высших многоточечных корреляционных функций.

Например, усреднив уравнение (11.1) на с. 244, с помощью формулы Фурутцу-

Новикова (11.14) на с. 249 и вытекающего выражения для вариационной производной

из уравнения (11.1) на с. 244

δρ(r, t)

δuα(r′, t− 0)
= − ∂

∂rα
δ(r − r′)ρ(r, t)

получим уравнение для средней плотности примеси

∂

∂t
〈ρ(r, t)〉 = (D0 + µρ)∆ 〈ρ(r, t)〉 , (11.78)

где коэффициент D0 описывается формулой (4.53) на с. (107). При выполнении усло-

вия D0 ≫ µ (µ ≪ σ2
ul

2
cor), где σ2

u — дисперсия случайного поля скоростей, а l2cor — его

пространственный радиус корреляции, уравнение (11.78) совпадает с уравнением для
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вероятностного распределения координат частицы (11.19) на с. 250 и, следователь-

но, коэффициент диффузии D0, аналогично диффузии в бездивергентном случайном

поле скоростей, характеризует лишь масштабы области сосредоточения примеси в

целом, не неся информации о локальной структуре реализаций плотности. Для од-

нородного начального условия ρ(r, t) = ρ0 получаем, что и 〈ρ(r, t)〉 = ρ0, так как

случайное поле ρ(r, t) в этом случае будет нестационарным однородным случайным

полем и величина 〈ρ(r, t)〉 не зависит от r.

Поэтому для анализа сформулированных проблем остается единственный путь,

состоящий в изучении двухточечных корреляционных функций поля плотности

R(r, r1, t) = 〈ρ(r, t)ρ(r1, t)〉 и магнитного поля Wij(r, r1, t) = 〈Hi(r, t)Hj(r1, t)〉, завися-

щих для однородных начальных условий от разности (r− r1), что существенно упро-

щает рассмотрение. Как указывалось выше в этом случае все статистические средние

являются интегральными – удельными, приходящимися на единицу объема.

Различные корреляции пространственных производных рассматриваемых полей

можно получить последовательным дифференцированием этих функций по простран-

ственным переменным. Исходные уравнения, при этом, должны содержать диссипа-

тивные члены.

11.5.1. Пространственная корреляционная функция поля плотности

Исходя из уравнения (11.1) на с. 11.1, прежде всего выпишем стохастическое ди-

намическое уравнение для функции R(r, r1, t) = ρ(r, t)ρ(r1, t)

∂

∂t
R(r, r1, t) = −

(
∂

∂ri
ui(r, t) +

∂

∂r1k
uk(r1, t)

)
R(r, r1, t)+

+ µρ

(
∂2

∂r2
+

∂2

∂r2
1

)
R(r, r1, t) (11.79)

Усредним уравнение (11.79) по ансамблю реализаций случайного поля скоростей.

Для пространственной корреляционной функции

〈R(r − r1, t)〉 = 〈R(r, r1, t)〉 = 〈ρ(r, t)ρ(r1, t)〉 ,

с учетом формулы Фурутцу–Новикова (11.14), получаем равенство

∂

∂t
〈R(r− r1, t)〉 = −

∫
dR

(
∂

∂ri
Bij(r− R) +

∂

∂r1k
Bkj(r1 − R)

)
×

×
〈

δR(r, r1, t)

δuj(R, t− 0)

〉
+ 2µρ 〈Rkk(r − r1, t)〉 , (11.80)

где обозначено 〈Rkk(r − r1, t)〉 =
∂2

∂r2
〈R(r− r1, t)〉, т. е. индексами у функции 〈R(r, t)〉

обозначены пространственные производные. При этом величина 〈Rkk(0, t)〉 < 0.

Для вычисления вариационной производной перепишем уравнение (11.79), опус-

кая член с динамической диффузией, который не зависит явным образом от поля
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скоростей:

∂

∂t
R(r, r1, t) = −

(
ui(r, t)

∂

∂ri
+ uk(r1, t)

∂

∂r1k

)
R(r, r1, t)−

−
(
∂ui(r, t)

∂ri
+
∂uk(r1, t)

∂r1k

)
R(r, r1, t),

откуда следует равенство

〈
δR(r, r1, t)

δuj(R, t − 0)

〉
= −

(
δ(r − R)

∂

∂rj
+ δ(r1 − R)

∂

∂r1j

)
〈R(r− r1, t)〉 −

−
(
∂δ(r − R)

∂rj
+
∂δ(r1 − R)

∂r1j

)
〈R(r− r1, t)〉 . (11.81)

Подставляя теперь выражение (11.81) в формулу (11.80) и интегрируя по R, получа-

ем уравнение в частных производных для корреляционной функции поля плотности,

которое можно переписать в виде (r − r1 → r)

∂

∂t
〈R(r, t)〉 = −∂

2[Bij(r) +Bji(r)]

∂rj∂ri
〈R(r, t)〉−

− ∂[Bij(r) +Bji(r)]

∂ri
〈Rj(r, t)〉 −

∂[Bij(r) +Bji(r)]

∂rj
〈Ri(r, t)〉+

+ [2Bij(0) −Bij(r) −Bji(r)] 〈Rji(r, t)〉 + 2µρ 〈Rkk(r, t)〉 . (11.82)

В случае изотропного случайного поля скорости случайное поле плотности ρ(r, t)

будет однородным и изотропным случайным полем. В этом случае уравнение для

корреляционной функции упрощается и принимает вид

∂

∂t
〈R(r, t)〉 = 2µρ∆ 〈R(r, t)〉 +

∂2

∂ri∂rj
Dij(r) 〈R(r, t)〉 ,

где

Dij(r) = 2 [Bij(0) −Bij(r)]

— структурная матрица векторного поля u(r, t). При отсутствии динамической диф-

фузии это уравнение совпадает с уравнением для плотности вероятностей относитель-

ной диффузии двух частиц.

Корреляционная функция 〈R(r, t)〉 теперь будет зависеть от модуля вектора r, т. е.

〈R(r, t)〉 = 〈R(r, t)〉 , и как функция переменных r, t будет описываться уравнением

∂

∂t
〈R(r, t)〉 =

1

rd−1

∂

∂r
rd−1

[
∂Dii(r)

∂r
+

(
2µ+

rirj
r2

Dij(r)

)
∂

∂r

]
〈R(r, t)〉 ,

где, как и ранее, d — размерность пространства. Это уравнение может иметь стаци-

онарное решение 〈R(r, t)〉 = 〈R(r)〉 при t → ∞, соответствующее краевому условию

〈R(∞)〉 = ρ2
0, вида [66,67]

〈R(r)〉 = ρ2
0 exp





∞∫

r

dr′
∂Dii(r

′)/∂r′

2µ+ r′ir
′
jDij(r′)/r′2



 .
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Отметим, что эта величина при r = 0 определяет стационарное значение второго

момента поля плотности 〈R(0)〉 =
〈
ρ2(r, t)

〉
t→∞ и, следовательно,

〈
ρ2(r, t)

〉

t→∞
= ρ2

0 exp






∞∫

0

dr′
∂Dii(r

′)/∂r′

2µ+ r′ir
′
jDij(r′)/r′2




 > ρ2
0. (11.83)

Вернемся теперь к общему случаю случайного поля скоростей не имеющего зер-

кальной симметрии (т. е. обладающего спиральностью). Полагая r = 0 в уравнении

(11.82), с учетом формулы (4.56) на с. 108, приходим к незамкнутому уравнению
(
∂

∂t
− 2Dp

)
〈R(0, t)〉 = 2µρ 〈Rkk(0, t)〉 , 〈R(0, 0)〉 = ρ2

0. (11.84)

Для построения приближенного решения уравнения (11.84) можно построить при-

ближенную процедуру разложения его правой части в ряд по малому параметру µρ.

Для этого пометим величины 〈R(0, t)〉µ и 〈Rkk(0, t)〉µ символом µ, и перепишем это

уравнение в виде незамкнутого интегрального уравнения

〈R(0, t)〉µ = ρ2
0 exp




2Dpt+

t∫

0

dτ
2µρ

〈R(0, τ)〉µ
〈Rkk(0, τ)〉µ




 . (11.85)

Решение на начальном этапе, когда можно пренебречь диссипацией, имеет вид

〈R(0, t)〉0 =
〈
ρ2(r, t)

〉

0
= ρ2

0e
2Dpt, (11.86)

что, естественно, совпадает с формулой (11.48) при n = 2 и определяется только

потенциальной составляющей спектральной функции поля скоростей.

Далее будем искать правую часть в виде ряда по параметру µ. В первом прибли-

жении решение задачи имеет структуру

〈R(0, t)〉1 = ρ2
0 exp




2Dpt+

t∫

0

dτ
2µρ

〈R(0, τ)〉0
〈Rkk(0, τ)〉0




 . (11.87)

Забегая вперед, отметим, что учитывая экспоненциальное увеличение со време-

нем всех моментных функций для рассматриваемых задач, решение (11.87) для ма-

лых времен будет экспоненциально расти, затем достигнет максимального значения

в момент времени tmax, а затем быстро уменьшается во времени, в соответствии с

физическим смыслом рассматриваемой задачи.

Отметим теперь, что из структуры уравнения (11.82) следует, что спиральность

поля скоростей не сказывается на статистике градиента поля плотности, так как во все

коэффициенты этого уравнения входит только симметричная матрица [Bij(r) +Bji(r)].

А для такой матрицы все нечетные производные по r обращаются в нуль при r = 0

(см. равенство (4.57) на стр. 108). Точно также и нечетные производные по r функции

〈R(r, t)〉 при r = 0 также обращаются в нуль. Учитывая эти обстоятельства сразу же

можно сказать, что спиральность градиента плотности примеси равна нулю, так как

она связана с величиной

〈
∂ρ(r, t)

∂ri

∂2ρ(r, t)

∂rj∂rk

〉
= 〈Rijk(0, t)〉 .
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11.5.2. Одноточечные статистические характеристики градиента поля
плотности

Введем теперь вектор градиента поля плотности pk(r, t) =
∂ρ(r, t)

∂rk
, тогда

пространственный корреляционный тензор градиента поля плотности

Pkl(r− r1, t) =

〈
∂ρ(r, t)

∂rk

∂ρ(r1, t)

∂r1l

〉
≡ −〈Rkl(r − r1, t)〉 ,

и дисперсия градиента поля плотности определяется равенством

σ2
p(t) =

〈(
∂ρ(r, t)

∂r

)2
〉

≡ −〈Rkk(0, t)〉 . (11.88)

Отметим, что при t→ ∞ из уравнения (11.84) следует выражение для стационар-

ного значения дисперсии градиента поля плотности

σ2
p(∞) =

Dp

µρ
〈R(0,∞)〉 .

Для нахождения эволюции во времени одноточечных статистических характерис-

тик градиента поля плотности продифференцируем уравнение (11.82) по rk. В резуль-

тате получаем уравнение (r− r1 → r)

∂

∂t
〈Rk(r, t)〉0 = −∂

3[Bij(r) +Bji(r)]

∂ri∂rj∂rk
〈R(r, t)〉0 −

− ∂2[Bij(r) +Bji(r)]

∂ri∂rk
〈Rj(r, t)〉0 −

∂2[Bij(r) +Bji(r)]

∂rj∂rk
〈Ri(r, t)〉0 −

− ∂2[Bij(r) +Bji(r)]

∂ri∂rj
〈Rk(r, t)〉0 −

∂[Bij(r) +Bji(r)]

∂rk
〈Rji(r, t)〉0 −

− ∂[Bij(r) +Bji(r)]

∂ri
〈Rjk(r, t)〉0 −

∂[Bij(r) +Bji(r)]

∂rj
〈Rik(r, t)〉0 −

− [2Bij(0) −Bij(r) −Bji(r)] 〈Rjik(r, t)〉0 .

Вектор 〈Rk(r, t)〉0 описывает пространственную корреляцию поля плотности и его

градиента и при r = 0 все члены этого уравнения тождественно обращаются в нуль.

Продифференцируем теперь это уравнение по rl и положим r = 0. В результате

получаем уравнение

∂

∂t
〈Rkl(0, t)〉0 = −2

∂4Bij(0)

∂ri∂rj∂rk∂rl
〈R(0, t)〉0 − 2

∂2Bij(0)

∂ri∂rk
〈Rjl(0, t)〉0 −

− 2
∂2Bij(0)

∂ri∂rl
〈Rjk(0, t)〉0 − 2

∂2Bij(0)

∂rk∂rl
〈Rji(0, t)〉0 − 2

∂2Bij(0)

∂ri∂rj
〈Rkl(0, t)〉0 −

− 2
∂2Bij(0)

∂rj∂rk
〈Ril(0, t)〉0 − 2

∂2Bij(0)

∂rj∂rl
〈Rik(0, t)〉0 ,
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которое с учетом равенства (4.56) на с. 108 можно записать в виде

∂

∂t
〈Rkl(0, t)〉0 = −2

∂4Bij(0)

∂ri∂rj∂rk∂rl
〈R(0, t)〉0 + 2

(4 + d)Dp

d
〈Rkl(0, t)〉0 +

+ 2
Ds

d(d + 2)
[(d+ 1)δkl 〈Rii(0, t)〉0 − 2 〈Rkl(0, t)〉0] +

+ 2
Dp

d(d + 2)
[δkl 〈Rii(0, t)〉0 + 2 〈Rkl(0, t)〉0] .

Но учитывая, что источник генерации поля градиента

2
∂4Bij(0)

∂ri∂rj∂rk∂rl
= −2

d

∞∫

0

dτ

〈
∂u(r, t)

∂r
∆
∂u(r, t− τ)

∂r

〉
δkl =

1

d
D(4)
ρ δkl, (D(4)

ρ > 0)

является изотропным, то и тензор 〈Rkl(0, t)〉 также изотропен, т. е.

〈Rkl(0, t)〉0 =
1

d
〈Rii(0, t)〉0 δkl.

Следовательно, для величины дисперсии градиента поля плотности (11.88) получаем

уравнение

∂

∂t
〈Rkk(0, t)〉0 = −D(4)

ρ 〈R(0, t)〉0 + 2
Ds(d− 1) + (d+ 5)Dp

d
〈Rkk(0, t)〉0 , (11.89)

где второй момент поля плотности 〈R(0, t)〉0 описывается равенством (11.86).

Решение уравнения (11.89) имеет вид

σ2
p(t) =

D
(4)
ρ 〈R(0, t)〉0

A

[
eAt − 1

]
, (11.90)

где параметр A = 2
Ds(d− 1) + 5Dp

d
.

Отметим, что хотя это решение и генерируется потенциальной составляющей спек-

тральной плотности случайного поля скоростей, но в случае слабой сжимаемости

(Dp ≪ Ds) инкремент нарастания экспоненциального роста решения во времени сов-

падает с инкрементом дисперсии градиента поля плотности в несжимаемом потоке

жидкости с неоднородным начальном распределением плотности, так как в этом слу-

чае параметр A = 2
Ds(d− 1)

d
.

Вернемся теперь к выражению (11.87), которое с помощью формулы (11.90), мож-

но переписать в окончательном виде

〈
ρ2(t)

〉

1
= ρ2

0 exp

{
2Dpt− 2

µρD
(4)
ρ

A2

[
eAt − 1 −At

]}
. (11.91)

Это решение имеет максимум при Atmax ≈ ln ADp

µρD
(4)
ρ

, и при этом величина 〈R(0, t)〉1
достигает значения

〈R(0, t)〉1max ≈ ρ2
0

(
ADp

µρD
(4)
ρ

) 2Dp

A

exp

{
−2Dp

A

}
,
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а условием применимости пренебрежения эффектом действия динамической диффу-

зии является условие t≪ tmax.

При t > tmax функция 〈R(0, t)〉1 быстро убывает во времени. Как указывалось

ранее, в общем случае величина 〈R(0, t)〉 выходит на стационарное значение (11.83)

при t→ ∞.

Покажем, что предложенный метод описания динамики статистических характе-

ристик во времени с учетом динамической диффузии, справедлив и в более общих

случаях, например, для описания динамики дисперсии градиента плотности (11.88).

Чтобы получить эту динамику необходимо дополнить уравнение (11.89) членом с

динамической диффузией и вместо символа 0 написать символ µ. В результате мы

переходим к уравнению

∂

∂t
〈Rkk(0, t)〉µ = −D(4)

ρ 〈R(0, t)〉µ +B 〈Rkk(0, t)〉µ + 2µρ 〈Rkkll(0, t)〉µ ,

где коэффициент B = 2
Ds(d− 1) + (d+ 5)Dp

d
. Перепишем это уравнение в виде

∂

∂t
〈Rkk(0, t)〉µ = −D(4)

ρ 〈R(0, t)〉µ +

[
B + 2µρ

〈Rkkll(0, t)〉µ
〈Rkk(0, t)〉µ

]
〈Rkk(0, t)〉µ .

Тогда его решение имеет вид

〈Rkk(0, t)〉µ = −D(4)
ρ

t∫

0

dt2 〈R(0, t2)〉µ exp






t∫

t2

dt1

[
B + 2µρ

〈Rkkll(0, t1)〉µ
〈Rkk(0, t1〉µ

]

 ,

и, следовательно, в первом приближении по коэффициенту динамической диффузии,

получаем выражение

〈Rkk(0, t)〉1 = −D(4)
ρ

t∫

0

dt2 〈R(0, t2)〉1 exp






t∫

t2

dt1

[
B + 2µρ

〈Rkkll(0, t1)〉0
〈Rkk(0, t1〉0

]

 ,

где величина 〈R(0, t)〉1 описывается равенством (11.91), а для величины 〈Rkkll(0, t)〉0
следует написать, стандартным образом, уравнение без учета динамической диффу-

зии.

Обобщение на случай неоднородных начальных условий

Мы рассмотрели решение ряда задач о динамике статистических характеристик

поля плотности и его градиента в простейшей постановке задачи (с однородными на-

чальными условиями), с минимумом определяющих параметров, связанных только со

статистическими характеристиками однородного поля скоростей, дельта-коррелиро-

ванного во времени. В этом случае все изучаемые поля являются также однородными

в пространстве, но нестационарными во времени случайными полями. При этом стати-

стические средние, типа Fij(r, r1, t) = 〈fi(r, t)fj(r1, t)〉, зависят по пространственным

координатам только от разности (r− r1), и, следовательно,

∂

∂r1
Fij(r, r1, t) = − ∂

∂r
Fij(r, r1, t),
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т. е. при r = r1 для независящей от r величины,

〈
fi(r, t)

∂fj(r, t)

∂r

〉
имеем тождество

〈
fi(r, t)

∂fj(r, t)

∂r

〉
= −

〈
fj(r, t)

∂fi(r, t)

∂r

〉
, (11.92)

которым мы широко пользовались в работе при выводе всех уравнений. Это суще-

ственно упростило как анализ самой динамической системы, так и полученных ре-

зультатов, потому что существенное большинство членов при r = r1 зануляется, что

означает отсутствие адвекции статистических характеристик в рассматриваемых за-

дачах. Именно это и позволило решить, рассмотренные задачи с большой полнотой и

без относительно громоздких вычислений.

При наличии неоднородных начальных условий решения всех задач уже не обла-

дают свойством пространственной однородности и уравнения имеют очень громозд-

кий вид. Полученные выше решения, однако, несут определенную информацию и для

этого случая. В самом деле, свойством (11.92) обладает также и интеграл (интегри-

рование по частям)

∫
dr fi(r, t)

∂fj(r, t)

∂r
= −

∫
dr fj(r, t)

∂fi(r, t)

∂r
.

Поэтому ясно, что для поля плотности в случае неоднородных начальных условий

при отсутствии динамической диффузии вместо (11.86) будем иметь решение вида
∫
dr
〈
ρ2(r, t)

〉

0
=

∫
dr ρ2

0(r)e
2Dpt, (11.93)

а вместо формулы (11.90) получим выражение

∫
dr
〈
(∇ρ(r, t))2

〉

0
=

∫
dr (∇ρ0(r))

2 eBt +
D

(4)
ρ

A

∫
dr
〈
ρ2(r, t)

〉

0

[
eAt − 1

]
, (11.94)

где параметр B = 2
Ds(d− 1) + (d+ 5Dp)

d
.

Таким образом можно утверждать, что полученные соотношения и связи меж-

ду различными величинами, с точки зрения неоднородных задач, являются инте-

гральными и служат, образно говоря, тем "скелетом " , на фоне которого происходит

динамика сложных стохастических движений. При этом все члены, которые зану-

лились в нашем рассмотрении, в случае неоднородных задач имеют дивергентный

(" потоковый" ) вид.

Также легко написать и аналог выражения (11.87) для дисперсии поля плотности с

учетом ее диссипации в случае неоднородных задач. Так, например, можно получить

вместо решения (11.87) выражение на всем интервале времени

∫
dr

〈
ρ2(r, t)

〉

1
=

∫
dr ρ2

0(r) exp





2Dpt− 2µρ

t∫

0

dτ

∫
dr
〈
(∇ρ(r, τ))2

〉

0∫
dr

〈
ρ2(r, τ)

〉

0




,

где функции, входящие в правую часть этого равенства, описываются формулами

(11.93) и (11.94).
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Диффузия поля плотности с постоянным градиентом

При наличии динамической диффузии, диффузия плотности примеси описывается

стохастическим уравнением в частных производных второго порядка (11.1). Случай

наличия среднего градиента плотности в бездивергентном случайном поле скоростей

допускает более полный анализ. Этот случай соответствует решению уравнения (11.1)

на с. 244 с начальными условиями (здесь мы также ограничиваемся двумерным слу-

чаем)

ρ0(r) = Gr, p0(r) =
∂ρ0(r)

∂r
= G.

Представляя поле плотности в виде ρ(r, t) = Gr + ρ̃(r, t), получаем уравнение для

флуктуирующей части поля плотности

(
∂

∂t
+

∂

∂r
u(r, t)

)
ρ̃(r, t) = −Gu(r, t) + µ∆ρ̃(r, t), ρ̃(r, 0) = 0. (11.95)

Решение этой задача, в отличие от рассмотренных выше, является статистически

пространственно однородным случайным полем, т. е. все одноточечные статистиче-

ские средние не зависят от r, и имеет стационарные (при t → ∞) плотности вероят-

ностей как самого поля плотности, так и его градиента.

В этом случае из уравнения (11.95) легко получить уравнение

d

dt
〈ρ̃n(r, t)〉 = n(n− 1)D0G

2
〈
ρ̃n−2(r, t)

〉
− µn(n− 1)

〈
ρ̃n−2(r, t)p̃2(r, t)

〉
, (11.96)

где

p̃(r, t) =
∂

∂r
ρ̃(r, t) = p(r, t) − G.

В стационарном режиме (при t→ ∞) из (11.96) следует, что

〈
ρ̃n−2(r, t)p̃2(r, t)

〉
=
D0G

2

µ

〈
ρ̃n−2(r, t)

〉
, (11.97)

и, в частности для n = 2 выражение для дисперсии флуктуаций градиента плотности

lim
t→∞

〈
p̃2(r, t)

〉
=
D0G

2

µ
. (11.98)

Перепишем теперь уравнение (11.96) в виде

d

dt
〈ρ̃n(r, t)〉 = n(n− 1)D0G

2
〈
f(r, t)ρ̃n−2(r, t)

〉
, (11.99)

где

f(r, t) = 1 − µ

D0G2
p̃2(r, t).

Следовательно, дисперсия плотности описывается выражением (〈ρ̃(r, t)〉 = 0)

〈
ρ̃2(r, t)

〉
= 2D0G

2

t∫

0

dτ 〈f(r, τ)〉 . (11.100)
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Отметим, что корреляционная функция поля ρ̃(r, t),

Γ(r, t) = 〈ρ̃(r1, t)ρ̃(r2, t)〉 , r = r1 − r2,

для данной задачи описывается уравнением, вытекающим из (11.95),

∂

∂t
Γ(r, t) = 2GiGjBij(r) + 2 [Bij(0) −Bij(r) + µδij ]

∂2

∂ri∂rj
Γ(r, t)

и, следовательно, стационарное значение Γ(r) = limt→∞ Γ(r, t) описывается уравнени-

ем

GiGjBij(r) = − [Bij(0) −Bij(r) + µδij]
∂2

∂ri∂rj
Γ(r). (11.101)

Полагая r = 0 в этом уравнении, мы приходим с учетом соотношения (4.53) на

с. 107 к равенству (11.98). А дифференцируя уравнение (11.101) дважды по r и полагая

r = 0, с учетом равенств (4.55) и (4.56) на с. 108 получаем выражение

µ2
〈
(∆ρ̃(r, t))2

〉
=

1

2
Ds(D0 + µ)G2. (11.102)

Точные равенства (11.98) и (11.102) можно использовать для тестирования раз-

личных численных схем и проверки результатов численного моделирования. Однако,

для вычисления стационарного значения
〈
ρ̃2(r, t)

〉
при t → ∞ необходимо знать вре-

менну́ю эволюцию второго момента
〈
p̃2(r, t)

〉
. Такую информацию можно получить

лишь при отсутствии динамической диффузии. В этом случае плотность вероятностей

для градиента плотности описывается уравнением (11.57), которое для рассматрива-

емой задачи упрощается и принимает вид

∂

∂t
P (r, t;p) =

1

8
Ds

(
3
∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)
P (r, t;p),

P (r, 0;p) = δ (p− G) .

(11.103)

Следовательно, согласно равенству (11.61),

〈
|p̃(r, t)|2

〉
= G2

{
eD

st − 1
}
. (11.104)

Точная формула (11.98) и равенство (11.104) позволяют оценить время выхода на

статистический стационарный режим для величины
〈
p̃2(r, t)

〉
при t → ∞, а именно

DsT0 ∼ ln

(
D0 + µ

µ

)
.

Следовательно, для стационарной дисперсии флуктуаций поля плотности из равен-

ства (11.100) получаем оценку

lim
t→∞

〈
ρ̃2(r, t)

〉
∼ 2

D0

Ds
G2 ln

(
D0 + µ

µ

)
.

Принимая во внимание, что D0 ∼ σ2
uτ0 и D0/D

s ∼ l20, где σ2
u — дисперсия флуктуа-

ций поля скорости, а τ0 и l0 — , соответственно, его временно́й и пространственный
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радиусы корреляции, видим, что время T0, ввиду логарифмической зависимости от

коэффициента динамической зависимости µ, может быть не слишком большим

T0 ≈ l20
σ2
uτ0

ln

(
σ2
uτ0
µ

)
,

а величина
〈
ρ̃2
〉
∼ G2l20 ln

(
σ2
uτ0
µ

)
для µ≪ σ2

uτ0.

11.5.3. Пространственная корреляционная функция магнитного поля

Как упоминалось выше, в общем случае дивергентного случайного поля скоро-

стей, можно вычислить плотности вероятностей для магнитного поля и его энергии.

В принципе, эту методику можно использовать и для вычисления различных величин,

связанных с пространственными производными магнитного поля без учета динами-

ческой диффузии. Однако соответствующие уравнения будут очень громоздкими и

из них трудно будет получить какие-либо следствия.

При анализе различных моментных функций мы уже можем учитывать коэффи-

циент динамической диффузии. Однако, в общем случае дивергентного поля скоро-

стей все уравнения будут чрезвычайно громоздкими. Поэтому при дальнейшем ана-

лизе статистических характеристик пространственных производных магнитного поля,

мы ограничимся бездивергентным полем скоростей (div u(r, t) = 0), т. е. турбулент-

ный поток жидкости будет считаться несжимаемым. Учет сжимаемости лишь меняет

коэффициенты этого уравнения, но не основную тенденцию поведения моментных

функций.

Перепишем векторное уравнение (11.2) в координатном виде

∂

∂t
Hi(r, t) = − ∂

∂rk
uk(r, t)Hi(r, t) +

∂ui(r, t)

∂rk
Hk(r, t) + µH

∂2

∂r2
Hi(r, t)

и введем функцию Wij(r, r1; t) = Hi(r, t)Hk(r1, t), для которой получаем уравнение

∂

∂t
Wij(r, r1; t) =

{
−
(
∂

∂rk
uk(r, t) +

∂

∂r1k
uk(r1, t)

)
δinδjm +

+
∂ui(r, t)

∂rn
δjm +

∂uj(r1, t)

∂r1m
δin

}
Wnm(r, r1; t) + µH

[
∂2

∂r2
+

∂2

∂r2
1

]
Wij(r, r1; t). (11.105)

Это уравнение можно переписать в силу соленоидальности поля скоростей в виде

∂

∂t
Wnm(r, r1; t) =

{
−
(
uk(r, t)

∂

∂rk
+ uk(r1, t)

∂

∂r1k

)
δnsδmt +

+
∂un(r, t)

∂rs
δmt +

∂um(r1, t)

∂r1t
δns

}
Wst(r, r1; t) + µH

[
∂2

∂r2
+

∂2

∂r2
1

]
Wij(r, r1; t). (11.106)

Уравнение (11.105) удобно для непосредственного усреднения, а уравнение (11.106)

для вычисления вариационной производной.
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Считаем далее, как и ранее, поле u(r, t) гауссовым однородным (но, вообще говоря,

не изотропным) и стационарным дельта-коррелированным полем во времени с кор-

реляционной функцией (5.5.) на с. 126 и для расщепления корреляции воспользуемся

формулой Фурутцу-Новикова (11.14). Тогда усредняя уравнение (11.105) по ансамблю

реализаций случайного поля u(r, t), и используя выражение для вариационной про-

изводной

〈
δWnm(r, r1; t)

δuq(R, t − 0)

〉
=

{
−
(
δ(r − R)

∂

∂rq
+ δ(r1 − R)

∂

∂r1q

)
δnsδmt +

+
∂δ(r − R)

∂rs
δnqδmt +

∂δ(r1 −R)

∂r1t
δmqδns

}
〈Wst(r, r1; t)〉 ,

вытекающее из уравнения (11.106), получаем уравнение в частных производных

(r− r1 → r)

∂

∂t
〈Wij(r; t)〉 = −2

∂2Bij(r)

∂rk∂rm
〈Wkm(r; t)〉 −

− 2
∂[Bik(0) −Bik(r)]

∂rs

∂

∂rk
〈Wsj(r; t)〉 − 2

∂[Bkj(0) −Bkj(r)]

∂rs

∂

∂rk
〈Wis(r; t)〉+

+ [2Bkq(0) −Bkq(r) −Bqk(r)]
∂2

∂rq∂rk
〈Wij(r; t)〉 + 2µH 〈Wij;ss(r; t)〉 , (11.107)

где через 〈Wij;ss(r; t)〉 =
∂2

∂r2
〈Wij(r; t)〉 обозначен диссипативный тензор (производные

функции Wik(r, t) по r обозначаются дополнительными индексами после знака ";").

Получим теперь уравнение для одноточечной корреляции, полагая в уравнении

(11.107) r = 0. В результате получаем уравнение

∂

∂t
〈Wij(t)〉 = −2

∂2Bij(0)

∂rk∂rm
〈Wkm(t)〉 + 2µH 〈Wij;ss(0; t)〉 .

Учитывая теперь соленоидальную часть равенства (4.56) на с. 108 (Dp = 0), при-

ходим к незамкнутому уравнению для корреляции вида

∂

∂t
〈Wij(t)〉 =

2(d+ 1)Ds

d(d+ 2)
δij 〈E(t)〉 − 4Ds

d(d+ 2)
〈Wij(t)〉 + 2µH 〈Wij;ss(0; t)〉 , (11.108)

где 〈E(t)〉 =
〈
H2(r, t)

〉
– средняя энергия магнитного поля. Полагая в уравнении

(11.108) i = j, получаем уравнение для средней энергии

∂

∂t
〈E(t)〉 =

2(d− 1)Ds

d
〈E(t)〉 − 2µHD(t),

где величина D(t), описывающая диссипацию энергии нестационарного случайного

магнитного поля, определяется равенством

D(t) =
〈
[rotH(r, t)]2

〉
= − ∂2

∂r2
〈H(r, t)H(r1, t)〉r1=r =

= − ∂2

∂r2
〈Wii(r− r1, t)〉r1=r = −〈Wii;jj(0, t)〉 . (11.109)
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Функция D(t) при этом определяет дисперсию силы тока в магнитогидродинамиче-

ском потоке.

Так же как и в случае анализа статистических характеристик поля плотности,

пометим все величины символом µ и перепишем это уравнение в виде

∂

∂t
ln

〈E(t)〉µ
E0

=
2(d − 1)Ds

d
− 2µH

〈E(t)〉µ
Dµ(t).

Далее будем искать правую часть этого уравнения в виде ряда по параметру µ. В

первом приближении имеем уравнение

∂

∂t
ln

〈E(t)〉1
E0

=
2(d− 1)Ds

d
− 2µH

〈E(t)〉0
D0(t),

где величины с нулевым индексом соответствуют решению задачи без эффекта дина-

мической диффузии. Таким образом решение задачи в первом приближении имеет

структуру

〈E(t)〉1 = E0 exp





2(d − 1)Dst

d
−

t∫

0

dτ
2µH

〈E(τ)〉0
D0(τ)




 . (11.110)

Решение задачи на начальном этапе эволюции, когда можно пренебречь диссипа-

цией, имеет экспоненциально растущий вид

〈E(t)〉0 = E0 exp

{
2(d− 1)

d
Dst

}
, (11.111)

а уравнение для корреляции (11.108) в отсутствии динамической диффузии переходит

в уравнение с заданным источником, решение которого имеет вид

〈Wij(t)〉0
〈E(t)〉0

=
1

d
δij +

(
Wij(0)

E0
− 1

d
δij

)
exp

〈
−2

(
d+ 1

d+ 2

)
Dst

〉
, (11.112)

т. е. происходит быстрая изотропизация магнитного поля в несжимаемом турбулент-

ном потоке жидкости. Отметим, что наличие сжимаемости случайного потока, увели-

чивает скорость роста средней энергии и убыстряет изотропизацию магнитного поля

(сравни с уравнением (11.68) на с. 264).

11.5.4. О спиральности магнитного поля

Далее мы пренебрегаем динамической диффузией и не будем писать нулевой сим-

вол. Получим теперь уравнение для величины

〈Wkp;j(r; t)〉 =
∂

∂rj
〈Wkp(r; t)〉 =

〈
∂Hk(r, t)

∂rj
Hp(r1, t)

〉
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для того, чтобы вычислить спиральность магнитного поля H(t) = εijk 〈Wki;j(0; t)〉 =

= 〈H· rotH〉. Перепишем уравнение (11.107) в виде

∂

∂t
〈Wkp(r; t)〉 = −2

∂2Bkp(r)

∂rn∂rm
〈Wnm(r; t)〉 −

− 2
∂[Bkn(0) −Bkn(r)]

∂rs

∂

∂rn
〈Wsp(r; t)〉 − 2

∂[Bnp(0) −Bnp(r)]

∂rs

∂

∂rn
〈Wks(r; t)〉 −

+ [2Bnq(0) −Bnq(r) −Bqn(r)]
∂2

∂rq∂rn
〈Wkp(r; t)〉 ,

и дифференцируя его по rj, получаем уравнение

∂

∂t
〈Wkp;j(r; t)〉 = −2

∂3Bkp(r)

∂rn∂rm∂rj
〈Wnm(r; t)〉 − 2

∂2Bkp(r)

∂rn∂rm
〈Wnm;j(r; t)〉+

+ 2
∂2Bkn(r)

∂rm∂rj
〈Wmp;n(r; t)〉 − 2

∂[Bkn(0) −Bkn(r)]

∂rm

∂

∂rn
〈Wmp;j(r; t)〉+

+ 2
∂2Bnp(r)

∂rm∂rj
〈Wkm;n(r; t)〉 − 2

∂[Bnp(0) −Bnp(r)]

∂rm

∂

∂rn
〈Wkm;j(r; t)〉 −

− ∂[Bnq(r) +Bqn(r)]

∂rj

∂2

∂rq∂rn
〈Wkp(r; t)〉+

+ [2Bnq(0) −Bnq(r) −Bqn(r)]
∂2

∂rq∂rn
〈Wkp;j(r; t)〉 . (11.113)

Полагая теперь r = 0 переходим к уравнению для одноточечной корреляции

∂

∂t
〈Wkp;j(0; t)〉 = −2

∂3Bkp(0)

∂rn∂rm∂rj
〈Wnm(0; t)〉 − 2

∂2Bkp(0)

∂rn∂rm
〈Wnm;j(0; t)〉+

+ 2
∂2Bkn(0)

∂rm∂rj
〈Wmp;n(0; t)〉 + 2

∂2Bnp(0)

∂rm∂rj
〈Wkm;n(0; t)〉 .

Учитывая теперь равенство (4.56) на с. 108 для соленоидальной части корреляци-

онной функции, получаем уравнение

∂

∂t
〈Wkp;j(0; t)〉 = −2

∂3Bkp(0)

∂rn∂rm∂rj
〈Wnm(0; t)〉+

+ 4
Ds

d(d + 2)
〈Wkp;j(0; t)〉 − 2

(d+ 1)Ds

d(d + 2)
[〈Wjp;k(0; t)〉 + 〈Wkj;p(0; t)〉] .

Теперь напишем уравнение для функции 〈Wjp;k(0; t)〉 + 〈Wkj;p(0; t)〉

∂

∂t
[〈Wjp;k(0; t)〉 + 〈Wkj;p(0; t)〉] = −2

[
∂3Bjp(0)

∂rn∂rm∂rk
+

∂3Bkj(0)

∂rn∂rm∂rp

]
〈Wnm(0; t)〉+

+
2(d+ 3)Ds

d(d+ 2)
[〈Wjp;k(0; t)〉 + 〈Wkj;p(0; t)〉] − 4

(d + 1)Ds

d(d+ 2)
〈Wkp;j(0; t)〉 .
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Таким образом мы приходим к системе уравнений для функций 〈Wkp;j(0; t)〉 и

[〈Wjp;k(0; t)〉 + 〈Wkj;p(0; t)〉] с нулевыми начальными условиями или к уравнению вто-

рого порядка
(
∂2

∂t2
− 2(d + 5)Ds

d(d + 2)

∂

∂t
− 8

(d− 1)

d2(d+ 2)
[Ds]2

)
〈Wkp;j(0; t)〉 =

= −2
∂3Bkp(0)

∂rn∂rm∂rj

(
∂

∂t
− 2(d + 3)Ds

d(d + 2)

)
〈Wnm(0; t)〉+

+
4(d + 1)Ds

d(d+ 2)

(
∂3Bjp(0)

∂rn∂rm∂rk
+

∂3Bkj(0)

∂rn∂rm∂rp

)
〈Wnm(0; t)〉 , (11.114)

с источником в правой части, связанным с отсутствием отражательной симметрии.

Введем разложение функции C(r) в корреляционной функции поля скоростей

(4.58) C(r) = C(0) − αr2 + . . . , и воспользуемся равенством (4.57). Решать урав-

нение (11.114) будем исходя из растущих экспонент одноточечной корреляционной

функции магнитного поля (11.111) и (11.112)

〈Wnm(0; t)〉 =
1

d
δnm 〈E(t)〉0 .

В этом случае уравнение (11.114) упрощается и принимает вид уравнения
(
∂2

∂t2
− 2(d + 5)Ds

d(d + 2)

∂

∂t
− 8

(d− 1)

d2(d+ 2)
[Ds]2

)
〈Wkp;j(0; t)〉 =

= 8αDs (d+ 3) (d− 1)

d
εkpj 〈E(t)〉0 ,

которое можно переписать в виде
(
∂

∂t
− 4Ds

d

)(
∂

∂t
+

2(d − 1)Ds

d(d+ 2)

)
〈Wkp;j(0; t)〉 = 8αDs (d+ 3) (d− 1)

d
εkpj 〈E(t)〉0 .

(11.115)

Уравнение (11.115) имеет два характеристических показателя – положительный,

соответствующий растущей экспоненте, и отрицательный, соответствующий затуха-

ющему решению. Растущее во времени решение уравнения (11.115) ищем в виде

〈Wkp;j(0; t)〉 = U(t) exp

{
4Ds

d
t

}
.

Тогда уравнение для U(t) упрощается и принимает вид "укороченного" уравнения

∂U(t)

∂t
= 4αεkpj

(d+ 2)(d − 1)(d + 3)

3 (d+ 1)
E0 exp

{
2(d− 3)Ds

d
t

}
.

И так как мы знаем, что в двумерном случае спиральность равна нулю, то в трех-

мерном случае имеем U(t) = 20αεkpjE0t и, следовательно, основное экспоненциально

растущее решение принимает вид

〈Wkp;j(0; t)〉 = U(t) exp

{
4Ds

3
t

}
= 20αεkpj 〈E(t)〉0 t. (11.116)

В силу равенства (1.56) (в трехмерном случае εijkεkij = 6), для спиральности

магнитного поля получаем окончательное выражение

H0(t) = 120α 〈E(t)〉0 t. (11.117)
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11.5.5. О диссипации энергии магнитного поля (дисперсии силы то-
ка)

Диссипация энергии магнитного поля определяется выражением (11.109) и для ее

получения необходимо вывести уравнение для величины

〈Wkp;js(0; t)〉 =
∂

∂rs
〈Wkp;j(0; t)〉 =

〈
∂Hk(r, t)

∂rs∂rj
Hp(r1, t)

〉

r=r1

.

Дифференцируя уравнение (11.113) по rs, и полагая r = 0, получаем уравнение

для одноточечной корреляции

∂

∂t
〈Wkp;js(0; t)〉 = −2

∂4Bkp(0)

∂rn∂rm∂rj∂rs
〈Wnm(0; t)〉 −

− 2
∂3Bkp(0)

∂rn∂rm∂rj
〈Wnm;s(0; t)〉 − 2

∂3Bkp(0)

∂rn∂rm∂rs
〈Wnm;j(0; t)〉+

+ 2
∂3Bkn(0)

∂rm∂rj∂rs
〈Wmp;n(0; t)〉 + 2

∂3Bnp(0)

∂rm∂rj∂rs
〈Wkm;n(0; t)〉−

− 2
∂2Bkp(0)

∂rn∂rm
〈Wnm;js(0; t)〉 + 2

∂2Bkn(0)

∂rm∂rj
〈Wmp;ns(0; t)〉+

+ 2
∂2Bkn(0)

∂rm∂rs
〈Wmp;jn(0; t)〉 + 2

∂2Bnp(0)

∂rm∂rj
〈Wkm;ns(0; t)〉+

+ 2
∂2Bnp(0)

∂rm∂rs
〈Wkm;jn(0; t)〉 − 2

∂2Bqn(0)

∂rj∂rs
〈Wkp;qn(0; t)〉 .

Свернем все функции по индексам k = p и j = s и учтем формулу (4.56) на с. 108

для несжимаемого потока жидкости. В результате приходим к уравнению вида

∂

∂t
〈Wkk;ss(0; t)〉 = −2

∂4Bkk(0)

∂rn∂rm∂rs∂rs
〈Wnm(0; t)〉 −

− 4
∂3Bkk(0)

∂rn∂rm∂rs
〈Wnm;s(0; t)〉 + 2

∂3Bkn(0)

∂rm∂rs∂rs
〈Wmk;n(0; t)〉+

+ 2
∂3Bnk(0)

∂rm∂rs∂rs
〈Wkm;n(0; t)〉 +

4 (d+ 1)Ds

(d+ 2)
〈Wmm;ss(0; t)〉 .

Теперь ограничимся источниками возбуждения, экспоненциально растущими во

времени,

− 2
∂4Bkk(0)

∂rn∂rm∂rs∂rs
〈Wnm(0; t)〉0 = −2

∂4Bkk(0)

∂rn∂rn∂rs∂rs
〈E(t)〉0 =

= −2

∞∫

0

dτ 〈[∆u(r, t+ τ)] [∆u(r, t)]〉 〈E(t)〉0 = −2D
(4)
H 〈E(t)〉0 ,

где D
(4)
H =

∫
dk k4Es(k).

Рассмотрим теперь члены, связанные со спиральностью, отличные от нуля только

в трехмерном случае. Учитывая формулы (11.116) и (1.56), получаем уравнение вида
(
∂

∂t
− 4 (d+ 1)Ds

(d+ 2)

)
〈Wkk;ss(0; t)〉 = −2D

(4)
H 〈E(t)〉0 − 4800(d − 2)α2 〈E(t)〉0 t,
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которое можно переписать, согласно формуле (11.109), для диссипации D0(t) в виде
(
∂

∂t
−A

)
D0(t) =

[
2D

(4)
H + 4800(d − 2)α2 ∂

∂g

]
E0e

gt, (11.118)

где параметры

A =
4 (d+ 1)Ds

(d+ 2)
, g =

2(d− 1)

d
Ds,

и мы включили в уравнение коэффициент (d− 2), подчеркивающий, что соответству-

ющий член в уравнении исчезает в двумерном случае.

Интегрируя уравнение (11.118), получаем выражение для диссипации

D0(t) = 2D
(4)
H 〈E(t)〉0

1

(A− g)

[
e(A−g)t − 1

]
+

+ 4800(d − 2)α2 〈E(t)〉0
1

(A− g)2

[
e(A−g)t − 1 − (A− g) t

]
,

где положительный параметр

A− g =
2
(
d2 + d+ 2

)
Ds

d(d+ 2)
.

Оставляя теперь только растущие экспоненты, получаем окончательное выражение

для эволюции диссипации во времени

D0(t) ≈
[
2D

(4)
H +

4800(d − 2)α2

(A− g)

]
〈E(t)〉0
(A− g)

e(A−g)t. (11.119)

В трехмерном случае d = 3 и, следовательно,

D
(3)
0 (t) ≈

[
2D

(4)
H + 2571

α2

Ds

]
15 〈E(t)〉0

28Ds
exp

{
28

15
Dst

}
, (11.120)

Из структуры трехмерного решения, видно, что диссипация магнитного поля для

больших времен определяется спиральностью поля скоростей. При ее отсутствии –

средней энергией магнитного поля (11.111).

В двумерном же случае d = 2 спиральность отсутствует и, следовательно,

D
(2)
0 (t) ≈ D

(4)
H

Ds
〈E(t)〉0 eD

st. (11.121)

В этом случае диссипация энергии определяется только ее энергией.

Из формул (11.120) и (11.121) видно, что диссипация растет во времени значитель-

но быстрее, чем средняя энергия.

Вернемся теперь к первоначальной задаче о расчете динамики средней энергии с

учетом ее диссипации. Подставляя выражение (11.119) в формулу (11.110) и выполняя

интегрирование по времени, получаем решение задачи в виде

〈E(t)〉1 = E0 exp

{
2(d− 1)Ds

d
t− 4µH

[
D

(4)
H +

2400(d − 2)α2

(A− g)

]
×

× 1

(A− g)2

[
e(A−g)t − 1

]}
,
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откуда видно, что средняя энергия быстро убывает во времени. При этом средняя

энергия достигает максимального значения в момент времени

Dstmax ≈ 1

(A− g)
ln

(d− 1) (A− g)2Ds

2dµH
[
D

(4)
H (A− g) + 2400(d − 2)α2

] .

В трехмерном случае имеем

Dstmax ∼





1

2
ln
σ2τ0
µH

− 3, 8 при наличии спиральности,

1

2
ln
σ2τ0
2µH

при отсутствии спиральности,

т. е. при наличии спиральности средняя энергия достигает своего максимума значи-

тельно быстрее, чем в случае ее отсутствия.

В двумерном же случае плоско-параллельного потока жидкости имеем

Dstmax =
1

2
ln

[Ds]2

2µHD
(4)
H

∼ 1

2
ln
σ2τ0
2µH

.

Условием применимости пренебрежения эффектом, вызванным динамической диф-

фузией, является, очевидно, условие t≪ tmax.

Выше мы рассмотрели решение задач с однородными начальными условиями. При

наличии неоднородных начальных условий решения всех этих задач уже не обладают

свойством пространственной однородности и уравнения имеют очень громоздкий вид.

Полученные выше решения, однако, несут определенную информацию и для этого

случая, аналогично полю плотности. Так для средней энергии магнитного поля в

случае неоднородных начальных условий при отсутствии динамической диффузии

получим выражение

∫
dr 〈E(r, t)〉0 =

∫
drE0(r) exp

{
2
d− 1

d
(Ds +Dp) t

}

вместо формулы (11.67) на с. 264.

Задачи

Задача 11.1. Получить уравнение Фоккера–Планка для положения частицы в без-

дивергентном случайном поле скоростей с учетом двумерного плоскопараллельного

среднего потока u0(r, t) = v(y)l, где r = (x, y), l = (1, 0).

Указание. Движение частицы описывается системой стохастических уравнений

d

dt
x(t) = v(y) + u1(r, t),

d

dt
y(t) = u2(r, t).

Решение. (
∂

∂t
+ v(y)

∂

∂x

)
P (t; r) = D0∆P (t; r). (11.122)
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Задача 11.2. Показать, что уравнению (11.122) статистически эквивалентна час-

тица, динамика которой описывается уравнениями

d

dt
x(t) = v(y) + u1(t),

d

dt
y(t) = u2(t), (11.123)

где ui(t), i = 1, 2 — статистически независимые гауссовы процессы "белого шума"

со статистическими характеристиками

〈u(t)〉 = 0,
〈
ui(t)uj(t

′)
〉

= 2δijD0δ(t − t′).

Задача 11.3. Проинтегрировать уравнения (11.123) и вычислить статистические

характеристики положения частицы для линейного сдвигового потока v(y) = αy.

Решение.

y(t) = y0 +w2(t), x(t) = x0 +w1(t) +

t∫

0

dτv (y + w2(τ)) , (11.124)

где wi(t) =

t∫

0

dτui (τ) — независимые винеровские процессы с характеристиками

〈w(t)〉 = 0,
〈
wi(t)wj(t

′)
〉

= 2D0δij min{t, t′}.

Во всех случаях координата y(t) имеет гауссову плотность распределения вероят-

ностей с параметрами

〈y(t)〉 = y0,
〈
y2(t)

〉
= y2

0 + 2D0t.

Для линейного сдвигового потока равенства (11.124) соответствуют совместной

гауссовой плотности вероятностей с параметрами

〈y(t)〉 = y0, 〈x(t)〉 = x0 + αy0t,

σ2
xx(t) = 2D0t

(
1 + αt+

1

3
α2t2

)
, σ2

yy(t) = 2D0t, σ
2
xy(t) = 2D0t (1 + αt) .

Задача 11.4. Получить уравнение для совместной плотности вероятностей поля

плотности и его пространственного градиента в случае гауссова, однородного и изо-

тропного в пространстве и стационарного, дельта-коррелированного во времени ди-

вергентного поля скорости.

Решение.

Усредняя уравнение Лиувилля (3.24) на с. 78 по ансамблю реализаций поля ско-

ростей, получаем уравнение вида

∂

∂t
P (r, t; ρ,p) =

[
D0∆ +

2

d
Dp ∂2

∂r∂p
ρ+Dp ∂

2

∂ρ2
ρ2 +

1

d(d+ 2)
DsL̂s(p) +

+
1

d(d+ 2)
DpL̂p(p) +

2(d+ 1)

d
Dp ∂

∂p
p
∂

∂ρ
ρ +Dp

4

∂2

∂p2
ρ2

]
P (r, t; ρ,p), (11.125)



290 Очерк 11. Кластеризация и диффузия пассивной примеси в случайных потоках

где введены операторы

L̂s(p) = (d+ 1)
∂2

∂p2
p2 − 2

∂

∂p
p − 2

(
∂

∂p
p

)2

= (d+ 1)
∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl,

L̂p(p) =
∂2

∂p2
p2 + (d2 + 4d+ 6)

(
∂

∂p
p

)2

+ (d2 + 2d+ 2)
∂

∂p
p,

а коэффициенты диффузии D0, D
p и Ds описываются формулами (4.53) и (4.58) на

с. 107. Для бездивергентного поля скоростей (Dp = 0) уравнение (11.125) упрощается

и принимает вид

(
∂

∂t
−D0∆

)
P (r, t; ρ,p) =

1

d(d + 2)
DsL̂s(p)P (r, t; ρ,p). (11.126)

Задача 11.5. Получить уравнение Фоккера–Планка для градиента плотности ча-

стицы в бездивергентном случайном поле скоростей для двумерного линейного сдви-

гового среднего потока u0(r, t) = αyl, где r = (x, y), l = (1, 0).

Указание. В лагранжевом описании градиент плотности частицы в бездивер-

гентном поле скоростей описывается уравнением

d

dt
px(t|r0) = −pk (t|r0)

∂uk(r, t)

∂x
,

d

dt
py(t|r0) = −αpx(t|r0) − pk (t|r0)

∂uk(r, t)

∂y
,

p(0|r0) = p0(r0) = ∇ρ0(r0).

Решение.

∂

∂t
P (p, t|r0) =

{
αpx

∂

∂py
+

1

8
Ds

(
3
∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)}
P (p, t|r0),

P (p, 0|r0) = δ (p− p0(r0)) .

(11.127)

Задача 11.6. Исходя из уравнения (11.127) изучить поведение статистических

характеристик градиента плотности частицы в бездивергентном случайном поле

скоростей для двумерного линейного сдвигового среднего потока u0(r, t) = αyl,

где r = (x, y), l = (1, 0).

Решение. Среднее значение градиента поля плотности примеси соответствует ре-

шению задачи при отсутствии флуктуаций поля скоростей

〈px(t)〉 = px(0), 〈py(t)〉 = py(0) − αpx(0)t.

Вторые моменты градиента описываются замкнутой системой уравнений, характери-

стическое уравнение для которого относительно параметра λ имеет вид кубического

уравнения (
λ+

1

2
Ds

)2

(λ−Ds) =
3

2
α2Ds
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корни которого существенно зависят от параметра α/Ds. Для малых значений

α/Ds ≪ 1 для корней уравнения имеем приближенные решения

λ1 = Ds +
2α2

3Ds
, λ2 = −1

2
Ds + i|α|, λ3 = −1

2
Ds − i|α|.

Следовательно, в диапазоне времен Dst≫ 2 решение задачи полностью определяется

случайным фактором. Это означает, что эффекты, связанные с флуктуациями поля

скоростей, полностью доминируют над эффектами, связанными со слабым градиен-

том линейного сдвига. В другом предельном случае α/Ds ≫ 1 для корней уравнения

получаем выражения

λ1 =

(
3

2
α2Ds

)1/3

, λ2 =

(
3

2
α2Ds

)1/3

ei(2/3)π , λ2 =

(
3

2
α2Ds

)1/3

e−i(2/3)π .

Так как действительные части λ2 и λ3 отрицательны, то при

(
3

2
α2Ds

)1/3

t≫ 1 асимп-

тотическое решение системы для вторых моментов имеет вид

〈
p2(t)

〉
∼ exp

{(
3

2
α2Ds

)1/3

t

}
,

и, следовательно, даже малые флуктуации поля скоростей являются определяющими

в присутствии сильного градиента сдвигового потока.

Задача 11.7. Получить уравнение для совместной эйлеровой плотности вероятно-

стей поля плотности и его градиента в случайном бездивергентном поле скоростей

для двумерного плоскопараллельного потока u0(r, t) = αyl, где r = (x, y), l = (1, 0).

Решение.

∂

∂t
P (r, t; ρ,p) =

[
−αy ∂

∂x
+D0∆

]
P (r, t; ρ,p)+

+

{
αpx

∂

∂py
+

1

8
Ds

(
3
∂2

∂p2
p2 − 2

∂2

∂pk∂pl
pkpl

)}
P (r, t; ρ,p).

Решение этого уравнения можно записать в виде интеграла (11.58) на с. 260, где

лагранжевы плотности вероятностей P (r, t|r0) и P (p, t|r0) описываются уравнения-

ми (11.122) и (11.127).



О ч ер к 12

ЛОКАЛИЗАЦИЯ ПЛОСКИХ ВОЛН
В СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ

12.1. Общие замечания

Задача о распространении плоских волн в слоистых средах описывается одномер-

ной краевой задачей и традиционно привлекает внимание многих исследователей. Это

обусловлено, с одной стороны, ее простотой по сравнению с аналогичными задачами

для двух и трех измерений, а с другой стороны, ее важностью для понимания процесса

распространения волн в случайных средах. Учитывая, что одномерная задача допус-

кает точное асимптотическое решение, можно проследить на ней влияние различных

моделей, параметров среды и краевых условий на статистические характеристики

волнового поля.

В одномерном случае постановка задачи описана в первой главе.

12.1.1. Падение волны на слой неоднородной среды

Пусть слой неоднородной среды занимает часть пространства L0 < x < L. Плоская

волна с единичной амплитудой падает на него из области x > L. Волновое поле в слое

неоднородной среды описывается уравнением Гельмгольца

d2

dx2
u(x) + k2(x)u(x) = 0, (12.1)

где k2(x) = k2[1 + ε(x)], а функция ε(x) описывает неоднородности среды.

В простейшем случае несогласованной границы предполагается, что k(x) = k, т. е.,

ε(x) = 0 вне слоя среды, а внутри слоя

ε(x) = ε1(x) + iγ

где ε1(x) — действительная часть, ответственная за рассеяние волны в среде, а γ ≪ 1

— мнимая часть, описывающая поглощение волны в среде.

Краевыми условиями для уравнения (12.1) являются условия непрерывности функ-

ции u(x) и ее производной
d

dx
u(x) на границах слоя, которые можно записать в виде

(
1 +

i

k

d

dx

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= 2,

(
1 − i

k

d

dx

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0. (12.2)

Из уравнения (12.1) при x < L следует равенство

kγI(x) =
d

dx
S(x), (12.3)
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где плотность потока энергии — S(x) определяется равенством

S(x) =
i

2k

[
u(x)

d

dx
u∗(x) − u∗(x)

d

dx
u(x)

]
,

а интенсивность волнового поля — I(x) = |u(x)|2. При этом

S(L) = 1 − |RL|2, S(L0) = |TL|2,

где RL — комплексный коэффициент отражения волны от слоя среды, а TL — ком-

плексный коэффициент прохождения волны. Следовательно, интегрируя (12.3) по

пространству неоднородной среды, получаем равенство

|RL|2 + |TL|2 + kγ

L∫

L0

dxI(x) = 1. (12.4)

Если затухание волны в среде отсутствует (γ = 0), то сохранение плотности потока

энергии выражается равенством

|RL|2 + |TL|2 = 1.

Краевую задачу (12.1), (12.2) с помощью метода погружения можно переформу-

лировать c самого начала в виде динамической задачи с начальными условиями по

параметру L — геометрическому положению правой границы слоя, рассматривая ре-

шение этих задач как функции этого параметра. Так коэффициент отражения RL

удовлетворяет при этом уравнению Риккати

d

dL
RL = 2ikRL +

ik

2
ε(L) (1 +RL)2 , RL0

= 0, (12.5)

а волновое поле в слое среды u(x) ≡ u(x;L) описывается линейным уравнением

∂

∂L
u(x;L) = iku(x;L) +

ik

2
ε(L) (1 +RL) u(x;L), u(x;x) = 1 +Rx. (12.6)

Из уравнений (12.5) и (12.6) следуют уравнения для квадрата модуля коэффи-

циента отражения WL = |RL|2 и интенсивности волнового поля I(x;L) = |u(x;L)|2
вида

d

dL
WL = −kγ

2
[4WL + (RL +R∗

L) (1 +WL)] − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) (1 −WL) ,

WL0
= 0,

∂

∂L
I(x;L) = −kγ

2
(2 +RL +R∗

L) I(x;L) +
ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) I(x;L),

I(x;x) = |1 +Rx|2,

(12.7)
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которые можно переписать в виде

d

dL
ln (1 −WL) = −kγ

2

4WL + (RL +R∗
L) (1 +WL)

1 −WL
− ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) ,

∂

∂L
ln I(x,L) = −kγ

2
(2 +RL +R∗

L) − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) .

(12.8)

Исключая из (12.8) члены, связанные с функцией ε1(L), получаем равенство

∂

∂L
ln
I(x,L)

1 −WL
= −kγ |1 +RL|2

1 −WL
.

При отсутствии в среде поглощения уравнение (12.8) для интенсивности волново-

го поля интегрируется, и интенсивность волнового поля внутри неоднородной среды

простым образом связана с коэффициентом отражения волны от слоя среды

I(x;L) =
|1 +Rx|2 (1 −WL)

1 −Wx
. (12.9)

12.1.2. Источник внутри слоя неоднородной среды

Аналогичным образом, поле точечного источника, расположенного в слое случай-

но неоднородной среды, описывается краевой задачей для функции Грина уравнения

Гельмгольца

d2

dx2
G(x;x0) + k2[1 + ε(x)]G(x;x0) = 2ikδ(x − x0),

(
d

dx
+ ik

)
G(x;x0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik

)
G(x;x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0.

(12.10)

Отметим, что положение источника на границе слоя x0 = L соответствует краевой

задаче (12.1), (12.2) о падении волны на слой среды, т. е.

G(x;L) = u(x;L).

Решение краевой задачи (12.10) имеет структуру

G (x;x0) = G (x0;x0)






exp

[
ik

x0∫
x
ψ1 (ξ) dξ

]
, x0 ≥ x,

exp

[
ik

x∫
x0

ψ2 (ξ) dξ

]
, x0 ≤ x,

(12.11)

где поле в точке расположения источника, в силу условия скачка производной

dG(x;x0)

dx

∣∣∣∣
x=x0+0

− dG(x;x0)

dx

∣∣∣∣
x=x0−0

= 2ik,

определяется выражением

G (x0;x0) =
2

ψ1 (x0) + ψ2 (x0)
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а функции ψi(x) описываются уравнениями Риккати

d

dx
ψ1 = ik

[
ψ2

1 − 1 − ε (x)
]
, ψ1 (L0) = 1,

d

dx
ψ2 = −ik

[
ψ2

2 − 1 − ε (x)
]
, ψ2 (L) = 1.

(12.12)

Вместо функций ψi(x) введем новые функции Ri(x) с помощью равенств

ψi(x) =
1 −Ri (x)

1 +Ri (x)
, i = 1, 2.

Тогда волновое поле в области x < x0 может быть записано в виде

G (x;x0) =
[1 +R1 (x0)] [1 +R2 (x0)]

1 −R1 (x0)R2 (x0)
exp


ik

x0∫

x

dξ
1 −R1 (ξ)

1 +R1 (ξ)


 , (12.13)

где величина R1(L) = RL — коэффициент отражения плоской волны, падающей на

слой среды из области x > L. Аналогичным образом величина R2(x0) — коэффициент

отражения волны падающей на слой среды (x0, L) из однородного полупространства

x < x0 (т. е. при ε = 0).

Задача с абсолютно отражающими границами, на которых поле G(x;x0) или
d

dx
G(x;x0) обращаются в нуль, имеют большое прикладное значение. Так, в послед-

нем случае, для источника плоских волн, расположенного на этой границе, имеем

R2(x0) = 1, и, следовательно,

Gref (x;x0) =
2

1 −R1 (x0)
exp


ik

x0∫

x

dξ
1 −R1 (ξ)

1 +R1 (ξ)


 , x ≤ x0. (12.14)

Из уравнения (12.10) при x < x0 вытекает также равенство для интенсивности

волнового поля I(x;x0) = |G(x;x0)|2

kγI (x;x0) =
d

dx
S (x;x0) , (12.15)

где плотность потока энергии — S(x;x0) определяется равенством

S (x;x0) =
i

2k

[
G (x;x0)

d

dx
G∗ (x;x0) −G∗ (x;x0)

d

dx
G (x;x0)

]
.

Используя выражение (12.13), можно представить S(x;x0) в виде (x ≤ x0)

S (x;x0) = S(x0;x0) exp


−kγ

x0∫

x

dξ
|1 +R1 (ξ)|2

1 − |R1 (ξ)|2


 ,

где плотность потока энергии в точке расположения источника

S(x0;x0) =

[
1 − |R1 (x0) |2

]
|1 +R2 (x0) |2

|1 −R1 (x0)R2 (x0) |2
. (12.16)
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Далее нас будет интересовать статистические задачи о падении волны на полупро-

странство случайно-неоднородной среды (L0 → −∞) и источник в неограниченном

пространстве (L0 → −∞, L → ∞) при достаточно малом поглощении (γ → 0). Из

выражения (12.15) видно, вообще говоря эти предельные переходы не перестановоч-

ны. Действительно, если γ = 0, то имеет место сохранение плотности потока энергии

S(x;x0) во всем полупространстве x < x0. В присутствии малого конечного погло-

щения, однако, интегрируя равенство (12.15) по полупространству x < x0, получаем

ограничение на значение энергии, сосредоточенной в этом полупространстве,

kγ

x0∫

−∞

dxI(x;x0) = S(x0;x0) =

[
1 − |R1 (x0) |2

]
|1 +R2 (x0) |2

|1 −R1 (x0)R2 (x0) |2
. (12.17)

Представляет интерес три простейшие статистические задачи:

• Падение волны на слой среды (конечный и полупространство);

• Источник волн внутри слоя среды (неограниченное пространство);

• Влияние границ на статистические характеристики волнового поля.

Все эти задачи удается решить в полном объеме аналитическими методами. Также

легко в этом случае осуществить численное моделирование и провести сопоставление

результатов с аналитическими результатами.

Будем считать, что ε1(x) — гауссов дельта-коррелированный случайный процесс с

параметрами

〈ε1(L)〉 = 0,
〈
ε1(L)ε1(L

′)
〉

= Bε(L− L′) = 2σ2
ε l0δ(L − L′), (12.18)

где σ2
ε ≪ 1 — дисперсия, а l0 — радиус корреляции для случайной функции ε1(L).

Такая аппроксимация означает, что переход к асимптотическому случаю l0 → 0 в

точном решении задачи с конечным радиусом корреляции l0, приводит к результатам,

совпадающим с решением статистической задачи с параметрами (12.18).

В силу малости параметра σ2
ε , все статистические эффекты могут быть разделены

на два типа — локальные и накапливающиеся, из-за эффекта многократного переот-

ражения волны в среде. Нас будут интересовать последние.

Из постановки краевых волновых задач на основе метода погружения, видно, что

существует два типа характеристик волнового поля, представляющих непосредствен-

ный интерес. Первый тип величин связан со значениями волнового поля на границах

слоя (коэффициенты отражения и прохождения RL, TL), поле в точке местонахож-

дения источника G(x0;x0), плотность потока энергии в точке нахождения точечного

источника S(x0;x0), и т.д. Второй тип величин связан с определением статистиче-

ских характеристик интенсивности волнового поля внутри слоя среды, что и является

предметом статистической теории переноса излучения.
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12.2. Статистическое описание волнового поля на

границах слоя среды

12.2.1. Коэффициенты отражения и прохождения волны

Комплексный коэффициент отражения волны от слоя среды описывается замкну-

тым уравнением — уравнением Риккати (12.5).

Введем модуль коэффициента отражения через —
√
WL, т. е. положим

RL =
√
WL exp{iφL},

где φL — фаза коэффициента отражения. Тогда, исходя из уравнения (12.5), для вели-

чины WL — квадрата модуля коэффициента отражения и его фазы получаем систему

уравнений

d

dL
WL = −2kγWL + kε1(L)

√
WL (1 −WL) sinφL, WL0

= 0,

d

dL
φL = 2k + kε1(L)

{
1 +

1 +WL

2
√
WL

cosφL

}
, φL0

= 0.

(12.19)

Быстро осциллирующие функции в диссипативных членах, не вносящие вклада в на-

капливающиеся эффекты, опущены в системе уравнений (12.19) (сравни с уравнением

(12.7)).

Введем индикаторную функцию

ϕ(L;W ) = δ(WL −W ),

которая описывается уравнением Лиувилля

∂

∂L
ϕ(L;W ) = 2kγ

∂

∂W
{Wϕ(L;W )}−

− kε1(L)
∂

∂W

{√
W (1 −W ) sinφLϕ(L;W )

}
. (12.20)

Усредним это уравнение по ансамблю реализаций функции ε1(L) и воспользуемся

формулой Фурутцу–Новикова (8.10) на с. 177 для расщепления корреляций, которая

в рассматриваемом случае принимает вид

〈ε1(L)F [L,L0; ε1(x)]〉 =

L∫

L0

dL′Bε(L− L′)

〈
δ

δε1(L′)
F [L, L0; ε1(x)]

〉
. (12.21)

Эта формула справедлива для произвольного функционала F [L, L0; ε1(x)] случай-

ного процесса ε1(x) при L0 ≤ x ≤ L. Для гауссова дельта-коррелированного процесса

ε1(x) с параметрами (12.18) формула (12.21) упрощается и принимает вид

〈ε1(L)F [L, L0; ε1(x)]〉 = σ2
ε l0

〈
δ

δε1(L− 0)
F [L, L0; ε1(x)]

〉
. (12.22)
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В результате для плотности вероятностей квадрата модуля коэффициента отражения

P (L,W ) = 〈ϕ(L,W )〉 в общем случае получаем уравнение

∂

∂L
P (L,W ) = 2kγ

∂

∂W
{WP (L,W )} − k

∂

∂W

L∫

L0

dL′Bε(L− L′)
√
W (1 −W ) ×

×
〈

cosφL
δφL

δε1(L′)
ϕ(L,W ) + sinφL

δϕ(L,W )

δε1(L′)

〉
, (12.23)

где Bε(L − L′) — корреляционная функция случайного процесса ε1(L). Подставляя

теперь в это уравнение функцию вида (12.18) и учитывая равенства

δϕ(L,W )

δε1(L− 0)
= −k ∂

∂W

{√
W (1 −W ) sinφLϕ(L,W )

}
,

δφL
δε1(L− 0)

= k

{
1 +

1 +WL

2
√
WL

cosφL

}
,

вытекающие непосредственно из уравнений (12.20) и (12.19), получаем для плотности

вероятностей P (L,W ) незамкнутое уравнение

∂

∂L
P (L,W ) = 2kγ

∂

∂W
{WP (L,W )} −

− k2σ2
ε l0

∂

∂W
(1 −W )

〈[√
W cosφL +

1

2
(1 +W ) cos2 φL

]
ϕ(L,W )

〉
+

+ k2σ2
ε l0

∂

∂W

{√
W (1 −W )

∂

∂W

[√
W (1 −W )

〈
sin2 φLϕ(L,W )

〉]}
.

Учитывая теперь, что фаза коэффициента отражения имеет структуру

φL = k(L− L0) + φ̃L,

т. е. быстро меняется на расстояниях порядка длины волны, можно дополнительно

усреднить это уравнение по быстрым осцилляциям, что справедливо при естественном

ограничении k/D ≫ 1, и мы приходим к уравнению Фоккера–Планка

∂

∂L
P (L;W ) = 2kγ

∂

∂W
WP (L;W ) − 2D

∂

∂W
W (1 −W )P (L;W )+

+D
∂

∂W
W (1 −W )2

∂

∂W
P (L;W ), P (L0,W ) = δ (W − 1) (12.24)

с коэффициентом диффузии

D =
k2σ2

ε l0
2

.

В ряде случаях оказывается более удобным представлять величину WL в виде

WL =
uL − 1

uL + 1
, uL =

1 +WL

1 −WL
, uL ≥ 1. (12.25)
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Тогда величина uL описывается стохастической системой уравнений

d

dL
uL = −kγ

(
u2
L − 1

)
+ kε1(L)

√
u2
L − 1 sinφL, uL0

= 1,

d

dL
φL = 2k + kε1(L)



1 +

uL√
u2
L − 1

cosφL



 , φL0

= 0,

и для плотности вероятностей случайной величины uL — P (L;u) = 〈δ(uL − u)〉 полу-

чаем уравнение Фоккера–Планка

∂

∂L
P (L;u) = kγ

∂

∂u

(
u2 − 1

)
P (L;u) +D

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
P (L;u). (12.26)

Отметим, что обратная величина к коэффициенту диффузии, определяющая есте-

ственный масштаб длины, связанный со случайными неоднородностями среды, обыч-

но называется длиной локализации, т. е.

lloc = 1/D.

Далее, при анализе статистических характеристик волнового поля, мы увидим, что

именно эта величина определяет масштаб динамической локализации волн в отдель-

ных реализациях волнового поля, несмотря на то, что в ряде случаев статистиче-

ская локализация, связанная со статистическими характеристиками волнового поля,

может и не осуществляться.

Недиссипативная среда

Если поглощение в среде отсутствует (т. е. γ = 0), то уравнение (12.26) для без-

размерной толщины слоя η = D(L− L0) принимает вид

∂

∂η
P (η;u) =

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
P (η;u), P (0;u) = δ (u− 1) . (12.27)

Его решение легко получить, используя интегральное преобразование Мелера-Фока,

в виде

P (η, u) =

∞∫

0

dµµ tanh(πµ) exp

{
−
(
µ2 +

1

4

)
η

}
P− 1

2
+iµ(u), (12.28)

где P−1/2+iµ(x) — функция Лежандра первого порядка (функция конуса).

Учитывая, что
∞∫

1

dx

(1 + x)n
P− 1

2
+iµ(x) =

π

cosh(µπ)
Kn(µ),

где

Kn+1(µ) =
1

2n

[
µ2 +

(
n− 1

2

)2
]
Kn(µ), K1(µ) = 1,

из представления (12.28), можно вычислить статистические характеристики коэффи-

циентов отражения WL = |RL|2 и прохождения |TL|2 = 1 − |RL|2 = 2/(1 + uL) и, в
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частности, получить выражение для моментов квадрата модуля коэффициента про-

хождения
〈
|TL|2n

〉
= 2nπ

∞∫

0

dµ
µ sinh(µπ)

cosh2(µπ)
Kn(µ)e−(µ2+1/4)η . (12.29)

График зависимости величин 〈WL〉 =
〈
|RL|2

〉
и
〈
|TL|2

〉
= 1 −

〈
|RL|2

〉
от толщины

слоя приведен на рис. 12.1.

0,2

0,4

0,6

0,8

1

2 4 6 8
DL

〈
|TL|2

〉
,
〈
|RL|2

〉

Рис. 12.1. Зависимости величин
〈
|RL|2

〉
и
〈
|TL|2

〉
от толщины слоя

При достаточно большой толщины слоя, а именно η = D(L−L0) ≫ 1, для моментов

модуля коэффициента прохождения из (12.29) следует асимптотическая формула

〈
|TL|2n

〉
≈ [(2n− 3)!!]2 π2√π

22n−1(n− 1)!

1

η
√
η
e−η/4,

и, следовательно, асимптотическая зависимость любого момента модуля коэффици-

ента прохождения |TL| от толщины слоя имеет универсальную зависимость (меняется

лишь численный коэффициент).

Стремление к нулю всех моментов величины |TL| с увеличением толщины слоя

означает, что |RL| → 1 с вероятностью единица, т. е. полупространство случайно-

неоднородной недиссипативной слоистой среды полностью отражает падающую на

нее волну. Очевидно, что это явление не зависит от статистической модели среды

и от условия справедливости описания с помощью дополнительного усреднения по

быстрым осцилляциям, связанным с фазой коэффициента отражения.

В приближении дельта-коррелированности случайного процесса ε1(L) случайные

процессы WL и uL — очевидно, марковские процессы по параметру L. При этом плот-

ность вероятностей перехода

p(u,L|u′, L′) =
〈
δ(uL − u|uL′ = u′)

〉

описывается очевидно также уравнением (12.27), т. е.

∂

∂L
p(u,L|u′, L′) = D

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
p(u,L|u′, L′)

с начальным условием

p(u,L′|u′, L′) = δ(u− u′),
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решение которого

p(u,L|u′, L′) =

∞∫

0

dµµ tanh(πµ)e−D(µ2+1/4)(L−L′)P− 1

2
+iµ(u)P− 1

2
+iµ(u

′). (12.30)

При L′ = L0 и u′ = 1 выражение (12.30) переходит в одноточечную плотность

вероятностей (12.28).

Диссипативная среда

При наличия поглощения в среде уравнения (12.24) и (12.26) не могут быть решены

аналитически для слоя конечной толщины. Однако, для полупространства

(L0 → −∞) существует «стационарная» плотность вероятностей для величин WL

и uL, не зависящая от L и удовлетворяющая уравнениям

2 (β − 1 +W )P (W ) + (1 −W )2
d

dW
P (W ) = 0, 0 < W < 1,

βP (u) +
d

du
P (u) = 0, u > 1,

(12.31)

где β = kγ/D — безразмерный коэффициент поглощения.

Решения уравнений (12.31) имеют вид

P (W ) =
2β

(1 −W )2
exp

{
− 2βW

1 −W

}
, P (u) = βe−β(u−1) (12.32)

и график функции P (W ) представлен на рис. 12.2 для различных значений пара-

метра β.

P (W )

W
0,2 0,4 0,6 0,80

1

2

3

1

2

3

Рис. 12.2. Плотность вероятностей для квадрата модуля коэффициента отражения P (W ).
Кривая 1 соответствует параметру β = 1; 2 — β = 0,5; 3 — β = 0,1

Физический смысл плотности вероятностей (12.32) очевиден, она описывает стати-

стические свойства коэффициента отражения от достаточно протяженного хаотиче-

ски неоднородного слоя, до конца которого падающая волна не проникает вследствие

ее динамического поглощения средой.
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С помощью распределений (12.32) можно вычислить все моменты величины

WL = |RL|2. Так для среднего значения квадрата модуля коэффициента отражения

получаем

〈W 〉 =

1∫

0

dW WP (W ) =

∞∫

1

du
u− 1

u+ 1
P (u) = 1 + 2βe2βEi(−2β),

где Ei(−x) = −
∞∫

x

dt

t
e−t (x > 0) — интегральная показательная функция. Учитывая

асимптотические разложения для функции Ei(−x)

Ei(−x) =






lnx (x≪ 1),

−e−x 1

x

(
1 − 1

x

)
(x≫ 1),

получаем асимптотические разложения для величины 〈W 〉 =
〈
|RL|2

〉
.

〈W 〉 ≈





1 − 2β ln(1/β),

1/2β,

β ≪ 1,

β ≫ 1.
(12.33)

Для нахождения высших моментов величины WL = |RL|2, умножим первое урав-

нение в (12.31) на W n и проинтегрируем по W от 0 до 1. В результате получаем

рекуррентное соотношение

n
〈
W n+1

〉
− 2(β + n) 〈W n〉 + n

〈
W n−1

〉
= 0 (n = 1, 2, . . .), (12.34)

с помощью которого можно последовательно вычислить все старшие моменты. Так

для n = 1, получаем 〈
W 2

〉
= 2(β + 1) 〈W 〉 − 1.

Переход к «стационарному» распределению вероятностей можно осуществить не

только предельным переходом L0 → −∞, но и переходом L → ∞. Уравнение (12.24)

решалось численно для двух значений параметра β = 1, 0 и β = 0, 08 для различных

начальных условий. По найденному решению вычислялись величины 〈WL〉 ,
〈
W 2
L

〉
,

графики поведения которых в зависимости от безразмерной толщины слоя

η = D(L− L0) представлены на рис. 12.3.

Из графиков видно, что при β ≥ 1 распределение вероятностей выходит на свое

«стационарное» распределение довольно быстро (η ∼ 1, 5), в случае же β = 0, 08

(большая «стохастичность» задачи) η ≥ 5.

Отметим, что для рассматриваемой задачи плотность потока энергии и интенсив-

ность волнового поля на границе слоя x = L связаны с коэффициентом отражения.

И, следовательно, при условии β ≪ 1 имеем:

〈S(L,L)〉 = 1 − 〈WL〉 = 2β ln(1/β), 〈I(L,L)〉 = 1 + 〈WL〉 = 2. (12.35)
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〈
|Rη|2n

〉
, n = 1, 2

0,109

0,227

0,589

0,735

0 2 4 6

1,0

η

1

2

3

4

Рис. 12.3. Графики зависимости статистических характеристик WL = |RL|2: кривые 1, 2, —
первый и второй моменты при β = 1, кривые 3, 4 — первый и второй моменты при β = 0,08

Учитывая, что для полупространства случайно-неоднородной среды |TL| = 0, для

энергии волнового поля, заключенного в этом полупространстве,

E = D

L∫

−∞

dxI(x;L),

исходя из равенства (12.4) получаем распределение вероятностей вида

P (E) = βP (W )W=(1−βE) =
2

E2
exp

{
− 2

E
(1 − βE)

}
θ(1 − βE), (12.36)

и, в частности, например, при β ≪ 1

〈E〉 = 2 ln(1/β). (12.37)

Отметим, что распределение вероятностей (12.36) допускает предельный переход

β = 0, в результате которого получаем предельную плотность вероятностей

P (E) =
2

E2
exp

{
− 2

E

}
, (12.38)

затухающую степенным образом для больших значений энергии E, с интегральной

функцией распределения

F (E) = exp

{
− 2

E

}
.

Следствием (12.38) является то, что все моменты полной энергии волнового поля

равны бесконечности. И в то же время существует конечная вероятность ограничения

полной энергии произвольной величиной в отдельных реализациях волнового поля.
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12.2.2. Источник внутри среды

Для источника плоских волн, находящегося внутри среды, волновое поле и плот-

ность потока энергии в точке расположения источника описываются форму-

лами (12.13) и (12.16). Для модели дельта-коррелированных флуктуаций ε1(x) вели-

чины R1(x0) и R2(x0) статистически независимы, так как они описываются динами-

ческими уравнениями в неперекрывающихся частях пространства. Для неограничен-

ного пространства (L0 → −∞, L → ∞) плотности вероятностей для величин R1(x0)

и R2(x0) описываются формулой (12.32) и, следовательно, для средней интенсивно-

сти волнового поля в точке расположения источника и среднего значения плотности

потока энергии в точке расположения источника получаем выражение

〈I(x0;x0)〉 = 1 +
1

β
. (12.39)

Неограниченный рост средней интенсивности в точке расположения источника при

β → 0 свидетельствует о накоплении энергии волны в хаотически слоистой среде,

а в тоже время среднее значение плотности потока энергии в точке расположения

источника 〈S(x0;x0)〉 = 1 не зависит от флуктуаций параметра среды и совпадает с

плотностью потока энергии в свободном пространстве.

Аналогичным образом, с помощью формул (12.14) и (12.16) для источника, рас-

положенном на отражающей границе x0 = L, получаем

〈Iref(L;L)〉 = 4

(
1 +

2

β

)
, 〈Sref(L;L)〉 = 4, . (12.40)

т. е. среднее значение плотности потока энергии от источника, расположенного на

отражающей границе, также не зависит от флуктуаций параметров среды и совпадает

с плотностью потока энергии в свободном пространстве.

Отметим, что полученные выше формулы (12.39), (12.40), при β → 0 обращаются в

бесконечность, т. е. наличие поглощения в среде (хоть и сколь угодно малого) является

регуляризующим фактором в задаче о точечном источнике.

Используя равенство (12.17), можно получить распределение вероятностей для

энергии волнового поля, в полупространстве

E = D

x0∫

−∞

dxI(x;x0).

В частности, для источника, находящегося на отражающей границе, получаем выра-

жение

Pref(E) =

√
2

π

1

E
√
E

exp

{
− 2

E

(
1 − βE

4

)2
}
,

допускающее предельный переход β → 0, аналогично случаю падения волны на по-

лупространство случайно-неоднородной среды.
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12.2.3. Статистическая локализация

Полученные выше равенства, связанные со значениями волнового поля в фикси-

рованных точках пространства (на границе среды и в точке расположения источника)

позволяют, в силу равенства (12.17), сделать некоторые общие заключения и о пове-

дении средней интенсивности волнового поля внутри случайно-неоднородной среды.

Так, для средней энергии, содержащейся в полупространстве (−∞, x), из (12.17)

следует выражение

〈E〉 = D

x0∫

−∞

dx 〈I(x;x0)〉 =
1

β
〈S(x0;x0)〉 . (12.41)

Следовательно, для падающей на полупространство x ≤ L плоской волны (x0 = L),

при условии β ≪ 1 из (12.35) и (12.41) вытекают равенства

〈E〉 = 2 ln(1/β), 〈I(L;L〉 = 2. (12.42)

Следовательно, большая часть средней энергии сосредоточена в части пространства

Dlβ ∼= ln(1/β),

т. е. осуществляется статистическая локализация волнового поля, связанная с по-

глощением волны. Отметим, что и при отсутствии флуктуаций параметров среды,

также осуществляется локализация энергии на масштабах порядка длины поглоще-

ния Dlabs
∼= 1/β. Однако при выполнении условия β ≪ 1 — labs ≫ lβ. Если β → 0,

то величина lβ → ∞ и в предельном случае непоглощающей среды, статистическая

локализация волнового поля отсутствует.

Для источника в неограниченном пространстве, имеем

〈E〉 =
1

β
, 〈I(x0;x0)〉 = 1 +

1

β
,

и, следовательно, в отличие от предыдущего случая, локализация средней энергии

осуществляется на пространственном масштабе D|x− x0| ∼= 1 при β → 0.

Аналогичным образом, для источника, расположенного на отражающей границе,

имеем

〈E〉 =
4

β
, 〈Iref(L;L)〉 = 4

(
1 +

2

β

)
,

и, следовательно, локализация средней энергии осуществляется на вдвое меньшем

пространственном масштабе D(L− x)| ∼= 1/2 при β → 0.

В рассмотренных выше задачах, средняя энергия волнового поля существенно за-

висит от параметра β и стремится к бесконечности при условии β → 0. Однако, это

справедливо только для средних величин. Далее при анализе волнового поля внутри

случайно-неоднородной среды мы убедимся, что даже при отсутствии поглощения в

среде в отдельных реализациях волнового поля осуществляется динамическая лока-

лизация.
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12.3. Статистическая теория переноса излучения

Перейдем теперь к статистическому описанию волнового поля внутри среды. Рас-

смотрим две задачи — о падении волны на слой среды и об источнике волн внутри

среды.

12.3.1. Падение волны на слой среды

В общем случае при наличия поглощения в среде волновое поле описывается кра-

евой задачей (12.1), (12.2) на с. 292. Волновое поле внутри среды может быть пред-

ставлено в виде

u(x) = u1(x) + u2(x),
d

dx
u(x) = −ik[u1(x) − u2(x)],

где u1(x) и u2(x) — комплексные встречные волны. Они связаны с волновым полем с

помощью соотношений

u1 (x) =
1

2

[
1 +

i

k

d

dx

]
u (x) , u1 (L) = 1,

u2 (x) =
1

2

[
1 − i

k

d

dx

]
u (x) , u2 (L0) = 0,

и, следовательно, краевую задачу (12.1), (12.2) можно переписать в виде

(
d

dx
+ ik

)
u1 (x) = − ik

2
ε(x) [u1 (x) + u2 (x)] , u1 (L) = 1,

(
d

dx
− ik

)
u2 (x) = − ik

2
ε(x) [u1 (x) + u2 (x)] , u2 (L0) = 0.

Волновое поле, как функция параметра L, описывается уравнением погруже-

ния (12.6) на с. 293. Очевидно, что и встречные волны также будут удовлетворять

уравнениям (12.6), но с различными начальными условиями:

∂

∂L
u1(x;L) = ik

(
1 +

1

2
ε(L) (1 +RL)

)
u1(x;L), u1(x;x) = 1,

∂

∂L
u2(x;L) = ik

(
1 +

1

2
ε(L) (1 +RL)

)
u2(x;L), u2(x;x) = Rx,

где коэффициент отражения RL описывается уравнением (12.5) на с. 293.

Введем теперь интенсивности встречных волн W1(x;L) = |u1(x;L)|2 и W2(x;L) =

= |u2(x;L)|2, удовлетворяющие, очевидно уравнениям

∂

∂L
W1(x;L) = −kγW1(x;L) +

ik

2
ε(L) (RL −R∗

L)W1(x;L),

∂

∂L
W2(x;L) = −kγW2(x;L) +

ik

2
ε(L) (RL −R∗

L)W2(x;L),

W1(x;x) = 1, W2(x;x) = |Rx|2.

(12.43)
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Величина WL = |RL|2, входящая в начальное условие в (12.43) удовлетворяет уравне-

нию (12.7) на с. 293 или уравнению

d

dL
WL = −2kγWL − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) (1 −WL) , WL0
= 0. (12.44)

В уравнениях (12.43) и (12.44) опущены слагаемые в диссипативных членах, не вно-

сящие вклада в накапливающиеся эффекты.

Будем по-прежнему считать ε1(x) гауссовым дельта-коррелированным случайным

процессом с корреляционной функцией (12.18) на с. 296. В силу того, что уравне-

ния (12.43), (12.44) — уравнения первого порядка с начальными условиями можно

для совместной плотности вероятностей величин W1(x;L), W2(x;L) и WL

P (x;L;W1,W2,W ) = 〈δ(W1(x;L) −W1)δ(W2(x;L) −W2)δ(WL −W )〉

обычным образом получить уравнение Фоккера–Планка:

∂

∂L
P (x;L;W1,W2,W ) =

= kγ

(
∂

∂W1
W1 +

∂

∂W2
W2 + 2

∂

∂W
W

)
P (x;L;W1,W2,W )+

+D

[
∂

∂W1
W1 +

∂

∂W2
W2 −

∂

∂W
(1 −W )

]
P (x;L;W1,W2,W )+

+D

[
∂

∂W1
W1 +

∂

∂W2
W2 −

∂

∂W
(1 −W )

]2
WP (x;L;W1,W2) (12.45)

с начальным условием

P (x;x;W1,W2,W ) = δ(W1 − 1)δ(W2 −W )P (x;W ),

где функция P (L;W ) — плотность вероятностей квадрата модуля отражения WL,

описываемая уравнением (12.24) на с. 298. В уравнении (12.45), как и ранее, коэффи-

циент диффузии D = k2σ2
ε l0/2 и при выводе уравнения используется дополнительное

усреднение по быстрым осцилляциям, обусловленных решением задачи при ε = 0 —

u(x) ∼ e±ikx.

Учитывая, что уравнения (12.43) для функций Wn(x;L) линейны, можно перейти

к производящей функции для моментов интенсивностей встречных волн:

Q(x;L;µ, λ,W ) =

1∫

0

dW1

1∫

0

dW2W
µ−λ
1 W λ

2 P (x;L;W1,W2,W ), (12.46)

удовлетворяющей более простому уравнению

∂

∂L
Q(x;L;µ, λ,W ) = −kγ

(
µ− 2

∂

∂W
W

)
Q(x;L;µ, λ,W )−

−D

[
µ+

∂

∂W
(1 −W )

]
Q(x;L;µ, λ,W )+

+D

[
µ− ∂

∂W
(1 −W )

]2
WQ(x;L;µ, λ,W ), (12.47)
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с начальным условием

Q(x;x;µ, λ,W ) = W λP (x;W ).

Зная функцию Q(x;L;µ, λ,W ), можно определить моментные функции интенсив-

ностей встречных волн с помощью равенства

〈
W µ−λ

1 (x;L)W λ
2 (x;L)

〉
=

1∫

0

dWQ(x;L;µ, λ,W ). (12.48)

Уравнение описывает статистическое поведение волнового поля внутри слоя сре-

ды L0 ≤ x ≤ L и, в частности, коэффициент прохождения волны, если в нем положить

x = L0. В предельном случае полупространства (L0 → −∞) уравнение (12.47) пере-

ходит в уравнение

∂

∂ξ
Q(ξ;µ, λ,W ) = −β

(
µ− 2

∂

∂W
W

)
Q(ξ;µ, λ,W )−

−
[
µ+

∂

∂W
(1 −W )

]
Q(ξ;µ, λ,W ) +

[
µ− ∂

∂W
(1 −W )

]2
WQ(ξ;µ, λ,W ), (12.49)

с начальным условием

Q(0;µ, λ,W ) = W λP (W ),

где введено безразмерное расстояние ξ = D(L − x) > 0, а «стационарная», не за-

висящая от L, плотность вероятностей для модуля коэффициента отражения P (W )

описывается формулой (12.32) на с. 301. Равенство (12.48) в этом случае перепишется

в виде
〈
W µ−λ

1 (ξ)W λ
2 (ξ)

〉
=

1∫

0

dWQ(ξ;µ, λ,W ). (12.50)

Далее нам будет более удобно рассмотреть в отдельности случаи случайной среды

без поглощения и случайной среды при наличия поглощения.

Недиссипативная среда (стохастический волновой параметрический резо-
нанс и динамическая локализация волн)

Рассмотрим теперь уравнения для моментов интенсивности встречных волн при

отсутствии поглощения волны в среде, т. е. уравнения (12.49) при β = 0 для полупро-

странства (L0 → −∞) случайно-неоднородной среды. В этом случае с вероятностью

единица WL = 1 и решение уравнения (12.49) имеет структуру

Q(x,L;µ, λ,W ) = δ(W − 1) exp{Dλ(λ− 1)(L− x)},

и, следовательно,
〈
W λ−µ

1 (x;L)W µ
2 (x;L)

〉
= exp{Dλ(λ− 1)(L− x)}.

Это означает, в силу произвольности параметров λ и µ, что

W1(x;L) = W2(x;L) = W (x;L)
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с вероятностью единица, и величина W (x;L) имеет логнормальную плотность веро-

ятностей. При этом, ее среднее значение равно единице, а высшие моменты, начиная

со второго, экспоненциально растут вглубь среды

〈W (x;L)〉 = 1, 〈W n(x;L)〉 = eDn(n−1)(L−x), n = 2, 3, . . . .

Отметим, что интенсивность волнового поля I(x;L) в этом случае имеет структуру

I(x;L) = 2W (x;L) (1 + cosφx) , (12.51)

где φL — фаза коэффициента отражения.

По свойствам логнормального распределения вероятностей, согласно формуле (4.60)

на с. 109, кривой типичной реализацией функции W (x;L) является экспоненциально

спадающая вглубь среды кривая

W ∗(x;L) = e−D(L−x), (12.52)

и эта функция связана с ляпуновской экспонентой .

Кроме того с вероятностью 1/2 для ее реализаций имеет место неравенство

W (x;L) < 4e−D(L−x)/2,

справедливое для всего полупространства.

Экспоненциальное спадание с ростом ξ = D(L − x) кривой типичной реализации

(12.52) и отождествляется обычно в физике неупорядоченных систем со свойством

динамической локализации, и величина

lloc =
1

D

обычно называется длиной локализации . При этом

l−1
loc = − ∂

∂L
〈κ(x;L)〉 ,

где

κ(x;L) = lnW (x;L).

С физической точки зрения логнормальность интенсивности волнового поля

W (x;L) означает наличие больших выбросов относительно кривой типичной реа-

лизации (12.52) как в сторону больших значений интенсивности, так и в сторону

малых. Этот результат согласуется с примером численного моделирования (рис. 1.11

на с. 32), который был представлен в главе 1. Такие скачки интенсивности, однако, не

содержат много энергии, так как, по свойству логнормального распределения вероят-

ностей случайная величина

S(L) = D

L∫

−∞

dxW (x;L),
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описывающая площадь под кривой W (x;L), имеет стационарную, не зависящую от L,

плотность вероятностей

P (S) =
1

S2
exp

{
− 1

S

}
,

что согласуется с распределением всей энергии волнового поля внутри полупростран-

ства (12.38) при E = 2S. Это означает, что присутствие в выражении (12.51) члена,

связанного с быстро осциллирующей фазой коэффициента отражения, не вносит су-

щественного вклада в общую энергию.

Таким образом, знание одноточечной плотности вероятностей позволяет понять

эволюцию во всем пространстве интенсивности волнового поля в отдельных реализа-

циях и оценить параметры этой эволюции в терминах статистических характеристик

флуктуирующей среды.

Диссипативная среда

В присутствии конечного поглощения волны в среде, занимающей полупростран-

ство (хоть и сколь угодно малого), экспоненциальный рост моментных функций дол-

жен прекратиться и смениться затуханием.

Если параметр β ≫ 1 (т. е. поглощение велико по сравнению с диффузией), то

P (W ) = 2βe−2βW ,

и, как легко видеть из уравнения (12.49), интенсивности встречных волн W1(x;L) и

W2(x;L) статистически независимы, т. е. они не коррелируют друг с другом. При этом

〈W1(ξ)〉 = exp

{
−βξ

(
1 +

1

β

)}
, 〈W2(ξ)〉 =

1

2β
exp

{
−βξ

(
1 +

1

β

)}
.

На рис. 12.4–12.7 представлены в качестве примеров результаты численного ре-

шения уравнений (12.49) и квадратуры (12.50) для моментных функций случайных

процессов для различных значений параметра β. Кривые с различными номерами

соответствуют различным значениям параметра β. Рисунок 12.4 соответствует сред-

ним интенсивностям проходящей и отраженной волн. Кривые монотонно убывают

с увеличением ξ. На рис. 12.5 изображены соответствующие зависимости для вторых

моментов. При ξ = 0 〈
W 2

1 (0)
〉

= 1,
〈
W 2

2 (0)
〉

=
〈
|RL|4

〉

При β < 1 зависимость от ξ становится немонотонной: моменты вначале растут, про-

ходят через максимум и лишь затем начинают монотонно убывать. С уменьшением

параметра β положение максимума смещается вправо, а максимальное значение уве-

личивается. На рис. 12.6 изображена аналогичная зависимость для третьего момента〈
W 3

1 (ξ)
〉
, а кривые для величины 〈∆W1(ξ)∆W2(ξ)〉 (∆Wn(ξ) = Wn(ξ) − 〈Wn(ξ)〉),

описывающей корреляцию между интенсивностями проходящей и отраженной волн,

построены на рис. 12.7. При β ≥ 1 такая корреляция исчезает. Вследствие сильной

корреляции при β < 1 ясно, что разделение волн на встречные волны никакого фи-

зического смысла не имеет. Это чисто математический прием. При β ≥ 1 такое раз-

деление оправдано отсутствием корреляции.
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а б

ξξ

〈W1〉 〈W2〉

0,50,5

1,01,0

11 22 33 44

1
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22 33 44 55

Рис. 12.4. Распределение средней интенсивности волнового поля внутри среды: проходящая
волна (а); отраженная волна (б ). Кривые соответствуют: 1 — β = 1; 2 — β = 0,1; 3 — β = 0,06;

4 — β = 0,04; 5 — β = 0,02
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Рис. 12.5. Распределение второго момента интенсивности волнового поля внутри среды: про-
ходящая волна (а); отраженная волна (б ). Кривые соответствуют: 1 — β = 1; 2 — β = 0,1;

3 — β = 0,06; 4 — β = 0,04; 5 — β = 0,02
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Рис. 12.6. Распределение третьего момента
интенсивности проходящей волны. Кривые
соответствуют: 1 — β = 1; 2 — β = 0,1; 3 —

β = 0,06; 4 — β = 0,04; 5 — β = 0,02

Рис. 12.7. Корреляция интенсивностей про-
ходящей и отраженной волн. Кривые соот-
ветствуют: 1 — β = 1; 2 — β = 0,1; 3 —

β = 0,06; 4 — β = 0,04; 5 — β = 0,02
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Тот факт, что моментные функции интенсивности экспоненциально растут внут-

ри слоя, свидетельствуют о наличии явления стохастического волнового парамет-

рического резонанса, аналогичному обычному параметрическому резонансу. Разница

заключается лишь в том, что поскольку в граничных точках моменты интенсивности

асимптотически заданы, экспоненциальный рост моментов интенсивности волнового

поля происходит внутри слоя.

Как было показано выше, для параметра β = 0, все моменты волнового поля,

начиная со второго, для полупространства случайно-неоднородной среды, экспонен-

циально растут с дистанцией, проходимой волной. Ясно, что для малого параметра

β ≪ 1 решение задачи должно иметь сингулярный характер по β, чтобы обратить

решение в нуль при достаточно больших расстояний, пройденной волной.

Можно показать, что для значений параметра β ≪ 1, интенсивности встречных

волн равны друг другу с вероятностью единица и для малых расстояний от границы

решение задачи совпадает с решением, соответствующим стохастическому парамет-

рическому резонансу. .

Для достаточно больших расстояний ξ, а именно

ξ ≫ 4

(
n− 1

2

)
ln

(
n

β

)
,

величины 〈W n(ξ)〉 имеют универсальную пространственную локализационную струк-

туру

〈W n(ξ)〉 ∼= An
1

βn−1/2
ln

(
1

β

)
1

ξ
√
ξ
e−ξ/4.

Таким образом поведение моментов интенсивности встречных волн существенно раз-

лично в трех областях. В первой области, соответствующей стохастическому пара-

метрическому резонансу, моменты экспоненциально нарастают в глубь среды и роль

поглощения волны в среде не существенна. Во второй области роль поглощения наи-

более важна, потому что оно останавливает экспоненциальный рост моментов. И, на-

конец, в третьей области убывание моментных функций интенсивности встречных

волн не зависит от поглощения. Границы этих областей определяются параметром β

и стремятся к бесконечности при β → 0.

12.3.2. Источник плоских волн внутри случайно-неоднородной
среды

Рассмотрим теперь асимптотическое решение задачи об источнике плоских волн

в неограниченном пространстве (L0 → −∞, L → ∞) при условии β → 0. Для вычис-

ления средней интенсивности волнового поля в области x < x0 в этом случае удобно

воспользоваться соотношениями (12.15) и (12.16)

β 〈I(x;x0)〉 =
1

D

∂

∂x
〈S(x;x0)〉 =

1

D

∂

∂x
〈ψ(x;x0)〉 ,

где функция ψ(x;x0)

ψ(x;x0) = exp



−βD

x0∫

x

dξ
|1 +Rξ|2
1 − |Rξ|2



 ,
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и, следовательно, как функция параметра x0, описывается стохастическим уравнени-

ем
∂

∂x0
ψ(x;x0) = −βD |1 +Rx0

|2
1 − |Rx0

|2ψ(x;x0), ψ(x;x) = 1.

Введем функцию

Φ(x;x0;u) = ψ(x;x0)δ(ux0
− u), (12.53)

где величина uL = (1+WL)/(1−WL) описывается стохастической системой уравнений

(12.25). Дифференцируя (12.53) по x0, получаем стохастическое уравнение

∂

∂x0
ϕ(x;x0;u) = −βD

{
u+

√
u2 − 1 cosφx0

}
ϕ(x;x0;u)+

+ βD
∂

∂u

{(
u2 − 1

)
ϕ(x;x0;u)

}
− kε1(x0)

∂

∂u

{√
u2 − 1 sinφx0

ϕ(x;x0;u)
}
. (12.54)

Усредним теперь уравнение (12.54) по ансамблю реализаций случайного процесса

ε1(x0), который, как и ранее, считаем гауссовым дельта-коррелированным процессом

по x0. Используя далее формулу Фурутцу-Новикова (12.21), выражения для вариа-

ционных производных

δϕ(x;x0;u)

δε1(x0)
= −k ∂

∂u

{√
u2 − 1 sinφx0

ϕ(x;x0;u)
}
,

δφx0

δε1(x0)
= k


1 +

ux0√
u2
x0

− 1


 cosφx0

,

и дополнительное усреднение по быстрым осцилляциям (фазе коэффициента отраже-

ния), получаем для функции

Φ(ξ;u) = 〈ϕ(x;x0;u)〉 = 〈ψ(x;x0)δ(ux0
− u)〉 ,

где ξ = D|x− x0|, уравнение

∂

∂ξ
Φ(ξ;u) = −βuΦ(ξ;u) + β

∂

∂u

(
u2 − 1

)
Φ(ξ;u) +

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
Φ(ξ;u), (12.55)

с начальным условием

Φ(0;u) = P (u) = βe−β(u−1).

Среднее значение интенсивности теперь может быть представлена в виде

β 〈I(x;x0)〉 = − ∂

∂ξ

∞∫

1

duΦ(ξ;u) = β

∞∫

1

duuΦ(ξ;u).

В уравнении (12.55) возможно совершить предельный переход β → 0. В результате

получаем более простое уравнение

∂

∂ξ
Φ̃(ξ;u) = −uΦ̃(ξ;u) +

∂

∂u
u2Φ̃(ξ;u) +

∂

∂u
u2 ∂

∂u
Φ̃(ξ;u),

Φ̃(0;u) = e−u.

(12.56)
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Следовательно, локализационное распределение в пространстве средней интенсивно-

сти описывается квадратурой

Φloc(ξ) =

∞∫

1

duuΦ̃(ξ;u),

где

Φloc(ξ) = lim
β→0

β 〈I(x;x0)〉 = lim
β→0

〈I(x;x0)〉
〈I(x0;x0)〉

.

Таким образом, средняя интенсивность волнового поля точечного источника при

β ≪ 1 имеет асимптотическое поведение

〈I(x;x0)〉 =
1

β
Φloc(ξ).

Решение уравнения (12.56) может быть легко получено с помощью интегрального

преобразования Конторовича–Лебедева, и в результате для локализационной кривой

можно получить выражение

Φloc(ξ) = 2π

∞∫

0

dτ τ

(
τ2 +

1

4

)
sinh(πτ)

cosh2(πτ)
e−(τ2+ 1

4)ξ. (12.57)

Для малых значений расстояний ξ, локализационная кривая убывает довольно

быстро по закону

Φloc(ξ) ≈ e−2ξ. (12.58)

Для больших значений ξ (а именно, ξ ≫ π2) она убывает существенно медленнее

по универсальному закону

Φloc(ξ) ≈
π2√π

8

1

ξ
√
ξ
e−ξ/4. (12.59)

График функции (12.57) представлен на рис. 12.8, где для сравнения также приведены

асимптотические кривые (12.58) и (12.59).

Φloc(ξ)

ξ

а

б
в

1 2 3 4 5

0,2

0,4

0,6

0,8

1

Рис. 12.8. График локализационной кривой для источника в неограниченном простран-
стве (12.57) (а). Пунктирные кривые соответствуют асимптотикам на малых (б ) и больших

(в) расстояниях от источника
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Аналогичная ситуация и в случае источника плоских волн, расположенного на

отражающей границе. В этом случае получаем выражение (ξ = D(L− x))

lim
β→0

〈Iref(x;L)〉
〈Iref(L;L)〉 =

1

2
Φloc(ξ). (12.60)

12.4. Численное моделирование

Развитая выше теория основывалась на двух упрощениях – использование прибли-

жения дельта-коррелированности функции ε1(x) (или диффузионного приближения)

и усреднении по быстрым осцилляциям для нахождения медленных (на масштабе

длины волны) изменений статистических характеристик. Метод усреднения по быст-

рым осцилляциям обоснован только для анализа статистических характеристик ко-

эффициента отражения волны от полупространства случайно-неоднородной среды.

Для расчета же статистических характеристик интенсивности волнового поля в среде

обосновать его если и возможно, то очень сложно (этот метод является в большей

степени физическим методом, чем математическим). Численное моделирование точ-

ной задачи позволяет как подтвердить эти упрощения, так и получить ответ в более

сложных ситуациях, в которых мы не имеем аналитических результатов.

Такое численное моделирование, в принципе, можно было бы осуществить пу-

тем многократного решения задачи для различных реализаций параметров среды с

последующим усреднением, полученных решений, по ансамблю реализаций. Однако

такой подход мало перспективен, так для получения значащих результатов требуется

огромное число реализаций параметров среды. Этот подход совершенно непригоден

для реальных физических задач, например, для распространения волн в атмосфере

Земли и океане, где, как правило, имеется всего одна реализация. Более перспективен

подход, основанный на свойстве эргодичности решения краевых задач по отношению

к сдвигу всей задачи вдоль одной реализации функции ε1(x), определенной на полуоси

(L0,∞) (см. рис. 12.9).

L

x

xL0 L0 + ∆ x+ ∆

∆

L+ ∆

ε1(x)

Рис. 12.9. Схема усреднения по параметру сдвига ∆, основанная на свойстве эргодичности
уравнений метода погружения для полупространства случайно-неоднородной среды

На основе такого подхода статистические характеристики вычисляются с помощью

формулы

〈F (L0;x, x0;L)〉 = lim
δ→∞

Fδ(L0;x, x0;L),
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где

Fδ(L0;x, x0;L) =
1

δ

δ∫

0

d∆F (L0 + ∆;x+ ∆, x0 + ∆;L+ ∆).

В задачах связанных с полупространством (L0 → −∞), статистические характери-

стики не зависят от L0, и, следовательно изучаемая задача обладает свойством эрго-

дичности по отношению к параметру L — положению правой границы слоя (который

является переменной в методе погружения), так как он отождествляется в этом слу-

чае с параметром сдвига. Это позволяет при решении уравнений метода погружения

для одной реализации параметров среды одновременно́ получать и все статистические

характеристики ее решения, представляющие непосредственный интерес, с помощью

очевидного равенства

〈F (x, x0;L)〉 =
1

δ

δ∫

0

dξF (ξ, ξ + x0 − x; ξ + (L− x0) + (x0 − x))

для достаточно большого интервала (0, δ). Такой подход позволяет вычислять и такие

статистические характеристики волны, которые современна́я статистическая теория

дать не в состоянии, причем в отсутствие каких-либо дополнительных упрощающих

предположений.

Для слоя конечной толщины задача не является эргодичной по параметру L. Од-

нако, решение такой задачи может быть выражено через два независимых решений

задачи о падении волны на полупространство и, следовательно, она сводится к зада-

чам, эргодичным по параметру L.

В качестве примера приведем расчет задачи о точечном источнике на отражающей

границе x0 = L с краевым условием dG(x, x0;L)/dx|x=L = 0. На рис. 12.10 представлен

результат моделирования величины 〈Iref(x, x0)〉 при β = 0.08и k/D = 25.

1

2

2
〈Iref(x;L)〉
〈Iref(L;L)〉

ξ0

0,5

1,0

1,5

2,0

0,1 0,2 0,3 0,4

Рис. 12.10. Численное моделирование величины 2 〈Iref(x;L)〉 / 〈Iref(L;L)〉. Кривая 1 — лока-
лизационная кривая (12.57), 2 — результат численного моделирования

На этом рисунке видны осцилляции в области ξ = D(L − x) < 0.3, с периодом

колебаний T = 0.13. Для больших значений ξ результаты моделирования хорошо

согласуются с локализационной кривой (12.60).
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Задачи

Задача 12.1. Получить распределение вероятностей для фазы коэффициента отра-

жения при падении плоской волны на полупространство недиссипативной среды [68].

Указание. В этом случае коэффициент отражения имеет структуру

RL = exp{iφL}, где фаза φL описывается уравнением погружения, вытекающим из

уравнения (12.19) на с. 297,

d

dL
φL = 2k + kε1(L) (1 + cosφL) , φL0

= 0. (12.61)

Решение уравнения (12.61) определено на всей оси φL (−∞,∞). Однако, для прило-

жений полезнее знание распределения вероятностей на интервале (−π, π), которое для

полупространства, естественно, не должно зависеть от L. Для получения этого рас-

пределения, удобно вместо фазы волны φL рассматривать функцию zL = tan (φL/2),

имеющую сингулярные точки. Динамическое уравнение для нее имеет вид

d

dL
zL = k

(
1 + z2

L

)
+ kε1(L), zL0

= 0.

Решение. Считая, что случайная функция ε1(L) является гауссовой дельта-кор-

релированной случайной функцией с параметрами (12.18) для плотности вероятно-

стей P (z, L) = 〈δ(zL − z)〉 , определенной на всей оси (-∞,∞), получаем уравнение

Фоккера–Планка

∂

∂L
P (z, L) = −k ∂

∂z

(
1 + z2

L

)
P (z, L) + 2D

∂2

∂z2
P (z, L).

Для полупространства случайно-неоднородной среды (L0 → −∞), соответствующее

«стационарное» (не зависящее от L) решение уравнения Фоккера–Планка P (z) =

limL0→−∞ P (z, L), описывается уравнением

−κ d
dz

(
1 + z2

)
P (z) +

d2

dz2
P (z) = 0, (12.62)

где параметр κ = k/2D, D = k2σ2
ε l0/2.

Решение уравнения (12.62), соответствующее постоянству плотности потока веро-

ятностей, имеет вид

P (z) = J(κ)

∞∫

z

dξ exp

{
−κξ

[
1 +

ξ3

3
+ z(z + ξ)

]}
,

где «стационарное» значение плотности потока вероятностей

J−1(κ) =

√
π

κ

∞∫

0

ξ−1/2dξ exp

{
−κ

(
ξ +

ξ3

12

)}
.

Соответствующее распределение вероятностей для фазы волны в интервале (−π, π)

P (φ) =
1 + z2

2
P (z)

∣∣∣∣∣
z=tang(φ/2)

.
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При κ≫ 1 асимптотически имеем

P (z) =
1

π(1 + z2)
,

что соответствует равномерному распределению фазы коэффициента отражения

P (φ) =
1

2π
, −π < φ < π.

В обратном предельном случае κ≪ 1 мы получаем

P (z) = κ1/3
(

3

4

)1/6 1√
πΓ(1/6)

Γ

(
1

3
,
κz3

3

)
,

где Γ(µ, z) — неполная Гамма функция. При κ|z|3 ≫ 3 и |z| → ∞ отсюда следует, что

P (z) = κ1/3
(

3

4

)1/6 1√
πΓ(1/6)

(
3

κz3

)2/3

.

Задача 12.2. Получить в диффузионном приближении уравнение для плотности

вероятностей коэффициента отражения в случае несогласованной границы.

Решение. Уравнение для плотности вероятностей коэффициента отражения име-

ет вид уравнения Фоккера–Планка (12.24) на с. 298 с коэффициентом диффузии

D(k, l0) =
k2

4

∞∫

−∞

dξBε(ξ) cos (2kξ) =
k2

4
Φε(2k),

где Φε(q) =

∞∫

−∞

dξBε(ξ)e
iqξ — спектральная функция случайного процесса ε1(x). Усло-

вием применимости для него являются условия

D(k, l0)l0 ≪ 1, α =
k

D(k, l0)
≫ 1.

Задача 12.3. Получить уравнение для плотности вероятностей коэффициента от-

ражения в случае согласованной границы.

Указание. Коэффициент отражения для согласованной границы описывается

уравнением Риккати

d

dL
RL = 2ikRL − kγRL +

ξ(L)

2

(
1 −R2

L

)
, RL0

= 0,

где ξ(L) = ε′1(L). Для гауссова процесса с корреляционной функцией Bε(x) случайный

процесс ξ(x) — также гауссов с корреляционной функцией

Bξ(x− x′) =
〈
ξ(x)ξ(x′)

〉
= − ∂2

∂x2
Bε(x− x′).

Решение. Уравнение для плотности вероятностей коэффициента отражения име-

ет вид уравнения Фоккера–Планка (12.24) на с. 298 с коэффициентом диффузии

D(k, l0) =
k2

4
Φε(2k).

О ч е р к 13

КАУСТИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА ВОЛНОВОГО ПОЛЯ В
СЛУЧАЙНО-НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

При распространении волн в среде со случайными крупномасштабными (по срав-

нению с длиной волны) неоднородностями из-за эффекта многократного рассеяния

вперед флуктуации волнового поля быстро нарастают с расстоянием. Начиная с неко-

торого расстояния становятся непригодными расчеты по теории возмущений в той или

иной ее форме (область сильных флуктуаций). Сильные флуктуации интенсивности

могут возникать при распространении радиоволн через ионосферу, солнечную коро-

ну или межзвездную среду, при просвечивании атмосферы планет во время покрытия

ими естественных или искусственных источников излучения и в ряде других случаев.

Ниже, следуя [2,3,69,70], мы рассмотрим описание процесса распространения волн

в случайно-неоднородных средах в рамках параболического уравнения квазиоптики

на основе приближения дельта-коррелированных флуктуаций параметров среды.

13.1. Исходные стохастические уравнения и некоторые

их следствия

Распространение монохроматической волны в среде с крупномасштабными неодно-

родностями будем описывать комплексным скалярным параболическим уравнением:

∂

∂x
u(x,R) =

i

2k
∆Ru(x,R) + i

k

2
ε(x,R)u(x,R), (13.1)

где через функцию ε(x,R) обозначена флуктуирующая часть диэлектрической про-

ницаемости или показателя преломления (отклонение от единицы), ось x выбрана

в направлении первоначального распространения волны, а через R обозначены коор-

динаты в поперечной плоскости. Начальным условием к уравнению (13.1) является

условие

u(0,R) = u0(R). (13.2)

Так как уравнение (13.1) является уравнением первого порядка по x с начальным

условием (13.2) при x = 0, то для этого уравнения выполняется условие причинности

по x (координата x играет роль времени), т. е. имеет место соотношение

δu(x,R)

δε(x′,R′)
= 0 при x′ < 0, x′ > x. (13.3)

Для вариационной производной при x = x′ получаем стандартным путем равенство

δu(x,R)

δε(x − 0,R′)
=
ik

2
δ
(
R− R′)u(x,R). (13.4)

319
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Рассмотрим теперь статистическое описание волнового поля. Будем считать, что

случайное поле ε(x,R) является гауссовым однородным и изотропным полем с пара-

метрами

〈ε(x,R)〉 = 0, Bε(x− x′,R − R′) =
〈
ε(x,R)ε(x′,R′)

〉
.

Как отмечалось выше, поле u(x,R) функционально зависит лишь от предшествую-

щих значений ε(x,R). Однако может существовать статистическая связь между u(x,R)

и последующими значениями ε(x1,R) (x1 > x), так как значения ε(x′,R′) при x′ < x

коррелированны со значениями ε(ξ,R) при ξ > x. Ясно, что корреляция поля u(x,R)

с последующими значениями ε(x′,R′) заметна при x′ − x ∼ l‖, где l‖ — продольный

радиус корреляции поля ε(x,R). В то же время характерный радиус корреляции поля

u(x,R) по продольному направлению имеет величину порядка x). Поэтому в рассмат-

риваемой задаче существует малый параметр l‖/x, который может быть использован

для построения приближенного решения.

В первом приближении можно положить l‖/x→ 0. В этом случае значения полей

u(ξi,R) при ξi < x будут не только функционально, но и статистически независимы

от значений ε(ηj ,R) при ηj > x. Это эквивалентно аппроксимации корреляционной

функции поля ε(x,R) дельта-функцией в продольном направлении, т. е. замене кор-

реляционной функции на «эффективную»:

Bε(x,R) = δ(x)A(R), A(R) =

∞∫

−∞

dxBε(x,R). (13.5)

В рамках этого приближения получим уравнения для моментных функций:

Mmn(x;R1, · · · ,Rm;R′
1, · · · ,R′

n) =

〈
m∏

p=1

n∏

q=1

u (x;Rp)u
∗
(
x;R′

q

)〉
, (13.6)

которые для m = n обычно называются функциями когерентности порядка 2n.

Дифференцируя функцию (13.6) по x и используя уравнение (13.1), а также ком-

плексно-сопряженное к нему, получаем уравнение

∂

∂x
Mmn(x;R1, · · · ,Rm;R′

1, · · · ,R′
n) =

=
i

2k




m∑

p=1

∆Rp
−

n∑

q=1

∆R′
q


Mmn(x;R1, · · · ,Rm;R′

1, · · · ,R′
n) +

+ i
k

2

〈


m∑

p=1

ε(x,Rp) −
n∑

q=1

ε(x,R′
q)





m∏

p=1

n∏

q=1

u (x;Rp) u
∗ (x;Rq)



〉
. (13.7)

Для расщепления корреляции в правой части (13.7) воспользуемся формулой Фу-

рутцу–Новикова, которая в данной задаче в приближении дельта-коррелированных

флуктуаций параметров среды, описываемых эффективной корреляционной функци-
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ей (13.5), принимают вид

〈ε(x,R)u (x;Rp)〉 =
1

2

∫
dR′A(R−R′)

〈
δu (x;Rp)

δε(x− 0,R′)

〉
,

〈
ε(x,R)u∗

(
x;R′

q

)〉
=

1

2

∫
dR′A(R −R′)

〈
δu∗

(
x;R′

q

)

δε(x − 0,R′)

〉
.

(13.8)

Учитывая теперь равенство (13.4) и комплексно сопряженному к нему, мы приходим

к замкнутому уравнению для моментной функции волнового поля:

∂

∂x
Mmn(x;R1, · · · ,Rm;R′

1, · · · ,R′
n) =

=
i

2k




m∑

p=1

∆Rp
−

n∑

q=1

∆R′
q


Mmn(x;R1, · · · ,Rm;R′

1, · · · ,R′
n) −

− k2

8
Q(R1, · · · ,Rm;R′

1, · · · ,R′
n)Mmn(x;R1, · · · ,Rm;R′

1, · · · ,R′
n), (13.9)

где

Q(R1, · · · ,Rm;R′
1, · · · ,R′

n) =

=
m∑

i=1

m∑

j=1

A (Ri − Rj) − 2
m∑

i=1

n∑

j=1

A
(
Ri − R′

j

)
+

n∑

i=1

n∑

j=1

A
(
R′
i − R′

j

)
. (13.10)

Также можно получить и уравнение для характеристического функционала слу-

чайного поля u(x,R), которое будет линейным уравнением в вариационных производ-

ных.

Выпишем уравнения для среднего поля 〈u(x,R)〉, функции когерентности второго

порядка

Γ2(x,R,R
′) =

〈
γ2(x,R,R

′)
〉
, γ2(x,R,R

′) = u(x,R)u∗(x,R′),

и функции когерентности четвертого порядка

Γ4(x,R1,R2,R
′
1R

′
2) =

〈
u(x,R1)u (x,R2)u

∗(x,R′
1)u

∗(x,R′
2)
〉
,

вытекающие из (13.9) и (13.10) при m = 1, n = 0; m = n = 1 и m = n = 2:

∂

∂x
〈u(x,R)〉 =

i

2k
∆R 〈u(x,R)〉 − k2

8
A(0) 〈u(x,R)〉 , 〈u(0,R)〉 = u0(R), (13.11)

∂

∂x
Γ2(x,R,R

′) =
i

2k
(∆R − ∆R′) Γ2(x,R,R

′) − k2

4
D(R − R1)Γ2(x,R,R

′),

Γ2(0,R,R
′) = u0(R)u∗0(R

′), (13.12)
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∂

∂x
Γ4(x,R1,R2,R

′
1,R

′
2) =

i

2k

(
∆R1

+ ∆R2
− ∆R′

1
− ∆R′

2

)
Γ4(x,R1,R2,R

′
1,R

′
2) −

− k2

8
Q(R1,R2,R

′
1,R

′
2)Γ4(x,R1,R2,R

′
1,R

′
2),

Γ4(0,R1,R2,R
′
1,R

′
2) = u0(R1)u0 (R2) u

∗
0(R

′
1)u

∗
0(R

′
2), (13.13)

где введены новые функции

D(R) = A(0) −A(R),

Q(R1,R2,R
′
1,R

′
2) = D(R1 − R′

1) +D(R2 − R′
2) +D(R1 − R′

2) +

+D(R2 − R′
1) −D(R2 − R1) −D(R′

2 − R′
1),

связанные со структурной функцией случайного поля ε(x,R).

Уравнение (13.12) для новых переменных

R → R +
1

2
ρ, R′ → R− 1

2
ρ

можно переписать в виде

(
∂

∂x
− i

k
∇R∇ρ

)
Γ2(x,R,ρ) = −k

2

4
D(ρ)Γ2(x,R,ρ),

Γ2(0,R,ρ) = γ0(R,ρ) = u0

(
R +

1

2
ρ

)
u∗0

(
R− 1

2
ρ

)
.

(13.14)

Уравнения (13.11) и (13.14) легко решаются для произвольной функции D(ρ)

и произвольных начальных условий. Так, для среднего волнового поля получаем вы-

ражение

〈u(x,R)〉 = u0(x,R)e−γx/2, (13.15)

где u0(x,R) — решение задачи в отсутствие флуктуаций параметров среды:

u0(x,R) =

∫
dR′g(x,R −R′)u0(R

′).

Функция g(x,R) при этом

g
(
x,R;x′,R′) = exp

(
i(x− x′)

2k
∆R

)
δ
(
R − R′) =

=
k

2πi(x− x′)
exp

(
ik (R− R′)2

2(x− x′)

)
(13.16)

при x > x′ представляет собой функцию Грина для уравнения (13.1) в отсутствие

неоднородностей, а величина γ =
k2

4
A(0) — коэффициент экстинции.
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Соответственно для функции когерентности второго порядка имеем

Γ2(x,R,ρ) =

∫
dq γ0

(
q,ρ − q

x

k

)
exp




iqR − k2

4

x∫

0

dξ D

(
ρ − q

ξ

k

)

 , (13.17)

где

γ0 (q,ρ) =
1

(2π)2

∫
dR γ0(R,ρ)e−iqR.

Дальнейший анализ задачи зависит от вида начальных условий к уравнению (13.1)

и характера флуктуаций поля ε(x,R). В практических исследованиях обычно рас-

сматриваются начальные условия трех типов:

• плоская падающая волна, соответствующая u0(R) = u0;

• сферическая расходящая волна, соответствующая u0(R) = δ(R);

• падающий волновой пучок.

Для падающего волнового пучка распределение поля в начальном сечении имеет

вид

u0(R) = u0 exp

{
−R2

2a2
+ i

kR2

2F

}
, (13.18)

где a — эффективная ширина пучка, F — расстояние до центра излучения (если

F = ∞, то в свободном пространстве пучок коллимированный, если же F < 0, то

в свободном пространстве пучок сфокусирован на расстоянии x = |F |).
Для случая плоской падающей волны, когда

u0(R) = u0 = const, γ0(R,ρ) = |u0|2, γ0 (q,ρ) = |u0|2δ(q),

выражения (13.15) и (13.17) существенно упрощаются и принимают вид

〈u(x,R)〉 = u0e
−γx/2, Γ2(x,R,ρ) = |u0|2e−k

2xD(ρ)/4, (13.19)

не зависящий от эффекта дифракции плоской волны в случайно-неоднородной среде.

В этом случае D (ρ) = D (ρ). При этом в плоскости, перпендикулярной направлению

распространения волны, появляется новый статистический масштаб ρcog, определяе-

мый из условия
1

4
k2xD (ρcog) = 1, (13.20)

называемый радиусом когерентности поля u(x,R). Радиус когерентности зависит от

длины волны, дистанции, пройденной волной, и статистических параметров среды.

Для волнового пучка (13.18) функция

γ0(q,ρ) =
|u0|2a2

4π
exp

{
−1

4

[
ρ

2

a2
+

(
kρ

F
− q

)2

a2

]}
,
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и, например, для турбулентной атмосферы, для которой структурная функция D(R)

описывается законом Колмогорова–Обухова:

D(R) = NC2
εR

5/3 (Rmin ≪ R≪ Rmax),

где численная постоянная N = 1,46, а C2
ε — структурная характеристика флуктуа-

ций диэлектрической проницаемости, зависящая от внешних параметров среды, для

средней интенсивности в пучке

〈I(x,R)〉 = Γ2(x,R, 0)

получаем выражение

〈I(x,R)〉 =
2|u0|2k2a4

x2g2(x)

∞∫

0

dt J0

(
2kaRt

xg(x)

)
exp

{
−t2 − 3πN

32
C2
εk

2x

(
2a

g(x)

)5/3

t5/3
}
,

где

g(x) =

√

1 + k2a4

(
1

x
+

1

F

)2

,

а J0(t) — функция Бесселя. Эта формула неоднократно проверялась эксперименталь-

но для условий турбулентной атмосферы, и было получено хорошее совпадение экс-

периментальных данных с этой теоретической зависимостью.

Уравнение (13.13) для функции когерентности четвертого порядка уже нельзя ре-

шить в аналитическом виде, и для ее анализа требуются либо численные, либо прибли-

женные методы. Эта функция описывает флуктуации интенсивности и, в частности,

для совпадающих поперечных координат — ее дисперсию.

Для плоской падающей волны после введения новых поперечных координат

R̃1 = R′
1 − R1 = R2 − R′

2, R̃2 = R′
2 − R1 = R2 − R′

1,

уравнение (13.13) упрощается и принимает вид (тильду не пишем)

∂

∂x
Γ4(x,R1,R2) =

i

k

∂2

∂R1∂R2
Γ4(x,R1,R2) −

k2

4
F (R1,R2)Γ4(x,R1,R2), (13.21)

где

F (R1,R2) = 2D(R1) + 2D(R2) −D(R1 + R2) −D(R1 −R2).

Асимптотика решения для этого уравнения будет приведена в п. 13.3.1 на с. 338.
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13.2. Амплитудно-фазовые флуктуации волнового поля

(метод плавных возмущений)

Рассмотрим теперь статистическое описание амплитудно-фазовых флуктуаций вол-

ны.

Введем амплитуду и фазу волнового поля, а также комплексную фазу волны по

формуле

u(x,R) = A(x,R)eiS(x,R) = eφ(x,R),

где

φ(x,R) = χ(x,R) + iS(x,R),

χ(x,R) = lnA(x,R) — уровень амплитуды волны, a S(x,R) — флуктуации фазы

волны относительно фазы падающей волны kx. Исходя из параболического уравнения

(13.1), можно получить для комплексной фазы нелинейное уравнение так называемого

метода плавных возмущений Рытова (МПВ):

∂

∂x
φ(x,R) =

i

2k
∆Rφ(x,R) +

i

2k
[∇Rφ(x,R)]2 + i

k

2
ε(x,R). (13.22)

Для случая плоской падающей волны, который и будет рассматриваться в даль-

нейшем, без ограничения общности можно считать, что u0(R) = 1 и, следовательно,

φ(0,R) = 0.

Разделяя в уравнении (13.22) действительную и мнимую части, получаем

∂

∂x
χ(x,R) +

1

2k
∆RS(x,R) +

1

k
[∇Rχ(x,R)] [∇RS(x,R)] = 0, (13.23)

∂

∂x
S(x,R) − 1

2k
∆Rχ(x,R) − 1

2k
[∇Rχ(x,R)]2 +

1

2k
[∇RS(x,R)]2 =

k

2
ε(x,R).

(13.24)

С помощью уравнения (13.23) можно получить уравнение для интенсивности волны

I(x,R) = e2χ(x,R) в виде

∂

∂x
I(x,R) +

1

k
∇R [I(x,R)∇RS(x,R)] = 0. (13.25)

Если функция ε(x,R) достаточно мала, то для решения уравнений (13.23) и (13.24)

можно построить итерационные ряды по полю ε(x,R). При этом так называемому

первому приближению МПВ Рытова соответствуют гауссовы поля χ(x,R), S(x,R),

статистические характеристики которых определяются из статистического усредне-

ния соответствующих итерационных рядов. Так, вторые моменты (в том числе и дис-

персии) этих полей определяются из линеаризированной системы уравнений (13.23)

и (13.24), т. е. системы уравнений

∂

∂x
χ0(x,R) = − 1

2k
∆RS0(x,R),

∂

∂x
S0(x,R) =

1

2k
∆Rχ0(x,R) +

k

2
ε(x,R),

(13.26)
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а средние значения определяются из непосредственного усреднения уравнений (13.23)

и (13.24). Такое амплитудно–фазовое описание волнового поля в случайно-неоднород-

ной среде впервые было использовано более 50 лет назад в работе А.М. Обухова [71]

(см., также, [72]), в которой он впервые учел дифракционные эффекты при распро-

странении волн в случайных средах в рамках теории возмущений. Ранее аналогичные

исследования проводились в приближении геометрической оптики (акустики). Мето-

дика, предложенная в этой работе, не потеряла своей актуальности и в настоящее

время. Она является основным математическим аппаратом для различных техниче-

ских приложений. Однако, как было позднее обнаружено экспериментально в рабо-

тах [73, 74], флуктуации волнового поля быстро нарастают с расстоянием из-за эф-

фекта многократного рассеяния вперед. Начиная с некоторого расстояния, становятся

непригодными расчеты по теории возмущений в той или иной ее форме (область силь-

ных флуктуаций).

Линейная система уравнений (13.26) может быть решена с помощью преобразо-

вания Фурье по поперечной координате. Вводя фурье-образы всех полей, а также

фурье-образ случайного поля ε(x,R) по формулам

χ0(x,R) =

∫
dqχ0

q(x)eiqR, χ0
q(x) =

1

(2π)2

∫
dRχ0(x,R)e−iqR;

S0(x,R) =

∫
dqS0

q(x)eiqR, S0
q(x) =

1

(2π)2

∫
dRS0(x,R)e−iqR;

ε(x,R) =

∫
dq εq(x)eiqR, εq(x) =

1

(2π)2

∫
dR ε(x,R)e−iqR,

(13.27)

получаем решение системы уравнений (13.26) в виде

χ0
q(x) =

k

2

x∫

0

dξ εq(ξ) sin
q2

2k
(x− ξ), S0

q(x) =
k

2

x∫

0

dξ εq(ξ) cos
q2

2k
(x− ξ). (13.28)

При вычислении конкретных интегралов, связанных со случайным полем ε(x,R),

трехмерная спектральная функции которого описываются формулой

Φε(q1,q) =
1

(2π)3

∞∫

−∞

dx

∫
dRBε(x,R)e−iq1x−iqR, (13.29)

легко получить и корреляционную функцию случайного гауссова поля εq(x).

В самом деле, для дельта-коррелированного приближения случайного поля ε(x,R)

связь между корреляционной и спектральной функциями имеет вид

Bε(x1 − x2,R1 − R2) = 2πδ(x1 − x2)

∫
dqΦε(0,q)eiq(R1−R2). (13.30)

Умножая теперь равенство (13.30) на (2π)−4 exp (−i (q1R1 + q2R2)) и интегрируя по

R1 и R2, с учетом определения (13.27) и получаем искомое равенство

〈εq1
(x1)εq2

(x2)〉 = 2πδ(x1 − x2)δ(q1 + q2)Φε(0,q1). (13.31)
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Отметим, что если поле ε(x,R) отлично от нуля только в конечном слое (0, ∆x),

а при x > ∆x поле ε(x,R) = 0, то вместо формулы (13.31) получаем выражение

〈εq1
(x1)εq2

(x2)〉 = 2πδ(x1 − x2)θ(∆x− x)δ(q1 + q2)Φε(0,q1). (13.32)

Если рассмотреть флуктуации поля ε(x,R), вызываемые турбулентными пульса-

циями температуры в атмосфере Земли, то в значительном интервале волновых чисел

трехмерная спектральная плотность имеет вид

Φε(q) = AC2
ε q

−11/3 (qmin ≪ q ≪ qmax), (13.33)

где A = 0,033 — численная постоянная, C2
ε — структурная характеристика флуктуа-

ций диэлектрической проницаемости, зависящая от внешних параметров среды. В ря-

де случаев интегралы, описывающие статистические характеристики амплитудно-

фазовых флуктуаций волнового поля и содержащие спектральную функцию

вида (13.33), расходятся. В этом случае используется феноменологическая спектраль-

ная функция вида

Φε(q) = Φε(q) = AC2
ε q

−11/3 exp
(
−q2/κ2

m

)
, (13.34)

где κm — волновое число, соответствующее микромасштабу турбулентности [32,33].

Статистические свойства амплитудных флуктуаций в рассматриваемом прибли-

жении для среды, занимающей конечную часть пространства ∆x, описываются дис-

персией уровня амплитуды, т. е. параметром

σ2
0(x) =

〈
χ2

0(x,R)
〉
,

для которого, согласно формулам (13.28) и (13.31), имеем

σ2
0(x) =

∫ ∫
dq1dq2

〈
χ0

q1
(x)χ0

q2
(x)
〉

exp (i(q1 + q2)R) =

=
π2k2∆x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 − k

q2∆x

[
sin

q2x

k
− sin

q2(x− ∆x)

k

]}
. (13.35)

Чтобы найти среднее значение уровня амплитуды, воспользуемся уравнением (13.25).

Для плоской падающей волны, усредняя это уравнение по ансамблю реализаций поля

ε(x,R), получаем равенство

〈I(x,R)〉 = 1,

которое можно переписать в виде

〈I(x,R)〉 = 〈exp (2χ0(x,R))〉 = exp
(
2 〈χ0(x,R)〉 + 2σ2

0(x)
)

= 1.

Следовательно, в первом приближении МПВ

〈χ0(x,R)〉 = −σ2
0(x).
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Условиями применимости первого приближения МПВ является, очевидно, условие

σ2
0(x) ≪ 1.

Что касается дисперсии интенсивности волны, которая называется индексом мер-

цания, то для нее в первом приближения МПВ имеем

β0(x) =
〈
I2(x,R)

〉
− 1 =

〈
e4χ0(x,R)

〉
− 1 ≈ 4σ2

0(x). (13.36)

Cледовательно, одноточечное распределение вероятностей поля χ(x,R) в этом

приближении имеет вид

P (x;χ) =

√
2

πβ0(x)
exp

{
− 2

β0(x)

(
χ+

1

4
β0(x)

)2
}
.

Таким образом, интенсивность волнового поля является логарифмически-нормаль-

ным случайным полем, и его одноточечная плотность вероятностей определяется вы-

ражением

P (x; I) =
1

I
√

2πβ0(x)
exp

{
− 1

2β0(x)
ln2
(
Ieβ0(x)/2

)}
. (13.37)

При статистическом анализе обычно рассматриваются два предельных асимпто-

тических случая.

Первый случай соответствует предположению ∆x ≪ x и называется случайным

фазовым экраном. В этом случае волна после прохождения тонкого слоя флуктуи-

рующей среды распространяется далее в пустом пространстве. В тонком слое сре-

ды имеются только фазовые флуктуации волнового поля, которые в дальнейшем при

распространении в свободном пространстве трансформируются в амплитудные флук-

туации в силу нелинейности уравнений (13.23), (13.24).

Второй случай соответствует непрерывной среде, т. е. условию ∆x = x.

Рассмотрим эти случаи подробнее для слабых флуктуаций волнового поля.

13.2.1. Случайный фазовый экран (∆x ≪ x)

В этом случае дисперсия уровня амплитуды описывается выражением, вытекаю-

щим из (13.35):

σ2
0(x) =

π2k2∆x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 − cos

q2x

k

}
. (13.38)

Если флуктуации поля ε(x,R) вызваны турбулентными пульсациями среды, то

функция Φε(q) описывается формулой (13.33) и интеграл (13.35) легко вычисляется.

В результате получаем выражение

σ2
0(x) = 0,144C2

ε k
7/6x5/6∆x, (13.39)

и, следовательно, индекс мерцания

β0(x) = 0,563C2
ε k

7/6x5/6∆x. (13.40)
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Что касается фазовых флуктуаций, то непосредственный физический интерес пред-

ставляет величина, описывающая угол прихода волны в точку (x,R):

α(x,R) =
1

k
∇RS(x,R).

Для ее дисперсии, аналогично выводу формулы (13.38), получаем формулу

〈
α2(x,R)

〉
=
π2∆x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 + cos

q2x

k

}
.

13.2.2. Случай непрерывной среды (∆x = x)

В этом случае дисперсия уровня амплитуды описывается формулой

σ2
0(x) =

π2k2x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 − k

q2x
sin

q2x

k

}
, (13.41)

а параметры σ2
0(x) и β0(x) для турбулентных пульсаций среды описываются выраже-

ниями

σ2
0(x) = 0,077C2

ε k
7/6x11/6, β0(x) = 0,307C2

ε k
7/6x11/6. (13.42)

Дисперсия угла прихода волны в точку (x,R) в этом случае описывается формулой

〈
α2(x,R)

〉
=
π2x

2

∞∫

0

dq qΦε(q)

{
1 +

k

q2x
sin

q2x

k

}
. (13.43)

Аналогичным образом можно исследовать и дисперсию градиента уровня ампли-

туды. При этом приходится считать, что спектральная функция Φε(q) описывается

формулой (13.33). При условии что так называемый волновой параметр (см., на-

пример, [32, 33]) D(x) = κ2
mx/k ≫ 1, для дисперсии градиента уровня амплитуды

q = ∇Rχ(x,R),

σ2
q(x) =

〈
[∇Rχ(x,R)]2

〉
,

получаем выражение для турбулентной среды, занимающей все пространство:

σ2
q(x) =

k2π2x

2

∞∫

0

dq q3Φε(q)

{
1 − k

q2x
sin

q2x

k

}
=

1.476

L2
f (x)

D1/6(x)β0(x), (13.44)

где введен естественный масштаб длины в плоскости x = const, не зависящий от

параметров среды, — размер первой зоны Френеля Lf (x) =
√
x/k, определяющий

размер переходной области свет–тень при дифракции на краю непрозрачного экрана

(см., например, [32, 33]).

Условием справедливости первого приближения МПВ для амплитудных флуктуа-

ций в общем случае является условие

σ2
0(x) ≪ 1.
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Область флуктуаций амплитуды, в которой выполняется это неравенство, называ-

ется областью слабых флуктуаций. В области, где σ2
0(x) ≥ 1 (называемой обла-

стью сильных флуктуаций), необходимо изучать полную нелинейную систему урав-

нений (13.23), (13.24).

Что касается флуктуаций угла прихода волны в точку наблюдения, связанных

с флуктуациями величины α(x,R) = k−1∇RS(x,R), то они хорошо описываются

первым приближением МПВ даже для больших значений параметра σ0(x).

Отметим, что приближение дельта-коррелированного случайного поля ε(x,R) для

уравнения (13.1) практически не накладывает ограничения на амплитудные флук-

туации, и, следовательно, уравнения для моментов поля u(x,R), полученные выше,

справедливы и в области сильных флуктуаций амплитуды. Анализ статистических

характеристик интенсивности волнового поля в этом случае будет проведен в следу-

ющем разделе.

13.3. Континуальная запись решения задачи

Рассмотрим теперь статистическое описание характеристик волнового поля в сре-

де со случайными неоднородностями, основанное на использовании функциональной

записи решения задачи.

Для описания процесса распространения волны в неоднородной среде будем ис-

ходить, как и ранее, из параболического уравнения (13.1) на с. 319, решение которо-

го можно представить в операторной форме или в виде континуального интеграла,

используя метод предложенный Е.С. Фрадкиным в квантовой теории поля [75–77]

(см. также [2, 3, 69]).

Для этого рассмотрим вместо (13.1) более сложное уравнение, содержащее произ-

вольную детерминированную векторную функцию v(x):

∂

∂x
Φ(x,R) =

i

2k
∆RΦ(x,R) + i

k

2
ε(x,R)Φ(x,R) + v(x)∇RΦ(x,R),

Φ(0,R) = u0(R).

(13.45)

Тогда решению параболического уравнения (13.1) соответствует равенство

u(x,R) = Φ(x,R)
∣∣∣
v(x)=0

. (13.46)

Для вариационной производной δΦ(x,R)/δv(x − 0) стандартным путем получаем

выражение
δΦ(x,R)

δv(x − 0)
= ∇RΦ(x,R), (13.47)

и уравнение (13.45) можно переписать в виде

∂

∂x
Φ(x,R) =

i

2k

δ2Φ(x,R)

δv2(x− 0)
+ i

k

2
ε(x,R)Φ(x,R) + v(x)∇RΦ(x,R). (13.48)
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Будем искать решение уравнения (13.47) в виде

Φ(x,R) = exp




i

2k

x−0∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)



ϕ(x,R). (13.49)

Оператор, стоящий в экспоненте (13.49), перестановочен с функцией v(x), и, следо-

вательно, для функции ϕ(x,R) получаем уравнение первого порядка:

∂

∂x
ϕ(x,R) = i

k

2
ε(x,R)ϕ(x,R) + v(x)∇Rϕ(x,R), ϕ(0,R) = u0(R), (13.50)

решение которого, как функционал от v(ξ), выглядит следующим образом:

ϕ(x,R) = ϕ [x,R;v(ξ)] = u0



R +

x∫

0

dξ v(ξ)



 exp




i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)







.

(13.51)

Следовательно, с учетом равенств (13.49) и (13.46) получаем операторную запись ре-

шения параболического уравнения (13.1) в виде

u(x,R) = exp




i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)



×

× u0



R +

x∫

0

dξ v(ξ)



 exp




i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dηv(η)








∣∣∣∣∣∣∣
v(x)=0

. (13.52)

В случае плоской падающей волны u0(R) = u0 и формула (13.52) упрощается:

u(x,R) = u0 exp





i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)




 exp





i
k

2

x∫

0

dξ ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)









∣∣∣∣∣∣∣
v(x)=0

.

(13.53)

Рассмотрим теперь формально уравнение (13.50) как стохастическое, где функцию

v(x) будем теперь считать «гауссовой» случайной векторной функцией со средним

значением, равным нулю, и мнимой «корреляционной» функцией:

〈
vi(x)vj(x

′)
〉

=
i

k
δijδ(x− x′). (13.54)

Легко видеть, что все формулы, справедливые для обычных гауссовых случайных

процессов, верны и в этом случае.

Усредняя уравнение (13.50) по ансамблю реализаций случайного процесса v(x),

мы для среднего значения 〈ϕ(x,R)〉v получаем уравнение, совпадающее с уравнени-

ем (13.1). Таким образом, решение параболического уравнения (13.1) допускает веро-

ятностную интерпретацию, а именно: его можно формально записать в виде средней

величины:

u(x,R) = 〈ϕ [x,R;v(ξ)]〉v . (13.55)
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Это равенство можно записать в виде феймановского континуального интеграла:

u(x,R) =

∫
Dv(x)u0



R +

x∫

0

dξ v(ξ)



 ×

× exp





i
k

2

x∫

0

dξ


v2(ξ) + ε


ξ,R +

x∫

ξ

dη v(η)











, (13.56)

где интегральная мера

Dv(x) =

x∏
ξ=0

dv(ξ)

∫
· · ·

∫ x∏

ξ=0

dv(ξ) exp




i
k

2

x∫

0

dξ v2(ξ)






.

Представления (13.52) и (13.55) эквивалентны. В самом деле, рассматривая реше-

ние уравнения (13.50) как функционал случайного процесса v(ξ), равенство (13.55)

можно переписать в виде цепочки равенств:

u(x,R) = 〈ϕ [x,R;v(ξ) + y(ξ)]〉v
∣∣∣
y=0

=

=

〈
exp





x∫

0

dξ v(ξ)
δ

δy(ξ)





〉

v

ϕ [x,R;y(ξ)]

∣∣∣∣∣∣
y=0

=

= exp





i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δy2(ξ)




ϕ [x,R;y(ξ)]

∣∣∣∣∣∣
y=0

,

и, следовательно, в операторном виде (13.52).

Исходя из полученных представлений волнового поля, легко получить явные вы-

ражения как для среднего поля, так и для функции когерентности второго порядка,

полученные ранее из стохастического уравнения. В этом смысле для вычисления ука-

занных величин данные методы можно считать эквивалентными. Представляется, од-

нако, существенным, что с помощью операторного метода (или континуального инте-

грала) мы можем выписывать выражения для таких величин, которые не могут быть

описаны замкнутыми уравнениями (например, выражения, связанные с флуктуаци-

ями интенсивности волны). Так, можно получить замкнутое уравнение для функции

когерентности четвертого порядка:

Γ4(x;R1,R2,R3,R4) = 〈u(x,R1)u(x,R2)u
∗(x,R3)u

∗(x,R4)〉 ,

с помощью которого затем найти величину
〈
I2(x,R)

〉
, полагая в решении R1 = R2 =

R3 = R4 = R. Однако решить аналитически это уравнение не представляется воз-

можным, и оно содержит много лишних (для нахождения
〈
I2(x,R)

〉
) параметров, в то

время как запись величины в виде континуального интеграла этих параметров не со-

держит. Поэтому такая запись решения задачи может быть полезна для изучения
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асимптотических характеристик любых моментов и, следовательно, распределения

вероятностей для интенсивности волнового поля. Кроме того, в ряде случаев пред-

ставление поля в операторном виде позволяет найти соответствующие средние харак-

теристики технически проще по сравнению с изучением соответствующих уравнений.

Так, если мы захотим, например, вычислить величину

〈ε(y,R1)I(x,R)〉 (y < x),

то, если исходить из уравнения (13.1), следует составить дифференциальное уравне-

ние для величины ε(y,R1)u(x,R2)u
∗(x,R3) при y < x, усреднить его по ансамблю

реализаций поля ε(x,R), установить граничное условие для величины

〈ε(y,R1)u(x,R2)u
∗(x,R3)〉

при x = y, решить полученное уравнение с соответствующим граничным условием,

а уже затем положить R2 = R3 = R. В то же время вычисление этой величины

с помощью представления в операторном виде мало чем отличается от вычисления

величины 〈ψψ∗〉, рассмотренного выше.

Перейдем теперь к анализу асимптотического поведения флуктуаций интенсивно-

сти плоской волны в области сильных флуктуаций в случайно-неоднородной среде

следуя [78] (см. также [2, 3]).

13.3.1. Асимптотический анализ флуктуаций интенсивности
плоской волны

Рассмотрим статистический момент поля u(x,R) :

Mnn(x,R1, · · · ,R2n) =

〈
n∏

k=1

u(x,R2k−1)u
∗(x,R2k)

〉
. (13.57)

В приближении дельта-коррелированного случайного поля ε(x,R) моментная функ-

ция Mnn(x,R1, · · · ,R2n) удовлетворяет уравнению (13.9) на с. 321 при n = m, которое

для плоской падающей волны в переменных Rk записывается в виде уравнения с на-

чальным условием:

(
∂

∂x
− i

2k

2n∑

l=1

(−1)l+1∆Rl

)
Mnn(x,R1, · · · ,R2n) =

=
k2

8

2n∑

l,j=1

(−1)l+jD(Rl − Rj)Mnn(x,R1, · · · ,R2n), (13.58)

где функция D(R) описывается формулой

D(R) = A(0) −A(R) = 2π

∫
dqΦε(0,q) [1 − cos(qR)] , (13.59)

а Φε(0,q) — трехмерный спектр поля ε(x,R) от двумерного вектора q.
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Используя запись поля u(x,R) в виде континуального интеграла (13.56), усредняя

по полю ε(x,R), получаем выражение для Mnn(x,R1, · · · ,R2n) в виде

Mnn(x,R1, · · · ,R2n) =

∫
· · ·
∫
Dv1(ξ) · · ·Dv2n(ξ) ×

× exp





ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1

x∫

0

dξ v2
j (ξ) −

− k2

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1

x∫

0

dξ D


Rj − Rl +

x∫

ξ

dx′
[
vj(x

′) − vl(x
′)
]







. (13.60)

Формулу (13.60) можно также получить, решая уравнение (13.58) непосредственно

методом, описанным выше. Формулу (13.60) можно записать в операторной форме:

Mnn(x,R1, · · · ,R2n) =
2n∏

l=1

exp





i

2k
(−1)l+1

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)




×

× exp




−k
2

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1

x∫

0

dx′D


Rj − Rl +

x∫

x′

dξ [vj(ξ) − vl(ξ)]








v=0

. (13.61)

Если теперь совместить точки R2k−1 = R2k, то функция Mnn(x,R1, · · · ,R2n) пе-

рейдет в функцию

〈
n∏

k=1

I(x,R2k−1)

〉
, описывающую корреляционные характеристики

интенсивности волны. Если же теперь положить все Rl = R, то функция

Mnn(x,R, · · · ,R) = Γ2n(x,R) = 〈In(x,R)〉

будет описывать n-й момент интенсивности волнового поля.

Прежде чем обсуждать асимптотику функций Γ2n(x,R) для случая непрерывной

случайной среды, рассмотрим более простую задачу о флуктуациях волнового поля

за случайным фазовым экраном.

Случайный фазовый экран

Пусть имеется слой неоднородной среды, толщина которого настолько мала, что

волна при прохождении через слой приобретает только случайный набег фазы

S(R) =
k

2

∆x∫

0

dξ ε(ξ,R) (13.62)

и не меняет амплитуды. Будем считать, как и ранее, что случайное поле ε(x,R) —

гауссово дельта-коррелированное по x поле. После прохождения неоднородного слоя

волна распространяется в однородной среде, и ее распространение описывается урав-

нением, которое получается из (13.1) на с. 319 при ε(x,R) = 0. Решение этой задачи

дается формулами

u(x,R) = exp

(
i
x

2k
∆R

)
eiS(R) =

k

2πix

∫
dv exp

{
ik

2x
v2 + iS(R + v)

}
, (13.63)
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которые являются конечномерным аналогом формул (13.53), (13.56).

Рассмотрим функциюMnn(x,R1, · · · ,R2n). Подставляя (13.63) в (13.57) и усредняя,

легко получаем формулу

Mnn(x,R1, · · · ,R2n) =

(
k

2πx

)2n ∫
· · ·
∫
dv1 · · · dv2n ×

× exp





ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j −

k2∆x

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1D (Rj − Rl + vj − vl)




 . (13.64)

Эта формула является аналогом (13.60).

Прежде всего рассмотрим подробнее случай n = 2 при попарно совмещенных точ-

ках наблюдения:

R1 = R2 = R′, R3 = R4 = R′′, R′ − R′′ = ρ.

Тогда функция

Γ4(x;R
′,R′,R′′,R′′) =

〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉

— ковариация интенсивностей I(x,R) = |u(x,R)|2. Если в (13.64) (при n = 2) ввести

новые переменные интегрирования

v1 − v2 = R1, v1 − v4 = R2, v1 − v3 = R3,
1

2
(v1 + v2) = R,

то интегрирование по R и R3 можно выполнить и получить в результате более про-

стую формулу

〈
I(x,R′)I(x,R′′〉 =

(
k

2πx

)2 ∫ ∫
dR1dR2 exp

{
ik

x
R1 (R2 − ρ) − k2∆x

4
F (R1,R2)

}
,

(13.65)

где ρ = R′ − R′′ и функция F (R1,R2) определяется из равенства (13.21), т. е.

F (R1,R2) = 2D (R1) + 2D (R2) −D (R1 + R2) −D (R1 − R2) ,

D (R) = A(0) −A (R) .

Интеграл (13.65) подробно исследовался (в том числе и численными методами)

во многих работах. И его асимптотика при x→ ∞ имеет вид

〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉
= 1 + exp

{
−k

2∆x

2
D (ρ)

}
+

+ πk2∆x

∫
dqΦε(q)

[
1 − cos

q2x

k

]
exp

{
iqρ − k2∆x

2
D

(
qx

k

)}
+

+ πk2∆x

∫
dqΦε(q)

[
1 − cos

(
qρ − q2x

k

)]
exp

{
−k

2∆x

2
D

(
ρ − qx

k

)}
+ · · · (13.66)
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Отметим, что теперь в задаче, помимо пространственного масштаба ρcog, появля-

ется второй характерный пространственный масштаб

r0 =
x

kρcog

. (13.67)

Если теперь в выражении (13.66) положить ρ = 0, то для дисперсии квадрата

интенсивности можно получить выражение

β2(x) =
〈
I2(x,R)

〉
− 1 = 1 + π∆x

∫
dq q4Φε(q) exp

{
−k

2∆x

2
D

(
qx

k

)}
+ · · · (13.68)

Если флуктуации поля ε(x,R) в неоднородном слое вызываются турбулентностью,

так что Φε(q) описывается формулой (13.33) на с. 327, то равенство (13.68) приводит

результату

β2(x) = 1 + 0,429β
−4/5
0 (x), (13.69)

где β0(x) — дисперсия квадрата интенсивности, рассчитанная по первому приближе-

нию метода плавных возмущений для фазового экрана (13.40) на с. 328.

Изложенные соображения легко обобщаются на более высокие моментные функ-

ции поля u(x,R) и, в частности, на функции Γ2n(x,R) = 〈In(x,R)〉. Формула (13.64)

в этом случае имеет вид

〈In(x,R)〉 =

(
k

2πx

)2n ∫
· · ·
∫
dv1 · · · dv2n exp




ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j − F (v1, · · · ,v2n)



 ,

(13.70)

где

F (v1, · · · ,v2n) =
k2∆x

8

2n∑

j,l=1

(−1)j+l+1D (vj − vl) . (13.71)

Функция F (v1, · · · ,v2n) связана со случайными набегами фазы S (vi), определяемы-

ми формулой (13.62), соотношением

F (v1, · · · ,v2n) =
1

2

〈


2n∑

j=1

(−1)j+1S(vj)




2〉
≥ 0.

Отсюда ясно, что если все нечетные точки v2l+1 совпадают попарно с какими-либо

четными точками, то положительные и отрицательные набеги фаз компенсируются

и функция F (v1, · · · ,v2n) обращается в нуль. Поэтому становится очевидным, что

при
√
x/k ≫ ρcog основной вклад в 〈In(x,R)〉 будут давать те области, где происходит

такая компенсация. Нетрудно подсчитать, что число таких областей равно n!. Тогда,

заменяя (13.70) на умноженный на n! интеграл лишь по одной из этих областей A1,

в которой

|v1 − v2| ∼ |v3 − v4| ∼ · · · ∼ |v2n−1 − v2n| < ρcog,

получим

〈In(x,R)〉 ≈ n!

(
k

2πx

)2n ∫
· · ·
∫

A1

dv1 · · · dv2n exp




ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j − F (v1, · · · ,v2n)



 .

(13.72)
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Убывание подынтегрального выражения по переменным v1 − v2, v3 − v4 и т. д.

обеспечивается соответствующим слагаемым из (13.71):

k2∆x

8
D (v1 − v2) ,

k2∆x

8
D (vj − vl) и т. д.

Эти слагаемые следует оставить в показателе экспоненты, а экспоненту от остальных

слагаемых следует разложить в ряд:

〈In(x,R)〉 ≈ n!

(
k

2πx

)2n ∫
· · ·
∫

A1

dv1 · · · dv2n ×

× exp




ik

2x

2n∑

j=1

(−1)j+1v2
j −

k2∆x

4

n∑

l=1

D (v2l−1 − v2l)



×

×



1 +

k2∆x

8

2n∑

j,l=1

′(−1)j+l+1D (vj − vl) + · · ·



 . (13.73)

Штрих у знака суммы означает, что из нее выброшены члены, вошедшие в экспоненту.

В формуле (13.73) интегрирование можно распространить на все пространство, так

как вне области A1 подынтегральная функция пренебрежимо мала. С учетом этого

многократный интеграл в (13.73) можно вычислить точно и получить для 〈In(x,R)〉
формулу

〈In(x,R)〉 = n!

[
1 + n(n− 1)

β2(x) − 1

4
+ · · ·

]
, (13.74)

в которой величина β2(x) определяется выражением (13.69). Обсуждение полученной

формулы мы проведем несколько позднее, после того как рассмотрим распростра-

нение волн в непрерывной случайно-неоднородной среде, поскольку получающиеся

в обоих случаях результаты аналогичны.

Случай непрерывной случайной среды

Рассмотрим теперь асимптотику высших моментных функций волнового поля

Mnn(x,R1, · · · ,R2n), распространяющегося в случайно-неоднородной среде. Формаль-

ное решение этой задачи дается выражениями (13.60), (13.61). От рассмотренных

выше формул для фазового экрана они отличаются лишь заменой обычного инте-

грирования на континуальное. Рассмотрим сначала величину 〈I(x,R′)I(x,R′′)〉, ко-

торая получается из M22(x,R1, · · · ,R4) при попарном слиянии точек наблюдения

R1 = R2 = R′, R3 = R4 = R′′. Для плоской падающей волны (u0(R) = 1), используя

(13.61) и вводя новые переменные, аналогичные случаю фазового экрана, получаем
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(ρ = R′ − R′′)

〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉
= exp




i

k

x∫

0

dξ
δ2

δv1(ξ)δv2(ξ)



×

× exp



−k

2

4

x∫

0

dx′



2D



ρ +

x∫

x′

dξ v1(ξ)



+ 2D




x∫

x′

dξ v2(ξ)



 −

−D



ρ +

x∫

x′

dξ [v1(ξ) + v2(ξ)]



−D



ρ +

x∫

x′

dξ [v1(ξ) − v2(ξ)]













v=0

. (13.75)

Формулу (13.75) можно записать и в виде континуального интеграла, вытекающем

из (13.60), однако мы будем использовать операторную форму записи. Аналогично

случаю фазового экрана выражение для 〈I(x,R′)I(x,R′′)〉 можно записать при x→ ∞
в виде

BI(x,ρ) =
〈
I(x,R′)I(x,R′′)

〉
− 1 = B

(1)
I (x,ρ) +B

(2)
I (x,ρ) +B

(3)
I (x,ρ), (13.76)

где

B
(1)
I (x,ρ) = exp

{
−k

2x

2
D (ρ)

}
,

B
(2)
I (x,ρ) = πk2

x∫

0

dx′
∫
dqΦε(q)

[
1 − cos

q2

k
(x− x′)

]
×

× exp



iqρ − k2x′

2
D

(
q

k
(x− x′)

)
− k2

2

x∫

x′

dx′D

(
q

k
(x− x′′)

)
 ,

B
(3)
I (x,ρ) = πk2

x∫

0

dx′
∫
dqΦε(q)

[
1 − cos

(
qρ − q2

k
(x− x′)

)]
×

× exp



−k

2x′

2
D

(
ρ − q

k
(x− x′)

)
− k2

2

x∫

x′

dx′D

(
ρ − q

k
(x− x′′)

)
 .

Полагая здесь ρ = 0 и учитывая первый член разложения в ряд функции

1 − cos
q2

k
(x− x′),

для дисперсии интенсивности

β2(x) =
〈
I2(x,R)

〉
− 1 = BI(x, 0) − 1

будем иметь формулу, аналогичную (13.68):

β2(x) = 1 + π

x∫

0

dx′(x− x′)

∫
dq q4Φε(q) ×

× exp



−

k2x′

2
D

(
q

k
(x− x′)

)
− k2

2

x∫

x′

dx′D

(
q

k
(x− x′′)

)
+ · · · (13.77)
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Если рассмотреть случай турбулентной среды, то из (13.77) имеем

β2(x) = 1 + 0,861 (β0(x))
−2/5 , (13.78)

где β0(x) — дисперсия интенсивности волнового поля, рассчитанная по первому при-

ближению метода плавных возмущении (13.42).

Выражение (13.77) остается в силе и в том случае, когда функции Φε(q), D (ρ)

медленно меняются вдоль оси x. В этом случае легко перейти от (13.90) к (13.68),

если считать, что Φε(q) = 0 вне слоя 0 ≤ x′ ≤ ∆x≪ x.

Относительно корреляционной функции BI(x,ρ) отметим, что главный член

B
(1)
I (x,ρ) в (13.76) представляет собой квадрат модуля функции когерентности вто-

рого порядка (см., например, [78]).

Рассмотрим теперь высшие моментные функции 〈In(x,R)〉 = Γ2n(x, 0). Аналогич-

но случаю фазового экрана, легко получить, что и при распространении волн в слу-

чайно-неоднородной среде для дисперсии интенсивности волнового поля имеет место

разложение

〈In(x,R)〉 = n!

[
1 + n(n− 1)

β2(x) − 1

4
+ · · ·

]
, (13.79)

совпадающее с выражением (13.74) для фазового экрана; при этом, разумеется, β2(x)

в каждом случае определяется различными формулами.

Формула (13.79) дает первые два члена асимптотического разложения функции

〈In(x,R)〉 при β0(x) → ∞. Так как β2(x) → 1 при β0(x) → ∞, второе слагаемое

в (13.79) мало по сравнению с первым при достаточно больших β0(x). Лишь в том

случае, когда

n(n− 1)
β2(x) − 1

4
≪ 1, (13.80)

выражение (13.79) имеет смысл. Однако при фиксированном β0(x) всегда найдутся

такие номера n, для которых условие (13.80) будет нарушаться. Поэтому формула

(13.79) справедлива лишь для не слишком больших n. Следует также отметить, что

и выход на асимптотику (13.79) при β2
0(x) → ∞ может быть достаточно медленным.

Формула (13.79) приводит к плотности вероятностей для интенсивности с сингу-

лярными особенностями. Чтобы избежать их, можно аппроксимировать эту формулу

выражением (см., например, [79])

〈In(x,R)〉 = n! exp

{
n(n− 1)

β2(x) − 1

4

}
, (13.81)

которому соответствует плотность вероятностей вида (cм., например, [79, 80])

P (x, I) =
1√

π (β(x) − 1)

∞∫

0

dz exp





−zI −

[
ln z − β(x) − 1

4

]2

β(x) − 1





. (13.82)

Отметим, что, вообще говоря, распределение вероятностей (13.82) неприменимо

в узкой окрестности I ∼ 0 (окрестность тем уже, чем больше параметр β0(x)). Это
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связано с тем, что из формулы (13.82) следуют бесконечно большие значения для

моментов величины 1/I(x,R). Однако для конечного значения β0(x) (сколь велико оно

ни было бы) величины 〈1/In(x,R)〉 конечны и, следовательно, должно выполняться

равенство P (x, 0) = 0. Существование такой узкой окрестности точки I ∼ 0, конечно,

не сказывается на поведении моментов (13.81) для больших значений параметра β0(x).

Асимптотические формулы (13.81), (13.82) описывают переход в область насы-

щенных флуктуаций интенсивности, где β(x) → 1 при β0(x) → ∞ . В этой области

соответственно имеем

〈In(x,R)〉 = n!, P (x, I) = e−I . (13.83)

Экспоненциальное распределение вероятностей (13.83) означает, что комплексное

поле u(x,R) является гауссовым случайным полем. При этом

u(x,R) = A(x,R)eiS(x,R) = u1(x,R) + iu2(x,R), (13.84)

где u1(x,R) и u2(x,R) — действительная и мнимая части соответственно. Тогда ин-

тенсивность волнового поля

I(x,R) = A2(x,R) = u2
1(x,R) + u2

2(x,R).

Гауссовость комплексного поля u(x,R) означает, что случайные поля u1(x,R)

и u2(x,R) также гауссовы статистически независимые поля с дисперсиями

〈
u2

1(x,R)
〉

=
〈
u2

2(x,R)
〉

=
1

2
. (13.85)

Естественно считать, что и их градиенты

p1(x,R) = ∇Ru1(x,R), p2(x,R) = ∇Ru2(x,R)

также статистически не зависят от полей u1(x,R), u2(x,R) и являются гаусовыми

однородными и изотропными полями в плоскости R с дисперсиями

σ2
p(x) =

〈
p2

1(x,R)
〉

=
〈
p2

2(x,R)
〉
. (13.86)

Следовательно, совместная плотность вероятностей полей u1(x,R), u2(x,R) и их

градиентов p1(x,R) и p2(x,R) имеет вид

P (x;u1, u2,p1,p2) =
1

π3σ4
p(x)

exp

{
−u2

1 − u2
2 −

p2
1 + p2

2

σ2
p(x)

}
. (13.87)

Рассмотрим теперь совместную плотность вероятностей интенсивности волнового

поля I(x,R) и градиента амплитуды:

κ(x,R) = ∇RA(x,R) =
u1(x,R)p1(x,R) + u2(x,R)p2(x,R)√

u2
1(x,R) + u2

2(x,R)
.
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Для нее имеем

P (x; I,κ) = 〈δ (I(x,R) − I) δ (κ(x,R) − κ)〉ui,pi
=

=
1

π3σ4
p(x)

∞∫

−∞

du1

∞∫

−∞

du2

∫
dp1

∫
dp2 exp

{
−u2

1 − u2
2 −

p2
1 + p2

2

σ2
p(x)

}
×

× δ
(
u2

1 + u2
2 − I

)
δ


u1p1 + u2p2√

u2
1 + u2

2

− κ


 =

1

2πσ2
p(x)

exp

{
−I − κ

2

2σ2
p(x)

}
, (13.88)

и, следовательно, поперечный градиент амплитуды статистически не зависит от ин-

тенсивности волнового поля и является гауссовым случайным полем с дисперсией

〈
κ

2(x,R)
〉

= 2σ2
p(x). (13.89)

Отметим, что поперечный градиент амплитуды также статистически не зависит от

вторых производных по поперечным координатам интенсивности волнового поля.

В области сильных флуктуаций интенсивности функция когерентности второго

порядка не зависит от дифракционных явлений и описывается выражением

Γ2(x,R − R′) =
〈
u(x,R)u∗(x,R′)

〉
=

=
〈
u1(x,R)u∗1(x,R

′)
〉
+
〈
u2(x,R)u∗2(x,R

′)
〉

= exp

(
−1

4
k2xD

(
R − R′)

)
, (13.90)

где D (R) = A(0) − A (R). И, следовательно, величина σ2
p(x) из (13.85) определяется

выражением

σ2
p(x) =

k2x

8
∆RD (R)

∣∣∣
R=0

= −k
2x

8
∆RA (R)

∣∣∣
R=0

,

которое для турбулентных флуктуаций поля ε(x,R) совпадает, естественно, с форму-

лой (13.44) на с. 329:

σ2
p(x) =

1,476

L2
f (x)

D1/6(x)β0(x), (13.91)

где Lf (x) =
√
x/k — размер первой зоны Френеля, D(x) = κ2

mx/k ≫ 1 — волновой

параметр, а κm — волновое число, соответствующее микромасштабу турбулентности.

В заключение этого раздела отметим, что представление поля u(x,R) в виде кон-

тинуального интеграла позволяет исследовать и вопрос о пределах применимости

приближения дельта-коррелированного случайного поля ε(x,R) для флуктуаций ин-

тенсивности волны. При этом оказывается, что все условия применимости дельта-

коррелированного случайного поля ε(x,R) для вычисления величины 〈In(x,R)〉 сов-

падают с условиями применимости дельта-коррелированного приближения для ве-

личины
〈
I2(x,R)

〉
. Иначе говоря, приближение дельта-коррелированного случайного

поля ε(x,R) не изменяет вида распределения вероятностей для интенсивности волно-

вого поля.
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Для турбулентных пульсаций температуры в области слабых флуктуаций прибли-

жение дельта-коррелированного случайного поля ε(x,R) справедливо при выполне-

нии неравенств

λ≪
√
λx≪ x,

где λ = 2π/k — длина волны.

В области же сильных флуктуаций условием применимости приближения дельта-

коррелированного случайного поля ε(x,R) является условие

λ≪ ρcog ≪ r0 ≪ x,

где ρcog и r0 определяются формулами (13.20) на с. 323 и (13.67) на с. 336. Все эти нера-

венства имеют простой физический смысл. Пока в задаче о распространении волны

в среде со случайными неоднородностями наименьшим из всех продольных масшта-

бов является радиус корреляции ε(x,R) (его роль для турбулентных пульсаций тем-

пературы играет размер первой зоны Френеля), справедливо дельта-коррелированное

приближение. При распространении волны в область сильных флуктуаций появляет-

ся продольный масштаб ∼ ρcog

√
kx, который постепенно уменьшается, так что при

достаточно большом значении параметра β0(x) он может стать меньше радиуса кор-

реляции поля ε(x,R). При возникновении такой ситуации уже нельзя пользоваться

дельта-коррелированным приближением.

Приведенные выше неравенства можно рассматривать и как ограничения снизу

и сверху на величину масштаба функции корреляции интенсивности. При этом дель-

та-коррелированное приближение справедливо лишь в том случае, когда любые мас-

штабы, возникающие в задаче, остаются малыми по сравнению с длиной трассы.

13.4. Элементы статистической топографии случайного

поля интенсивности

Рассмотренные выше статистические характеристики волнового поля u(x,R), на-

пример его корреляционная функция или средняя интенсивность в области сильных

флуктуаций, совершенно не отражают реального поведения волнового поля в отдель-

ных реализациях параметров среды (см. рис. 1.16, рис. 1.17 на с. 50). В общем случае

интенсивность волнового поля описывается уравнением (13.25) на с. 325:

∂

∂x
I(x,R) +

1

k
∇R [I(x,R)∇RS(x,R)] = 0, I(0,R) = I0(R). (13.92)

Отсюда следует, что в общем случае произвольного падающего волнового пучка со-

храняется мощность волнового поля в плоскости x = const:

E0 =

∫
I(x,R) dR =

∫
I0(R) dR.

Уравнение (13.92) можно трактовать как уравнение переноса консервативной при-

меси в потенциальном поле скоростей, для которой возникает кластерная структура
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поля примеси. Следовательно, реализации поля интенсивности волны также долж-

ны иметь кластерный характер. Это явление в рассматриваемом случае проявляется

в виде каустических структур из-за эффектов случайных фокусировок и дефокуси-

ровок волнового поля в случайной среде. Так, на рис. 13.1 приведены фотографии

поперечного сечения лазерного пучка, распространяющегося в турбулентной среде

в лабораторных исследованиях [81] при различных интенсивностях флуктуаций ди-

электрической проницаемости. Аналогичные фотографии из работы [82] приведены

на рис. 13.2. Эти фотографии получены путем численного моделирования, выполне-

ного в работах [83, 84]. На этих рисунках ясно видно возникновение каустической

структуры волнового поля.

а б

Рис. 13.1. Поперечное сечение лазерного пучка при распространении в турбулентной среде
(в лабораторных условиях) в области сильных фокусировок (а) и в области сильных (насы-

щенных) флуктуаций (б )

а б

Рис. 13.2. Поперечное сечение лазерного пучка при распространении в турбулентной среде
(численное моделирование) в области сильных фокусировок (а) и в области сильных (насы-

щенных) флуктуаций (б )

Для анализа детальной структуры случайного волнового поля можно воспользо-

ваться методами статистической топографии [70], которые позволяют понять, каким

образом образуется каустическая структура волнового поля, и выяснить, какими ста-

тистическими параметрами она описывается.

Для плоской падающей волны, в силу пространственной однородности, все одно-

точечные статистические характеристики, в том числе и плотности вероятностей, не
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зависят от переменной R. В этом случае можно ввести удельные (приходящиеся на

единицу площади) значения ряда физических величин, достаточно полно характери-

зующих кластерную структуру интенсивности волнового поля. При этом, как указы-

валось выше, естественным масштабом длины в плоскости x = const, не зависящим от

параметров среды, является размер первой зоны Френеля Lf (x) =
√
x/k, определя-

ющий размер переходной области свет–тень при дифракции на краю непрозрачного

экрана. К таким величинам относятся:

• удельная средняя общая площадь областей в плоскости {R}, ограниченных

линиями уровня, где I(x,R) > I,

〈s(x, I)〉 =

∞∫

I

dI ′ P (x; I ′),

где P (x; I) — плотность вероятностей интенсивности волнового поля I(x,R);

• удельная средняя мощность поля, заключенная в этих областях,

〈e(x, I)〉 =

∞∫

I

I ′ dI ′ P (x; I ′);

• удельное среднее значение длины этих контуров

〈l(x, I)〉 = Lf (x) 〈|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 ,

где p(x,R) =∇RI(x,R) — поперечный градиент интенсивности волнового поля;

• оценка для среднего числа разности числа контуров с противоположной ори-

ентацией векторов нормали, приходящихся на первую зону Френеля:

〈n(x, I)〉 =
1

2π
L2
f (x) 〈κ(x,R; I)|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 ,

где κ(x,R; I) — кривизна линии уровня,

κ(x,R; I) =

=

−p2
y(x,R)

∂2I(x,R)

∂z2
− p2

z(x,R)
∂2I(x,R)

∂y2
+ 2py(x,R)pz(x,R)

∂2I(x,R)

∂y∂z

p3(x,R)
.

Рассмотрим теперь динамику всех этих величин в зависимости от проходимой

волной дистанции x (параметра β0(x)).

13.4.1. Область слабых флуктуаций интенсивности

Область слабых флуктуаций интенсивности ограничивается значениями парамет-

ра β0(x) ≤ 1, и в этом случае интенсивность волнового поля имеет логнормальный

характер и описывается выражением (13.37) на с. 328.

Для этого логарифмически нормального процесса кривой типичной реализации

случайной интенсивности является экспоненциально спадающая с дистанцией кривая

I∗(x) = e−β0(x)/2,
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Рис. 13.3. Зависимости средних удельной площади (а) и мощности (б ) от параметра β0(x)

и формирование статистики (например, моментных функций 〈In(x,R)〉) осуществля-

ется за счет больших выбросов процесса I(x,R) относительно этой кривой.

Кроме того, для реализаций логарифмически нормального процесса существуют

также различные мажорантные оценки. Так, например, с вероятностью p = 1/2 для

отдельных реализаций интенсивности волнового поля выполняется неравенство

I(x) < 4e−β0(x)/4

на всем интервале расстояний x ∈ (0,∞). Все эти обстоятельства указывают на начало

образования кластерной структуры интенсивности волнового поля.

Знание плотности вероятностей (13.37) позволяет, как указывалось выше, полу-

чить некоторые количественные характеристики таких кластерных образований. Так,

средняя удельная площадь областей, внутри которых I(x,R) > I, равна

〈s(x, I)〉 = Pr

(
1√
β0(x)

ln

(
1

I
e−β0(x)/2

))
, (13.93)

а удельная средняя мощность, сосредоточенная в этих областях, описывается выра-

жением

〈e(x, I)〉 = Pr

(
1√
β0(x)

ln

(
1

I
eβ0(x)/2

))
, (13.94)

где Pr(z) — интеграл вероятностей (4.18) на с. 94.

Характер пространственной эволюции кластерной структуры при изменении па-

раметра β0(x) существенно зависит от фиксируемого уровня I. В наиболее интересном

случае I > 1, в начальной плоскости 〈s(0, I)〉 = 0 и 〈e(0, I)〉 = 0. С ростом β0(x) обра-

зуются небольшие кластерные области, где I(x,R) > I, практически сохраняющиеся

на некоторых расстояниях и интенсивно втягивающие в себя значительную часть об-

щей мощности. В дальнейшем площади этих областей уменьшаются с увеличением

β0(x), а содержащаяся в них мощность увеличивается, что соответствует увеличению

средней яркости внутри этих областей. Данные процессы связаны с фокусировкой
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излучения отдельными участками среды. На рис. 13.3, а,б приведены графики изме-

нения функций 〈s(x, I)〉 и 〈e(x, I)〉 в зависимости от параметра β0(x) из указанного

диапазона значений. Максимальная величина средней удельной площади достигается

при β0(x) = 2 ln(I) и
〈s(x, I〉max = Pr

(
−
√

2 ln I
)
.

При этом значении β0(x) средняя мощность 〈e(x, I)〉 = 1/2.

В области слабых флуктуаций интенсивности пространственный градиент уровня

амплитуды ∇Rχ(x,R) статистически не зависит от χ(x,R). Это позволяет как вычис-

лить удельную среднюю длину контуров I(x,R) = I, так и оценить удельное среднее

число таких контуров. В самом деле, плотность вероятностей для градиента уров-

ня амплитуды q(x,R) =∇Rχ(x,R) в области слабых флуктуаций имеет вид гауссова

распределения:

P (x;q) = 〈δ (∇Rχ(x,R) − q)〉 =
1

σ2
q(x)

exp

{
− q2

σ2
q(x)

}
, (13.95)

где σ2
q(x) =

〈
q2(x,R)

〉
— дисперсия градиента уровня амплитуды, описываемая форму-

лой (13.44).

Следовательно, для удельной средней длины контуров получаем выражение

〈l(x, I)〉 = 2Lf (x) 〈|q(x,R)|〉 IP (x; I) = Lf (x)
√
πσ2

q(x)IP (x; I). (13.96)

Аналогичным образом, для удельного среднего числа контуров имеем

〈n(x, I)〉 =
1

2π
L2
f (x) 〈κ(x,R, I)|p(x,R)δ (I(x,R) − I)〉 =

= − 1

2π
L2
f (x)I 〈∆Rχ(x,R)δ (I(x,R) − I)〉 =

= − 1

π
L2
f (x)

〈
q2(x,R)

〉
I
∂

∂I
IP (x; I) =

L2
f (x)σ

2
q(x)

πβ0(x)
ln
(
Ieβ0(x)/2

)
IP (x; I). (13.97)

Отметим, что при значении I = I0(x) = e−
1

2
β0(x) выражение (13.97) обращается

в нуль. Это означает, что для данного уровня интенсивности среднее удельное число

контуров, ограничивающих область I(x,R) > I0, совпадает со средним удельным

числом контуров, для которых I(x,R) < I0. Графики зависимости 〈l(x, I)〉 и 〈n(x, I)〉
от параметра β0(x) приведены на рис. 13.4, а,б.

Зависимость средней удельной длины линий уровня и среднего удельного числа

контуров от микромасштаба турбулентности указывает на существование мелкой ря-

би, накладывающейся на крупномасштабный случайный рельеф. Эта рябь не влияет

на перераспределение площадей и мощности, но ведет к большей изрезанности линий

уровня и появлению малых контуров.

Как указывалось ранее, полученное описание справедливо при значениях

β0(x) ≤ 1. При дальнейшем увеличении параметра β0(x) метод плавных возмущений

уже неприменим и необходимо принимать во внимание нелинейный характер урав-

нения для комплексной фазы волнового поля. Эта область флуктуаций, называемая

13.4. Элементы статистической топографии случайного поля интенсивности 347

а б

I = 1,5

I = 1,5
I = 2,5

I = 2,5

〈
l(x, I)D−1/12(x)

〉 〈
n(x, I)D−1/6(x)

〉

β0β0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,40,4

0,5

0,80,8 1,21,2

Рис. 13.4. Зависимости средних удельной длины контуров (а) и их числа (б ) от параметра
β0(x)

областью сильных фокусировок, очень трудна для аналитических исследований. При

дальнейшем же увеличении параметра β0(x)
(
β2

0(x) ≥ 10
)

статистические характери-

стики интенсивности выходят на режим насыщения, и эта область изменения пара-

метра β0(x) называется областью сильных флуктуаций интенсивности.

13.4.2. Область сильных флуктуаций интенсивности

Из выражения для плотности вероятностей (13.82) следует, что средняя удельная

площадь областей, внутри которых I(x,R) > I, равна

〈s(x, I)〉 =
1√

π (β(x) − 1)

∞∫

0

dz

z
exp

{
−zI − [ln z − (β(x) − 1)/4]2

β(x) − 1

}
, (13.98)

а удельная средняя мощность, сосредоточенная в этих областях, описывается выра-

жением

〈e(x, I)〉 =

=
1√

π (β(x) − 1)

∞∫

0

dz

z

(
I +

1

z

)
exp

{
−zI − [ln z − (β(x) − 1)/4]2

β(x) − 1

}
. (13.99)

На рис. 13.5, а,б приведены графики зависимости выражений (13.98) и (13.99) от

параметра β(x). Отметим очень медленную зависимость параметра β(x) от β0(x).

Так, предельному переходу β0(x) → ∞ соответствует значение параметра β(x) = 1,

а величине β0(x) = 1 соответствует значение параметра β(x) = 1,861.
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Рис. 13.5. Зависимости средних удельной площади (а) и мощности (б ) в области сильных
флуктуаций интенсивности от параметра β(x)

Асимптотические формулы (13.98), (13.99) описывают переход в область насыщен-

ных флуктуаций интенсивности (β(x) → 1). В этой области соответственно имеем

P (I) = e−I , 〈s(I)〉 = e−I , 〈e(I)〉 = (I + 1) e−I , (13.100)

а для удельной средней длины контуров получаем выражение

〈l(x, I)〉 = Lf (x) 〈|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 = 2Lf (x)
√
I 〈|κ(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 =

= 2Lf (x)
√
I 〈|q(x,R)|〉 P (x; I) = Lf (x)

√
2πσ2

q(x)I P (x; I), (13.101)

где дисперсия градиента уровня амплитуды в области насыщенных флуктуаций сов-

падает с дисперсией, вычисленной по первому приближению метода плавных возму-

щений. Максимальное значение в (13.101) достигается при I = 1/
√

2.

Для оценки среднего удельного числа контуров в этой области имеем

〈n(x, I)〉 =
L2
f (x)

2π
〈κ(x,R, I)|p(x,R)|δ (I(x,R) − I)〉 =

= −
L2
f (x)

2π

√
I 〈∆RA(x,R)δ (I(x,R) − I)〉 = −

L2
f (x)

π

〈
κ

2(x,R)
〉√

I
∂

∂I

√
IP (x; I) =

= −
2L2

f (x)σ
2
q(x)

π

√
I
∂

∂I

√
Ie−I =

2L2
f (x)σ

2
q(x)

π

(
I − 1

2

)
e−I . (13.102)

Максимальное значение в (13.102) достигается при I = 3/2, а значение уровня,

при котором среднее удельное число контуров, ограничивающих область I(x,R) > I0,

совпадает со средним удельным числом контуров, для которых I(x,R) < I0, в данном

случае равно I0 = 1/2.

13.4. Элементы статистической топографии случайного поля интенсивности 349

Отметим, что формула (13.102) неприменима в узкой окрестности значения I ∼ 0.

Для I = 0 должно быть 〈n(x, 0)〉 = 0.

Как видно из выражений (13.101), (13.102) в области насыщенных флуктуаций

средняя длина линий уровня и среднее число контуров продолжает расти с ростом

параметра β0(x), хотя ограниченные ими средние площади и мощности, заключенные

в них, остаются постоянными. Это связано с тем, что определяющую роль в этом ре-

жиме играет интерференция парциальных волн, приходящих с разных направлений.

Динамическая картина поведения линий уровня зависит от соотношения между

процессами фокусировки и дефокусировки излучения отдельными участками тур-

булентной среды. Фокусировка на неоднородностях большого масштаба проявляет-

ся в возникновении высоких пиков на случайном рельефе интенсивности. В режи-

ме максимальных фокусировок (β0(x) ∼ 1) около половины всей мощности волны

концентрируется в узких высоких пиках. При увеличении параметра β0(x) начинает

преобладать дефокусировка излучения, приводящая к расплыванию высоких пиков

и образованию сильноизрезанного (интерференционного) рельефа с большим числом

вершин уровня I ∼ 1.

Средняя длина уровня и среднее число контуров зависят, кроме параметра β0(x),

также от волнового параметра D(x), т. е. растут с уменьшением микромасштаба неод-

нородностей. Это связано с тем, что на более крупномасштабный рельеф накладыва-

ется мелкая рябь, возникающая вследствие рассеяния на малых неоднородностях.

Таким образом, мы сделали попытку дать качественное объяснение кластерной

(каустической) структуры волнового поля плоской световой волны в поперечной плос-

кости при распространении ее в турбулентной среде и количественно оценить пара-

метры такой структуры. В общем случае задача является многопараметрической. Од-

нако если ограничиться анализом задачи в фиксированной плоскости, то для плоской

волны, при постоянном значении волнового параметра, решение задачи описывается

единственным параметром — дисперсией интенсивности в области слабых флуктуаций

β0(x). Мы проанализировали два крайних асимптотических случая, соответствующие

слабым и насыщенным флуктуациям интенсивности. Следует заметить, что, скорее

всего, пределы применимости асимптотических формул зависят от величины уровня

интенсивности I. Естественно думать, что для меньших значений уровня эти пределы

расширяются.

Для анализа же наиболее интересного с точки зрения приложений промежуточ-

ного случая, соответствующего области развитой каустической структуры, требуется

знание плотности вероятностей интенсивности и ее поперечного градиента для про-

извольного значения дистанции, пройденной волной. Такой анализ можно произвести

либо используя аппроксимирующие выражения для плотности вероятностей для всех

значений параметров [80], либо на основе численного моделирования, выполненного,

например, в работах [83–85].
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Задачи

Задача 13.1. Получить функцию когерентности второго порядка и среднюю ин-

тенсивность волнового поля на оси параболического волновода в задаче, описываемой

динамическим уравнением

∂

∂x
u(x,R) =

i

2k
∆Ru(x,R) +

ik

2

[
−α2R2 + ε(x,R)

]
u(x,R),

в приближении гауссова однородного, изотропного и дельта-коррелированного по x

случайного поля ε(x,R) с параметрами

〈ε(x,R)〉 = 0, Bε(x,R) = Beff
ε (x,R) = A(R)δ(x).

Решение.

Γ2(x,R, ρ) =
e−iαRρ tan(αx)

cos2(αx)

∫
dqγ0

(
q,

1

cos(αx)
ρ− q

αk
tan(αx)

)
×

× exp



i

1

cos(αx)
qR − k2

4

x∫

0

dξD

(
cos(αξ)

cos(αx)
ρ− 1

αk

sin [α (x− ξ)]

cos(αx)
q

)
 ,

где

γ0 (q, ρ) =
1

(2π)2

∫
dRΓ2(0,R, ρ)e

−iqR,

а D(ρ) = A(0) −A(ρ).

Полагая R = 0 и ρ = 0, получаем изменение средней интенсивности волнового

поля вдоль оси волновода:

〈I(x,0)〉 =
1

cos2(αx)

∫
dqγ0

(
q,− q

αk
tan(αx)

)
exp




−
k2

4

x∫

0

dξD

(
1

αk

sin (αξ)

cos(αx)
q

)

 .

Задача 13.2. Исходя из параболического уравнения (13.1) получить уравнения для

среднего поля 〈u(x,R)〉 и функции когерентности второго порядка

Γ2(x;R, ρ) =

〈
u

(
x,R +

1

2
ρ

)
u∗
(
x,R − 1

2
ρ

)〉

в рамках диффузионного приближения [86, 87].

Решение.

(
∂

∂x
− i

2k
∆R

)
〈u(x,R)〉 =

= −k
2

4

x∫

0

dx′
∫
dR′Bε(x

′,R − R′)e
ix′

2k
∆R

[
δ(R − R′)e−

ix′

2k
∆R 〈u(x,R)〉

]
,

Задачи 351

(
∂

∂x
− i

k
∇R∇ρ

)
Γ2(x,R, ρ) =

= −k
2

4

x∫

0

dx1

∫
dR1

[
Bε

(
x1,R − R1 +

1

2
ρ

)
−Bε

(
x1,R − R1 −

1

2
ρ

)]
×

× e
i

k
x1∇R∇ρ

[
δ

(
R− R1 +

1

2
ρ

)
− δ

(
R −R1 −

1

2
ρ

)]
e−

i

k
x1∇R∇ρΓ2(x− x1,R, ρ).

Если теперь ввести двумерную спектральную плотность неоднородностей по по-

перечным координатам:

Bε(x,R) =

∫
dqΦ(2)

ε (x,q)eiqR, Φ(2)
ε (x,q) =

1

(2π)2

∫
dRBε(x,R)e−iqR

и Фурье-образ волнового поля u(x,R) и функции когерентности второго порядка

Γ2(x,R, ρ) по поперечным координатам

u(x,R) =

∫
dqũ(x,q)eiqR, ũ(x,q) =

1

(2π)2

∫
dRu(x,R)e−iqR,

Γ2(x,R, ρ) =

∫
dqΓ̃2(x,q, ρ)e

iqR,

Γ̃2(x,q, ρ) =
1

(2π)2

∫
dRΓ2(x,R, ρ)e

−iqR,

то получаем выражение для среднего поля

〈u(x,R)〉 =
1

(2π)2

∫
dq

∫
dR′u0(R

′) exp




iq(R − R′) − i
q2x

2
− k2

2

x∫

0

dx′D(x′,q)




 ,

где

D(x,q) =

x∫

0

dξ

∫
dq′Φ(2)

ε (ξ,q′) exp

{
− iξ

2k

(
q′2 − 2q′q

)}
,

а для функции Γ̃2(x,q, ρ) получаем интегро-дифференциальное уравнение

(
∂

∂x
+

1

k
q∇ρ

)
Γ̃2(x,q, ρ) = −k

2

4

x∫

0

dx1

∫
dq1Φ

(2)
ε (x1,q1)×

×
{

cos

[
x1

2k
q1(q1 − q)

]
− cos

[
q1ρ−

x1

2k
q1(q1 − q)

]}
Γ̃2(x,q1, ρ).

При расстояниях, проходимых волной x≫ l‖, где l‖ — продольный радиус корре-

ляции поля ε(x,R), получаем

〈u(x,R)〉 =
1

(2π)2

∫
dq

∫
dR′u0(R

′) exp

{
iq(R − R′) − i

q2x

2
− k2

2
xD(q)

}
,

где

D(q) =

∞∫

0

dξ

∫
dq′Φ(2)

ε (ξ,q′) exp

{
− iξ

2k

(
q′2 − 2q′q

)}
.
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Для плоской падающей волны u0(R) = 1, и, следовательно, получаем не зависящее

от R выражение

〈u(x,R)〉 = exp

{
−1

2
k2xD(0)

}
.

Условием применимости этого выражения является условие

k2

2
D(0)l‖ ≪ 1.

Задача 13.3. Получить операторное выражение для среднего поля плоской падаю-

щей волны в общем случае гауссового поля ε(x,R) с корреляционной функцией Bε(x,R)

и вычислить среднее поле для дельта-коррелированного приближения.

Решение. Усредняя выражение (13.53) на с. 331 по ансамблю реализаций поля

ε(x,R), получаем в общем случае выражение

〈u(x,R)〉 = u0 exp




i

2k

x∫

0

dξ
δ2

δv2(ξ)



×

× exp





−k

2

8

x∫

0

dξ1

x∫

0

dξ2Bε


ξ1 − ξ2,

ξ2∫

ξ1

dη v(η)









∣∣∣∣∣∣∣
v(x)=0

.

Для гауссового дельта-коррелированного поля с корреляционной функцией (13.5)

на с. 320 – Bε(x,R) = A(R)δ(x) и, следовательно, получаем выражение

〈u(x,R)〉 = u0 exp

{
−k

2

8
A(0)x

}
.

Задача 13.4. Получить операторное выражение для функции когерентности вто-

рого порядка для плоской падающей волны в общем случае гауссового поля ε(x,R) с

корреляционной функцией Bε(x,R) и вычислить функцию когерентности второго

порядка для дельта-коррелированного приближения.

Решение. Для функции когерентности второго порядка для плоской падающей

волны имеем операторное выражение

Γ2(x,R1 − R2) = 〈u(x,R1)u
∗(x,R2)〉 = |u0|2 exp




i

2k

x∫

0

dξ

[
δ2

δv2
1(ξ)

− δ2

δv2
2(ξ)

]
×

× exp




−k

2

4

x∫

0

dξ D


R1 − R2 +

x∫

ξ

dη [v1(η) − v2(η)]








vi=0

,

где D(R) = A(0) −A(R).
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Делая функциональную замену переменных

v1(x) − v2(x) = v(x), v1(x) + v2(x) = 2V(x)

и обозначая

R1 − R2 = ρ, R1 + R2 = 2R,

получаем решение задачи в виде

Γ2(x,R1 − R2) = |u0|2 exp





i

k

x∫

0

dξ
δ2

δv(ξ)δV(ξ)




×

× exp





−k

2

4

x∫

0

dξ D


ρ +

x∫

ξ

dη v(η)








vi=0

= |u0|2 exp

{
−k

2xD (ρ)

4

}
.
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