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ÏðåäèñëîâèåÇàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ îïèñûâàåòñÿ îäíîìåð-íîé êðàåâîé çàäà÷åé è òðàäèöèîííî ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ýòîîáóñëîâëåíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, åå ïðîñòîòîé ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìèäëÿ äâóõ è òðåõ èçìåðåíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, åå âàæíîñòüþ äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðî-öåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíîìåðíàÿ çàäà÷àäîïóñêàåò òî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå, ìîæíî ïðîñëåäèòü íà åå ïðèìåðå âëè-ÿíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, ïàðàìåòðîâ ñðåäû è êðàåâûõ óñëîâèé íà ñòàòèñòè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ.Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñòà-òèñòè÷åñêèå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèìåíèìû, îäíàêî, òîëüêî ê çàäà÷àì îïðåäåëåííîãîòèïà, îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è îïðå-äåëÿåòñÿ ëèøü ¾ïðåäûäóùèìè¿ (ïî âðåìåíè èëè ïðîñòðàíñòâó) çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-ðîâ è íå çàâèñèò îò ïîñëåäóþùèõ. Êðàåâûå çàäà÷è íå îòíîñÿòñÿ ê ýòîìó òèïó. Â òàêèõñëó÷àÿõ æåëàòåëüíî ïåðåéòè ê çàäà÷àì ýâîëþöèîííîãî òèïà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-ìè. Òàêîé ïåðåõîä íåîáõîäèì äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ è ìîæåò áûòü ïîëåçíûì äëÿ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîáëåì. Ýòîò ïåðåõîä ìîæíî îñóùåñòâèòüíà îñíîâå ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ.Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ (îáû÷íî íàçûâàåìîãî â ìàòåìàòè÷åñêîé ëè-òåðàòóðå ìåòîäîì èíâàðèàíòíîãî ïîãðóæåíèÿ) ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðàññìàòðèâàåìûåêðàåâûå çàäà÷è ê çàäà÷àì ýâîëþöèîííîãî òèïà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îáëàäàþ-ùèìè ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïàðàìåòðó.Èäåÿ ìåòîäà âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ Â.À. Àìáàðöóìÿíà [3,80,81℄ (òàêíàçûâàåìûé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè Àìáàðöóìÿíà) äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ëèíåé-íîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì ýòà èäåÿ áûëà âçÿòà ¾íà âîîðóæåíèå¿ìàòåìàòèêàìè äëÿ ñâåäåíèÿ êðàåâûõ, âîîáùå ãîâîðÿ íåëèíåéíûõ, çàäà÷ ê çàäà÷àì ýâî-ëþöèîííîãî òèïà ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, áîëåå óäîáíûì äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïîýòîé òåìàòèêå îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ìîíîãðà�èé (ñì., íàïðèìåð, [35,88,108℄), â êî-òîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê �èçè÷åñêèå àñïåêòû ìåòîäà, òàê è åãî âû÷èñëèòåëüíûåâîçìîæíîñòè.Äëÿ ñëó÷àÿ âîëíîâûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ ìåòîä ïîãðóæåíèÿ ðàçâèâàëñÿ â ðàáî-òàõ [5, 36, 86, 110℄. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â âîëíîâûõ çàäà÷àõ ïàðàìåòðîì ïîãðóæåíèÿäëÿ ïîñòðîåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíàÿ âåëè÷è-íà � êîîðäèíàòà ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä. Ïî-âèäèìîìó, ìåòîä ïîãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿíàèáîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì, ïîçâîëÿþùèì â îáùåì ñëó÷àå ïîñòàâèòü ïðàâèëüíûì îá-ðàçîì ñòàòèñòè÷åñêèå âîëíîâûå êðàåâûå çàäà÷è.Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà ïîëó÷åíû äëÿ ìíîãèõ ñòàöèîíàðíûõ, íåñòàöèîíàð-íûõ, ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íîéðàçìåðíîñòè. Îíè îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíå-íèÿìè â êîíå÷íîìåðíîì, à çà÷àñòóþ, è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ âàðèàöèîí-íûìè ïðîèçâîäíûìè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíû è ïðàêòè÷å-ñêè íåèññëåäîâàííûå. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è î ïëîñêèõ âîëíàõâ ñëîèñòûõ ñðåäàõ, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê îäíîìåðíûì çàäà÷àì è äîïóñêàþò äîñòàòî÷íîïîëíûé ñèñòåìàòè÷åñêèé àíàëèç [87, 112℄.Îòìåòèì, ÷òî òàêèå åñòåñòâåííûå ïðèðîäíûå ñðåäû, êàê àòìîñ�åðà Çåìëè è îêåà-íû, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè êàê ñëîèñòûå. È çàäà÷è î ïëîñêèõâîëíàõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ ìîãóò ñëóæèòü ïåðâîíà÷àëüíîé îñíîâîé äëÿ àíàëèçà áîëååñëîæíûõ çàäà÷.



6 ÏðåäèñëîâèåËþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä ïîãðóæåíèÿ, ðàçâèòûé ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ ðåøå-íèÿ íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, â íàñòîÿùåå âðåìÿïðåäñòàâëÿåòñÿ òåì èíñòðóìåíòîì, êîòîðûé ìîæåò äàòü îáîñíîâàíèå ëèíåéíîé òåîðèèïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è óêàçàòü, êàêèì îáðàçîì îíà äîëæíà áûòü âèäîèçìåíåíà â ñëó÷àååå íåïðèìåíèìîñòè.Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ òàêæå óäîáåí äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõçàäà÷ ïðè åñòåñòâåííîé ñòðàòè�èêàöèè ïàðàìåòðîâ ñðåäû, òàê êàê îí äîïóñêàåò èñïî-ëüçîâàíèå íàòóðíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî çîíäèðîâàíèÿ ñðå-äû. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè íàëè÷èè ýðãîäè÷íîñòè ïî ïàðàìåòðó ïîãðóæåíèÿïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíû äëÿ íàõîæäåíèÿ è àíàëèçà ñòàòèñòè÷å-ñêèõ õàðàêòåðèñòèê âîëíîâûõ ïîëåé íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ýòî îñîáåí-íî âàæíî ââèäó òîãî, ÷òî â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ, êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ îäíà èëè íåñ-êîëüêî ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû è íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòüóñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé. Ïðè íàëè÷èè æå ýðãîäè÷íîñòè äîñòàòî÷íî èìåòüëèøü îäíó ðåàëèçàöèþ ïàðàìåòðîâ ñðåäû.Â Ïðèëîæåíèè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïîãðóæåíèÿ äëÿ êðàåâûõ îäíî-ìåðíûõ çàäà÷ î âîëíàõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ è ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà,ïîçâîëÿþùèå îïèñàòü äèíàìè÷åñêóþ ëîêàëèçàöèþ ïëîñêèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñëó÷àé-íûõ ñðåäàõ.

�ë à â à 1ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ Ê�ÀÅÂÛÕ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÈÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÈÕ �ÅØÅÍÈÉ1.1. Ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäûÏóñòü ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû çàíèìàåò ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà L0 < x < L. Ïëîñ-êàÿ âîëíà ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîé u0(x) = e−ik(x−L) ïàäàåò íà íåãî èç îáëàñòè

x > L (ðèñ. 1.1, a). Âîëíîâîå ïîëå â ñëîå íåîäíîðîäíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-íèåì �åëüìãîëüöà
d2

dx2
u(x) + k2(x)u(x) = 0, (1.1)ãäå
k2(x) = k2[1 + ε(x)],à �óíêöèÿ ε(x) îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû.Âíå ñëîÿ ñ÷èòàåì, ÷òî k(x) = k, ò. å. ε(x) = 0; âíóòðè æå ñëîÿ ïðåäïîëàãàåì,÷òî ε(x) = ε1(x) + iγ, ãäå ε1(x) � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü, îòâåòñòâåííàÿ çà ïðîöåññûðàññåÿíèÿ âîëíû â ñðåäå, à ìíèìàÿ ÷àñòü γ ≪ 1 îïèñûâàåò ïîãëîùåíèå âîëíû â ñðåäå.Â îáëàñòè x > L âîëíîâîå ïîëå èìååò ñòðóêòóðó

u(x) = e−ik(x−L) +RLe
ik(x−L),ãäå RL � êîìïëåêñíûé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ.Â îáëàñòè x < L0 âîëíîâîå ïîëå èìååò ñòðóêòóðó

u(x) = TLe
ik(L0−x),ãäå TL � êîìïëåêñíûé êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ.Êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíê-öèè è åå ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöàõ ñëîÿ, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(L) +
i

k

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L

= 2, u(L0) −
i

k

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L0

= 0. (1.2)PSfrag replaements
a á xx LL

ε(x)ε(x)
TLe

ik(L0−x)

RLe
−ik(L−x)

eik(L−x)

L0L0 x0

T1e
ik(L0−x) T2e

−ik(L−x)

�èñ. 1.1. Ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû íà ñëîé ñðåäû (a) è èñòî÷íèê âíóòðè ñðåäû (á )7



8 Ôîðìóëèðîâêà êðàåâûõ îäíîìåðíûõ âîëíîâûõ çàäà÷ è îñîáåííîñòè èõ ðåøåíèéÒàêèì îáðàçîì, âîëíîâîå ïîëå â ñëîå íåîäíîðîäíîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ êðàåâîéçàäà÷åé (1.1), (1.2). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ ε(x) ðàçðûâíà íà ãðàíèöàõñëîÿ, è ìû áóäåì íàçûâàòü êðàåâóþ çàäà÷ó (1.1), (1.2) êðàåâîé çàäà÷åé ñ íåñîãëà-ñîâàííûìè ãðàíèöàìè. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ðàññåÿíèå âîëíû ïðîèñõîäèò íå òîëüêî íàíåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû, íî è íà ñêà÷êàõ �óíêöèè ε(x) íà ãðàíèöàõ ñëîÿ.Èç óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè x < L ñëåäóåò ðàâåíñòâî

kγI(x) =
d

dx
S(x), (1.3)ãäå ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè � S(x) � îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

S(x) =
i

2k

[
u(x)

d

dx
u∗(x) − u∗(x)

d

dx
u(x)

]
,à èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ I(x) = |u(x)|2. Ïðè ýòîì

S(L) = 1 − |RL|2, S(L0) = |TL|2.Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóÿ (1.3) ïî ïðîñòðàíñòâó íåîäíîðîäíîé ñðåäû, ïîëó÷àåìðàâåíñòâî

|RL|2 + |TL|2 + kγ

L∫

L0

dx I(x) = 1. (1.4)Åñëè çàòóõàíèå âîëíû â ñðåäå îòñóòñòâóåò (γ = 0), òî ñîõðàíåíèå ïëîòíîñòè ïîòîêàýíåðãèè âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

|RL|2 + |TL|2 = 1.Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà-÷è (1.1), (1.2). Ïðè îòñóòñòâèè íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû (ε1(x) = 0) è äëÿ äîñòàòî÷íîìàëîãî ïîãëîùåíèÿ âîëíû γ èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ ñëàáî, ýêñïîíåíöèàëüíûìîáðàçîì çàòóõàåò âãëóáü ñðåäû ïî çàêîíó

I(x) = |u(x)|2 = e−kγ(L−x). (1.5)Íà ðèñ. 1.2 ïðèâåäåíû äâå ðåàëèçàöèè èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â äîñòàòî÷-íî òîëñòîì ñëîå ñðåäû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ðåàëèçàöèÿì íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû,ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì è îòëè÷àþùèåñÿ òåì, ÷òî äëÿ íèõ �óíêöèè
ε1(x) â ñåðåäèíå ñëîÿ íà ðàññòîÿíèè äëèíû âîëíû èìåþò ðàçíûé çíàê. Ýòî ïîçâîëÿ-åò óâèäåòü âëèÿíèå ìàëîé ðàññòðîéêè ñðåäû íà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà äåòàëüíîì îïèñàíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, îòìåòèì òîëüêî, ÷òîíà ýòîì ðèñóíêå ÿâíî ïðîñìàòðèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ðåçêîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäà(ñ áîëüøèìè âûáðîñàìè êàê â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè, òàê è ê çíà÷åíèÿì,áëèçêèì ê íóëþ), îáóñëîâëåííàÿ ìíîãîêðàòíûì ïåðåîòðàæåíèåì âîëíû â õàîòè÷å-ñêè íåîäíîðîäíîé ñðåäå (äèíàìè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ). Ïðè ýòîì ïàðàìåòð γ ≪ 1, è,ñëåäîâàòåëüíî, âëèÿíèå ìàëîãî ïîãëîùåíèÿ íà äèíàìè÷åñêóþ ëîêàëèçàöèþ íå ñóùå-ñòâåííî.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà (1.1) ìîæíî ðàñùåïèòü íà äâàóðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ââîäÿ íîâóþ �óíêöèþ

ψ(x) =
i

k

d

dx
lnu(x),
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PSfrag replaements
0

1

2

2,5 5 ∆x�èñ. 1.2. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè äëÿ äâóõ ðåàëèçàöèé íåîäíî-ðîäíîñòåé ñðåäûçàìêíóòîå óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîé âûòåêàåò èç óðàâíåíèÿ (1.1):

d

dx
ψ(x) = ik

[
ψ2(x) − 1 − ε(x)

]
, ψ(L0) = 1. (1.6)Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå (x = L) ñëåäóåò, ÷òî

u(L) =
2

1 + ψ(L)
,è, ñëåäîâàòåëüíî, êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.6)íà îñíîâå ðàâåíñòâà

RL =
1 − ψ(L)

1 + ψ(L)
.Ââåäÿ íîâóþ �óíêöèþ

R(x) =
1 − ψ(x)

1 + ψ(x)
, ψ(x) =

1 −R(x)

1 +R(x)
,óðàâíåíèå (1.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ �èêêàòè

d

dx
R(x) = 2ikR(x) +

i

2k
ε(x)(1 +R(x))2, R(L0) = 0, (1.7)ðåøåíèå êîòîðîãî ïðè x = L îïðåäåëÿåò êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ, ò. å.

RL = R(L).Âîëíîâîå ïîëå u(x) âíóòðè ñðåäû âûðàæàåòñÿ ïðè ýòîì ÷åðåç �óíêöèþ R(x) ñ ïî-ìîùüþ ðàâåíñòâà

u(x) =
[
1 +R(L)

]
exp


ik

L∫

x

dξ
1 −R(ξ)

1 +R(ξ)


 . (1.8)
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xx

x x

LL

L L

x0x0

L0L0

L0 L0à á

â ã

u(x)

ux

ux
u(L)

u(x, L)

u(x, L)

uL

uLR(L)

G(x, x0, L)
G(x0, x0)G(x, x0) u(x, x)

u(x, x0)

R1(L)R2(L)

�èñ. 1.3. Ñõåìà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1), (1.2) ìåòîäîì ïðîãîíêè (a) è ìåòîäîì ïîãðó-æåíèÿ (á ); êðàåâîé çàäà÷è (1.20) ìåòîäîì ïðîãîíêè (â) è ìåòîäîì ïîãðóæåíèÿ (ã)Òàêèì îáðàçîì, òðàäèöèîííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.3, a.Ñïåðâà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (1.7), à çàòåì âîëíîâîå ïîëå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-ùüþ �îðìóëû (1.8). Ýòîò ìåòîä õîðîøî èçâåñòåí è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.Îäíàêî îí íåïðèãîäåí äëÿ àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷.Âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñðåäû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òàêæå â âèäå

u(x) = u1(x) + u2(x),

d

dx
u(x) = −ik[u1(x) − u2(x)],ãäå u1(x) è u2(x) � êîìïëåêñíûå âñòðå÷íûå âîëíû. Îíè ñâÿçàíû ñ âîëíîâûì ïîëåìñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

u1(x) =
1

2

[
1 +

i

k

d

dx

]
u(x), u1(L) = 1,

u2(x) =
1

2

[
1 − i

k

d

dx

]
u(x), u2(L0) = 0,

(1.9)è, ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâóþ çàäà÷ó (1.1), (1.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(
d

dx
+ ik

)
u1(x) = − ik

2
ε(x) [u1(x) + u2(x)] , u1(L) = 1,

(
d

dx
− ik

)
u2(x) = − ik

2
ε(x) [u1(x) + u2(x)] , u2(L0) = 0.

(1.10)Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ R(x), ââåäåííàÿ âûøå, ñâÿçàíà ñ �óíêöèÿìè

u1(x) è u2(x) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
R(x) =

u2(x)

u1(x)
.

1.1. Ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû 11Êðàåâóþ çàäà÷ó (1.1), (1.2) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ ìîæíî ïåðå�îðìó-ëèðîâàòü â âèäå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî ïàðàìåòðó L �ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîëîæåíèþ ïðàâîé ãðàíèöû ñëîÿ, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèå êðàåâîéçàäà÷è êàê �óíêöèþ ýòîãî ïàðàìåòðà (ñì.Ïðèëîæåíèå À., ñ. 105). Òàê, êîý��èöèåíòîòðàæåíèÿ RL óäîâëåòâîðÿåò ïðè ýòîì óðàâíåíèþ �èêêàòè:
d

dL
RL = 2ikRL +

ik

2
ε(L)(1 +RL)2, RL0 = 0, (1.11)ñîâïàäàþùåìó, åñòåñòâåííî, ñ óðàâíåíèåì (1.7), à âîëíîâîå ïîëå â ñëîå ñðåäû u(x) ≡

u(x,L) îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì
∂

∂L
u(x,L) = iku(x,L) +

ik

2
ε(L)(1 +RL)u(x,L),

u(x, x) = 1 +Rx,

(1.12)êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, äè��åðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (1.8) ïî ïàðàìåò-ðó L. Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.3, á. Ñðàâíèâàÿ ýòóñõåìó ñî ñõåìîé ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà ïðîãîíêè (ðèñ. 1.3, à), âèäèì, ÷òîíàïðàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåíÿåòñÿ, è èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïîçâîëèò äàëååïîñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è.Èç óðàâíåíèé (1.11) è (1.12) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��è-öèåíòà îòðàæåíèÿ WL = |RL|2 è èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ I(x,L) = |u(x,L)|2âèäà
d

dL
WL = −kγ

2
[4WL + (RL +R∗

L) (1 +WL)] − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) (1 −WL) ,

WL0 = 0,

∂

∂L
I(x,L) = −kγ

2
(2 +RL +R∗

L) I(x,L) − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) I(x,L),

I(x, x) = |1 +Rx|2,

(1.13)

êîòîðûå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dL
ln (1 −WL) = −kγ

2

4WL + (RL +R∗
L) (1 +WL)

1 −WL
− ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) ,

∂

∂L
ln I(x,L) = −kγ

2
(2 +RL +R∗

L) − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) .

(1.14)Èñêëþ÷àÿ èç (1.14) ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ �óíêöèåé ε1(L), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∂

∂L
ln
I(x,L)

1 −WL
= −kγ |1 +RL|2

1 −WL
.Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ ñâÿçàíà ñ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

I(x,L) =
|1 +Rx|2 (1 −WL)

1 −Wx
exp



−kγ

L∫

x

dξ
|1 +Rξ|2
1 −Wξ



 . (1.15)
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|TL|2 = (1 −WL) exp




−kγ

L∫

L0

dξ
|1 +Rξ|2
1 −Wξ




. (1.16)Ïðè îòñóòñòâèè ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå èç ðàâåíñòâà (1.15) ñëåäóåò âûðàæåíèå

I(x,L) =
|1 +Rx|2 (1 −WL)

1 −Wx
, (1.17)è ïðè ýòîì

|RL|2 + |TL|2 = 1.Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè â ñðåäå ïîãëîùåíèÿ óðàâíåíèå (1.13) äëÿ èíòåíñèâ-íîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ èíòåãðèðóåòñÿ, è èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè íåîäíî-ðîäíîé ñðåäû ïðîñòûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿ âîëíû îò ñëîÿñðåäû.�àçäåëåíèå íà ¾âñòðå÷íûå âîëíû¿ (1.9) íîñèò, êîíå÷íî, óñëîâíûé õàðàêòåð è ÿâ-ëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ïðèåìîì, ïîçâîëÿþùèì ðàñùåïèòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-êà (1.1) íà äâà óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïðîñòåéøèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.Åñëè, â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîé çàäà÷è, �óíêöèÿ k(x) íåïðåðûâíà íà ãðàíè-öå x = L, ò. å. âîëíîâîå ÷èñëî â ñâîáîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå x > L ðàâíî k(L), òîêðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ çàäà÷è (1.1), âìåñòî óñëîâèé (1.2), áóäóò óñëîâèÿ

u(L) +
i

k(L)

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L

= 2, u(L0) −
i

k(L0)

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L0

= 0. (1.18)Êðàåâóþ çàäà÷ó (1.1), (1.18) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé ñî ñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé.Äëÿ íåå óäîáíåå ïðåäñòàâèòü âîëíîâîå ïîëå â âèäå

u(x) = u1(x) + u2(x),

du(x)

dx
= −ik(x) [u1(x) − u2(x)] ,ãäå òåïåðü êîìïëåêñíûå âñòðå÷íûå âîëíû � u1(x) è u2(x) � ñâÿçàíû ñ âîëíîâûìïîëåì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

u1(x) =
1

2

[
1 +

i

k(x)

d

dx

]
u(x), u1(L) = 1,

u2(x) =
1

2

[
1 − i

k(x)

d

dx

]
u(x), u2 (L0) = 0,è óäîâëåòâîðÿþò êðàåâîé çàäà÷å

(
d

dx
+ ik(x)

)
u1(x) = −k

′(x)
k(x)

[u1(x) − u2(x)] , u1(L) = 1,

(
d

dx
− ik(x)

)
u2(x) =

k′(x)
k(x)

[u1(x) − u2(x)] , u2(L0) = 0,

1.2. Èñòî÷íèê âíóòðè ñëîÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû 13ãäå k′(x) = dk(x)/dx. Òåïåðü �óíêöèÿ R(x) = u2(x)/u1(x) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì�èêêàòè

d

dx
R(x) = 2ikR(x) +

k′(x)
2k

[
1 −R2(x)

]
, R(L0) = 0, (1.19)è êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.19) ñ ïîìîùüþðàâåíñòâà

RL = R(L).Åñëè �óíêöèÿ ε(x) äîñòàòî÷íî ìàëà, òî óðàâíåíèå (1.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåóðàâíåíèÿ

dR(x)

dx
= 2ikR(x) +

1

4
ε′(x)

(
1 −R2(x)

)
,ñîäåðæàùåãî, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (1.11), ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè ε(x).1.2. Èñòî÷íèê âíóòðè ñëîÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäûÀíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî â ñëîå ñëó÷àé-íî íåîäíîðîäíîé ñðåäû, îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ �óíêöèè �ðèíà óðàâíåíèÿ�åëüìãîëüöà:

d2

dx2
G(x, x0) + k2[1 + ε(x)]G(x, x0) = 2ikδ(x − x0),

(
d

dx
+ ik

)
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik

)
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0.

(1.20)Âíå ñëîÿ ñðåäû ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä óõîäÿùèõ âîëí (ðèñ. 1.1, á ):

G(x, x0) = T1e
ik(x−L) (x ≥ L), G(x, x0) = T2e

−ik(x−L0) (x ≤ L0).Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà íà ãðàíèöå ñëîÿ x0 = L ñîîòâåòñòâóåò êðàåâîéçàäà÷å (1.1), (1.2) î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû, ò. å.

G(x,L) = u(x,L).�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1.20) èìååò ñòðóêòóðó

G(x, x0) = G(x0, x0)






exp


ik

x0∫

x

ψ1(ξ) dξ


 , x0 ≥ x,

exp



ik
x∫

x0

ψ2(ξ) dξ



 , x0 ≤ x,

(1.21)ãäå ïîëå â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà, â ñèëó óñëîâèÿ ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé, îïðå-äåëÿåòñÿ �îðìóëîé

G(x0, x0) =
2

ψ1(x0) + ψ2(x0)
,à �óíêöèè ψi(x) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè �èêêàòè

d

dx
ψ1 = ik

[
ψ2

1 − 1 − ε(x)
]
, ψ1(L0) = 1,

d

dx
ψ2 = −ik

[
ψ2

2 − 1 − ε(x)
]
, ψ2(L) = 1.

(1.22)



14 Ôîðìóëèðîâêà êðàåâûõ îäíîìåðíûõ âîëíîâûõ çàäà÷ è îñîáåííîñòè èõ ðåøåíèéÑõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì ïðîãîíêè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.3, â. Ñïåðâà ðåøà-þòñÿ äâà óðàâíåíèÿ (1.22), à çàòåì âîëíîâîå ïîëå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îð-ìóëû (1.21).Âìåñòî �óíêöèé ψi(x) ââåäåì íîâûå �óíêöèè Ri(x) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

ψi(x) =
1 −Ri(x)

1 +Ri(x)
, i = 1, 2.Òîãäà âîëíîâîå ïîëå â îáëàñòè x < x0 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

G(x, x0) =
[1 +R1(x0)] [1 +R2(x0)]

1 −R1(x0)R2(x0)
exp



ik
x0∫

x

dξ
1 −R1(ξ)

1 +R1(ξ)



 , (1.23)ãäå �óíêöèÿ R1(x) ïî ïåðåìåííîé x îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èêêàòè (1.7).Ïðè x0 = L âûðàæåíèå (1.23) ïåðåõîäèò â

G(x,L) = u(x,L) = [1 +R1(L)] exp


ik

L∫

x

dξ
1 −R1(ξ)

1 +R1(ξ)


 , (1.24)è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà R1(L) = RL � êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ïëîñêîé âîëíû,ïàäàþùåé íà ñëîé ñðåäû èç îáëàñòè x > L. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåëè÷èíà R2(x0) �êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ âîëíû, ïàäàþùåé íà ñëîé ñðåäû (x0, L) èç îäíîðîäíîãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà x < x0 (ò. å. ïðè ε = 0).Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.24), �îðìóëó (1.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

G(x, x0) =
1 +R2(x0)

1 −R1(x0)R2(x0)
u(x, x0), x ≤ x0,ãäå u(x, x0) � âîëíîâîå ïîëå â ñëîå íåîäíîðîäíîé ñðåäû (L0, x0) ïðè ïàäåíèè íà íååâîëíû èç ñâîáîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà x > x0.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â îáëàñòè x < x0 ïðîïîðöèîíàëüíî âîë-íîâîìó ïîëþ ïëîñêîé âîëíû, ïàäàþùåé íà ñëîé ñðåäû (L0, x0) èç îäíîðîäíîãî ïî-ëóïðîñòðàíñòâà x > x0. Âëèÿíèå ÷àñòè ñëîÿ (x0, L) îïèñûâàåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé

R2(x0).Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà íà ãðàíèöå ñëîÿ x0 = L ñîîòâåòñòâóåò êðàåâîéçàäà÷å (1.1), (1.2) î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû, ò. å.
G(x,L) = u(x,L).Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü çàâèñèìîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ îò ïàðàìåòðà L(ò. å. G(x, x0) ≡ G(x, x0, L)), òî ìåòîä ïîãðóæåíèÿ ïðèâåäåò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ íà-÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

∂

∂L
G(x, x0, L) = i

k

2
ε(L)u(x0, L)u(x,L),

G(x, x0, L)L=max(x,x0) =

{
u(x, x0), x ≥ x0,

u(x0, x), x ≤ x0,

∂

∂L
u(x,L) = ik {1 + ε(L)u(L,L)} u(x,L), u(x,L)|L=x = u(x, x),

d

dL
u(L,L) = 2ik [u(L,L) − 1] + i

k

2
ε(L)u2(L,L), u(L0, L0) = 1. (1.25)

1.2. Èñòî÷íèê âíóòðè ñëîÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû 15Ïðè ýòîì äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò âîëíîâîå ïîëå â çàäà÷å î ïàäåíèèâîëíû íà ñëîé ñðåäû. Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.3, ã.Çàäà÷è ñ àáñîëþòíî îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè, íà êîòîðûõ ïîëÿ G(x, x0) èëè
d

dx
G(x, x0) îáðàùàþòñÿ â íóëü, èìåþò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Òàê, â ïîñëåä-íåì ñëó÷àå äëÿ èñòî÷íèêà ïëîñêèõ âîëí, ðàñïîëîæåííîãî íà ýòîé ãðàíèöå, èìååì

R2(x0) = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî,
Gref (x, x0) =

2

1 −R1 (x0)
exp


ik

x0∫

x

dξ
1 −R1 (ξ)

1 +R1 (ξ)


 , x ≤ x0. (1.26)Èç óðàâíåíèÿ (1.20) ïðè x < x0 âûòåêàåò òàêæå ðàâåíñòâî äëÿ èíòåíñèâíîñòèâîëíîâîãî ïîëÿ I(x, x0) = |G(x, x0)|2:

kγI (x, x0) =
d

dx
S (x, x0) , (1.27)ãäå ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè � S(x, x0) � îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

S (x, x0) =
i

2k

[
G (x, x0)

d

dx
G∗ (x, x0) −G∗ (x, x0)

d

dx
G (x, x0)

]
.Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (1.21), ìîæíî ïðåäñòàâèòü S(x, x0) â âèäå (x ≤ x0)

S (x, x0) = S(x0, x0) exp


−kγ

x0∫

x

dξ
|1 +R1 (ξ)|2

1 − |R1 (ξ)|2


 ,ãäå ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà

S(x0, x0) =

[
1 − |R1 (x0) |2

]
|1 +R2 (x0) |2

|1 −R1 (x0)R2 (x0) |2

(1.28)Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è î ïàäåíèè âîëíû íà ïîëóïðî-ñòðàíñòâî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû (L0 → −∞) è îá èñòî÷íèêå â íåîãðàíè÷åííîìïðîñòðàíñòâå (L0 → −∞, L→ ∞) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïîãëîùåíèè (γ → 0).Èç âûðàæåíèÿ (1.27) âèäíî, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû íåïåðå-ñòàíîâî÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè γ = 0, òî èìååò ìåñòî ñîõðàíåíèå ïëîòíîñòè ïîòîêàýíåðãèè S(x, x0) âî âñåì ïîëóïðîñòðàíñòâå x < x0. Â ïðèñóòñòâèè ìàëîãî êîíå÷íîãîïîãëîùåíèÿ, îäíàêî, èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (1.27) ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó x < x0, ïîëó-÷àåì îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèå ýíåðãèè, ñîñðåäîòî÷åííîé â ýòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå:

kγ

x0∫

−∞
dx I(x, x0) = S(x0, x0) =

[
1 − |R1 (x0) |2

]
|1 +R2 (x0) |2

|1 −R1 (x0)R2 (x0) |2
. (1.29)Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òðè ïðîñòåéøèå ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è:

• ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû (êîíå÷íûé è ïîëóïðîñòðàíñòâî);

• èñòî÷íèê âîëí âíóòðè ñëîÿ ñðåäû (êîíå÷íîãî è íåîãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà);

• âëèÿíèå ãðàíèö íà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ.



16 Ôîðìóëèðîâêà êðàåâûõ îäíîìåðíûõ âîëíîâûõ çàäà÷ è îñîáåííîñòè èõ ðåøåíèéÂñå ýòè çàäà÷è óäàåòñÿ ðåøèòü â ïîëíîì îáúåìå àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Òàêæåëåãêî â ýòîì ñëó÷àå îñóùåñòâèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîâåñòè ñîïîñòàâëåíèåðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε1(x) � ãàóññîâ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåñññ ïàðàìåòðàìè

〈ε1(L)〉 = 0,
〈
ε1(L)ε1(L

′)
〉

= Bε(L− L′) = 2σ2
ε l0δ(L − L′), (1.30)ãäå Bε(L − L′) � êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ, σ2

ε ≪ 1 � äèñïåðñèÿ, à l0 � ðàäèóñ êîð-ðåëÿöèè äëÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè ε1(L). Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåõîäê àñèìïòîòè÷åñêîìó ñëó÷àþ l0 → 0 â òî÷íîì ðåøåíèè çàäà÷è ñ êîíå÷íûì ðàäèó-ñîì êîððåëÿöèè l0 ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, ñîâïàäàþùèì ñ ðåøåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîéçàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè (1.30).Â ñèëó ìàëîñòè ïàðàìåòðà σ2
ε , âñå ñòàòèñòè÷åñêèå ý��åêòû ìîãóò áûòü ðàçäåëåíûíà äâà òèïà � ëîêàëüíûå è íàêàïëèâàþùèåñÿ èç-çà ý��åêòà ìíîãîêðàòíîãî ïåðåîò-ðàæåíèÿ âîëíû â ñðåäå. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïîñëåäíèå.Èç ïîñòàíîâêè êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷ íà îñíîâå ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ âèäíî, ÷òîñóùåñòâóåò äâà òèïà õàðàêòåðèñòèê âîëíîâîãî ïîëÿ, ïðåäñòàâëÿþùèõ íåïîñðåäñòâåí-íûé èíòåðåñ. Ïåðâûé òèï âåëè÷èí ñâÿçàí ñî çíà÷åíèÿìè âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõñëîÿ (êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ RL, TL), ïîëåì â òî÷êå ìåñòîíàõîæ-äåíèÿ èñòî÷íèêà G(x0, x0), ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè â òî÷êå íàõîæäåíèÿ òî÷å÷íîãîèñòî÷íèêà S(x0, x0) è ò. ä. Âòîðîé òèï âåëè÷èí ñâÿçàí ñ îïðåäåëåíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿ ñðåäû, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðåä-ìåòîì ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

�ë à â à 2ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÎ�Î ÏÎËß ÍÀ��ÀÍÈÖÀÕ ÑËÎß Ñ�ÅÄÛ2.1. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ âîëíûÊîìïëåêñíûé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ âîëíû îò ñëîÿ ñðåäû îïèñûâàåòñÿ çàìêíó-òûì óðàâíåíèåì � óðàâíåíèåì �èêêàòè (1.11).Îáîçíà÷èì ìîäóëü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ÷åðåç ρL, ò. å. ïîëîæèì RL = ρLe
iφL ,ãäå φL � �àçà êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Òîãäà èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (1.11) äëÿ âå-ëè÷èíû WL = ρ2

L = |RL|2 � êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ è åãî �àçû,ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
d

dL
WL = −2kγWL + kε1(L)

√
WL (1 −WL) sinφL, WL0 = 0,

d

dL
φL = 2k + kε1(L)

{
1 +

1 +WL

2
√
WL

cosφL

}
, φL0 = 0.

(2.1)Áûñòðîîñöèëëèðóþùèå �óíêöèè â äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíàõ, íå âíîñÿùèå âêëàäà â íà-êàïëèâàþùèåñÿ ý��åêòû, îïóùåíû â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.1) (ñð. ñ óðàâíåíèåì (1.13)).Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ ϕ(L,W ) = δ(WL−W ), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèåì Ëèóâèëëÿ:
∂

∂L
ϕ(L,W ) = 2kγ

∂

∂W
{Wϕ(L,W )}−kε1(L)

∂

∂W

{√
W (1 −W ) sinφLϕ(L,W )

}
. (2.2)Óñðåäíèì ýòî óðàâíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé �óíêöèè ε1(L) è âîñïîëüçóåìñÿ�îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (Â.45) íà ñ. 181 â Ïðèëîæåíèè B. äëÿ ðàñùåïëåíèÿêîððåëÿöèé, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

〈ε1(L)F [L,L0; ε1(x)]〉 =

L∫

L0

dL′Bε(L− L′)
〈

δ

δε1(L′)
F [L, L0; ε1(x)]

〉
. (2.3)Ýòà �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �óíêöèîíàëà F [L, L0; ε1(x)] ñëó÷àé-íîãî ïðîöåññà ε1(x) ïðè L0 ≤ x ≤ L. Äëÿ ãàóññîâà äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðîöåññà

ε1(x) ñ ïàðàìåòðàìè (1.30) �îðìóëà (2.3) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

〈ε1(L)F [L, L0; ε1(x)]〉 = σ2
ε l0

〈
δ

δε1(L− 0)
F [L, L0; ε1(x)]

〉
. (2.4)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòàîòðàæåíèÿ P (L,W ) = 〈ϕ(L,W )〉 â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå

∂

∂L
P (L,W ) = 2kγ

∂

∂W
{WP (L,W )} − k

∂

∂W

L∫

L0

dL′Bε(L− L′)
√
W (1 −W ) ×

×
〈

cosφL
δφL

δε1(L′)
ϕ(L,W ) + sinφL

δϕ(L,W )

δε1(L′)

〉
, (2.5)17



18 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõãäå Bε(L − L′) � êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε1(L). Ïîäñòàâëÿÿòåïåðü â ýòî óðàâíåíèå �óíêöèþ âèäà (1.30) è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

δϕ(L,W )

δε1(L− 0)
= −k ∂

∂W

{√
W (1 −W ) sinφLϕ(L,W )

}
,

δφL
δε1(L− 0)

= k

{
1 +

1 +WL

2
√
WL

cosφL

}
,âûòåêàþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé (2.2) è (2.1), ïîëó÷àåì äëÿ ïëîòíîñòè âå-ðîÿòíîñòåé P (L,W ) íåçàìêíóòîå óðàâíåíèå

∂

∂L
P (L,W ) = 2kγ

∂

∂W
{WP (L,W )} −

− k2σ2
ε l0

∂

∂W
(1 −W )

〈[√
W cosφL +

1

2
(1 +W ) cos2 φL

]
ϕ(L,W )

〉
+

+ k2σ2
ε l0

∂

∂W

{√
W (1 −W )

∂

∂W

[√
W (1 −W )

〈
sin2 φLϕ(L,W )

〉]}
.Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî �àçà êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ èìååò ñòðóêòóðó

φL = k(L− L0) + φ̃L,ò. å. áûñòðî ìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà äëèíû âîëíû, ìîæíî äîïîëíèòåëüíîóñðåäíèòü ýòî óðàâíåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè åñòåñòâåííîìîãðàíè÷åíèè k/D ≫ 1, è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

∂

∂L
P (L,W ) = 2kγ

∂

∂W
WP (L,W ) − 2D

∂

∂W
W (1 −W )P (L,W ) +

+D
∂

∂W
W (1 −W )2

∂

∂W
P (L,W ) (2.6)ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè

D =
k2σ2

ε l0
2

.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì ïðåäñòàâëÿòü âåëè÷èíó WLâ âèäå

WL =
uL − 1

uL + 1
, uL =

1 +WL

1 −WL
, uL ≥ 1. (2.7)Òîãäà âåëè÷èíà uL îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

d

dL
uL = −kγ

(
u2
L − 1

)
+ kε1(L)

√
u2
L − 1 sinφL, uL0 = 1,

d

dL
φL = 2k + kε1(L)




1 +
uL√
u2
L − 1

cosφL




 , φL0 = 0,è äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû uL � P (L, u) = 〈δ(uL − u)〉 ïîëó-÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà:
∂

∂L
P (L, u) = kγ

∂

∂u

(
u2 − 1

)
P (L, u) +D

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
P (L, u). (2.8)

2.1. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ âîëíû 19Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ êîý��èöèåíòó äè��óçèè, îïðåäåëÿþùàÿ åñòå-ñòâåííûé ìàñøòàá äëèíû, ñâÿçàííûé ñî ñëó÷àéíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ñðåäû, îáû÷-íî íàçûâàåòñÿ äëèíîé ëîêàëèçàöèè (ñì. ï. 3.1.1., ñ. 44), ò. å.
llo =

1

D
.Äàëåå, ïðè àíàëèçå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âîëíîâîãî ïîëÿ, ìû óâèäèì, ÷òîèìåííî ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò ìàñøòàá äèíàìè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè âîëí â îòäåëü-íûõ ðåàëèçàöèÿõ âîëíîâîãî ïîëÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñòàòèñòè÷å-ñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âîëíîâîãî ïîëÿ,ìîæåò è íå îñóùåñòâëÿòüñÿ.2.1.1. Íåäèññèïàòèâíàÿ ñðåäà (ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíûíà ñëîé ñðåäû)Åñëè ïîãëîùåíèå â ñðåäå îòñóòñòâóåò (ò. å. γ = 0), òî óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàí-êà (2.8) äëÿ áåçðàçìåðíîé òîëùèíû ñëîÿ η = D(L− L0) ïðèíèìàåò âèä

∂

∂η
P (η, u) =

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
P (η, u) (2.9)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

P (0, u) = δ(u− 1).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà

p(u, η|u0, η0) = 〈δ(u− u(η)|u0, η0〉ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà
∂

∂η
p(u, η|u0, η0) =

∂

∂u
(u2 − 1)

∂

∂u
p(u, η|u0, η0),

p(u, η0|u0, η0) = δ(u− u0).

(2.10)Åãî ðåøåíèå ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëåðà�Ôîêà(ñì., íàïðèìåð, [33℄), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëà

F (µ) =

∞∫

1

du f(u)P−1/2+iµ(u) (µ > 0), (2.11)ãäå P−1/2+iµ(u) � �óíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà (�óíêöèÿ êîíóñà), óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ óðàâíåíèþ

d

du
(u2 − 1)

d

du
P−1/2+iµ(u) = −

(
µ2 +

1

4

)
P−1/2+iµ(u). (2.12)Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.11) èìååò âèä

f(u) =

∞∫

0

dµµ th(πµ)F (µ)P−1/2+iµ(u) (1 ≤ u ≤ ∞), (2.13)ãäå F (µ) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (2.11).
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p(µ, η) =

∞∫

1

du p(u, η|u0, η0)P−1/2+iµ(u).Óìíîæàÿ òåïåðü óðàâíåíèå (2.10) íà P−1/2+iµ(u) è èíòåãðèðóÿ ïî u â ïðåäåëàõ îò 1äî ∞, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂

∂η
p(µ, η) =

∞∫

1

duP−1/2+iµ(u)
∂

∂u
(u2 − 1)

∂

∂u
p(u, η|u0, η0) (2.14)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

p(µ, η0) = P−1/2+iµ(u0). (2.15)Èíòåãðèðóÿ äâàæäû ïî ÷àñòÿì â ïðàâîé ÷àñòè (2.14) è èñïîëüçóÿ äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå Ëåæàíäðà äëÿ P−1/2+iµ(u) (2.12), ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå äëÿ p(µ, η):

d

dη
p(µ, η) = −

(
µ2 +

1

4

)
p(µ, η),ðåøåíèå êîòîðîãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.15) èìååò âèä

p(µ, η) = P−1/2+iµ(u0) exp

(
−
(
µ2 +

1

4

)
(η − η0)

)
.Èñïîëüçóÿ òåïåðü �îðìóëó îáðàùåíèÿ (2.13), ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.10)â âèäå èíòåãðàëà Ìåëåðà�Ôîêà:

p(u, η|u0, η0) =

∞∫

0

dµµ th(πµ) exp

(
−
(
µ2 +

1

4

)
(η − η0)

)
P−1/2+iµ(u)P−1/2+iµ(u0).(2.16)Ïðè îòñóòñòâèè ñëîÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû η0 = 0 âåëè÷èíà u0 = 1, è ìû ïîëó÷àåìâûðàæåíèå

P (u, η) =

∞∫

0

dµµ th(πµ) exp

(
−
(
µ2 +

1

4

)
(η − η0)

)
P−1/2+iµ(u), (2.17)ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòåé (2.9).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∞∫

1

dx

(1 + x)n
P−1/2+iµ(x) =

π

ch(µπ)
Kn(µ),ãäå

Kn+1(µ) =
1

2n

[
µ2 +

(
n− 1

2

)2
]
Kn(µ), K1(µ) = 1,
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0,2

0,4

0,6

0,8

1

2 4 6 8
DL

〈
|TL|2

〉, 〈|RL|2
〉

�èñ. 2.1. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí 〈|RL|2
〉 è 〈|TL|2

〉 îò òîëùèíû ñëîÿèç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.17) ìîæíî âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîý��è-öèåíòîâ îòðàæåíèÿ WL = |RL|2 è ïðîõîæäåíèÿ |TL|2 = 1−|RL|2 = 2/(1+uL) è, â ÷àñò-íîñòè, ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòîâ êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæ-äåíèÿ [36, 110℄:
〈
|TL|2n

〉
= 2nπ

∞∫

0

dµ
µ sh(µπ)

ch2(µπ)
Kn(µ) exp

(
−
(
µ2 +

1

4

)
η

)
. (2.18)�ðà�èê çàâèñèìîñòè âåëè÷èí 〈WL〉 =

〈
|RL|2

〉 è 〈|TL|2〉 = 1 −
〈
|RL|2

〉 îò òîëùèíûñëîÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.1.Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé òîëùèíå ñëîÿ, à èìåííî η = D(L−L0) ≫ 1, äëÿ ìîìåíòîâìîäóëÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ èç (2.18) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

〈
|TL|2n

〉
≈ [(2n − 3)!!]2 π2√π

22n−1(n− 1)!

1

η
√
η
e−η/4,è, ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ëþáîãî ìîìåíòà ìîäóëÿ êîý��èöè-åíòà ïðîõîæäåíèÿ |TL| îò òîëùèíû ñëîÿ èìååò óíèâåðñàëüíóþ çàâèñèìîñòü (ìåíÿåòñÿëèøü ÷èñëåííûé êîý��èöèåíò).Ñòðåìëåíèå ê íóëþ âñåõ ìîìåíòîâ âåëè÷èíû |TL| ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ñëîÿîçíà÷àåò, ÷òî |RL| → 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ò. å. ïîëóïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé íåäèññèïàòèâíîé ñëîèñòîé ñðåäû ïîëíîñòüþ îòðàæàåò ïàäàþùóþ íàíåå âîëíó. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ÿâëåíèå íå çàâèñèò îò ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñðåäûè îò óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïîáûñòðûì îñöèëëÿöèÿì, ñâÿçàííûì ñ �àçîé êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïðèáëèæåíèè äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

ε1(L) ñëó÷àéíûå ïðîöåññûWL è uL � ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ïî ïàðàìåòðó L. Ïðè ýòîìî÷åâèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà

p(u,L|u′, L′) =
〈
δ(uL − u|uL′ = u′)

〉îïèñûâàåòñÿ òàêæå óðàâíåíèåì (2.10), ò. å.

∂

∂L
p(u,L|u′, L′) = D

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
p(u,L|u′, L′),ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

p(u,L′|u′, L′) = δ(u − u′),
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p(u,L|u′, L′) =

∞∫

0

dµµ th(πµ) exp

(
−D

(
µ2 +

1

4

)
(L− L′)

)
P−1/2+iµ(u)P−1/2+iµ(u

′).(2.19)Ïðè L′ = L0 è u′ = 1 âûðàæåíèå (2.19) ïåðåõîäèò â îäíîòî÷å÷íóþ ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòåé (2.17).2.1.2. Íåäèññèïàòèâíàÿ ñðåäà (ñëó÷àé íàêëîííîãî ïàäåíèÿ âîëíû íàñëîé ñðåäû)Ñèòóàöèÿ íå ìåíÿåòñÿ è äëÿ ñëó÷àÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ âîëíû íà ïîëóïðîñòðàí-ñòâî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñëîèñòîé ñðåäû ïîä óãëîì θ ê îñè x. Â ýòîì ñëó÷àåêîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ è âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñðåäû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìèïîãðóæåíèÿ (À.41), ñ. 110 ïðèëîæåíèÿ À:

d

dL
RL = 2ik (cos θ)RL +

ik

2 (cos θ)
ε(L) (1 +RL)2 , RL0 = 0,

∂

∂L
u(x,L) = ik (cos θ)u(x,L) +

ik

2 (cos θ)
ε(L) (1 +RL)u(x,L),

u(x, x) = 1 +Rx.

(2.20)Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.20) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåäèññèïàòèâíîé ñðåäû âåëè÷èíà
WL = |RL|2 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dL
WL =

k

cos θ
ε1(L)

√
WL (1 −WL) sinφL, WL0 = 0, (2.21)ãäå φL � �àçà êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ,ðàâíîé åäèíèöå, äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε1(L) è äëÿ ëþáîãî óãëà θ ïàäåíèÿäëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíîé ñðåäû (L0 → −∞) âåëè÷èíà WL → 1.Â ýòîì ñëó÷àå êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ èìååò ñòðóêòóðó RL = eiφL , ãäå �àçà φLîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïîãðóæåíèÿ, âûòåêàþùèì èç (2.20):

d

dL
φL = 2k (cos θ) +

k

cos θ
ε1(L) (1 + cosφL) , φL0 = 0. (2.22)Íàñ èíòåðåñóåò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû φL. �åøå-íèå óðàâíåíèÿ (2.22) îïðåäåëÿåò åãî íà âñåé îñè φL (−∞,∞). Îäíàêî äëÿ ïðèëîæå-íèé ïîëåçíåå çíàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà èíòåðâàëå (−π, π), êîòîðîå äëÿïîëóïðîñòðàíñòâà, åñòåñòâåííî, íå äîëæíî çàâèñåòü îò L. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ óäîáíî âìåñòî �àçû âîëíû φL ðàññìàòðèâàòü �óíêöèþ zL = tg (φL/2),èìåþùóþ ñèíãóëÿðíûå òî÷êè. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íåå èìååò âèä

d

dL
zL = k cos θ

(
1 + z2

L

)
+

k

cos θ
ε1(L), zL0 = 0. (2.23)Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ ε1(L) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé äåëüòà-êîððåëèðîâàííîéñëó÷àéíîé �óíêöèåé ñ ïàðàìåòðàìè (1.30) äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

P (L, z) = 〈δ(zL − z)〉 ,

2.1. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ âîëíû 23îïðåäåëåííîé íà âñåé îñè (−∞,∞), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà
∂

∂L
P (L, z) = −k cos θ

∂

∂z

(
1 + z2

L

)
P (L, z) +

2D

cos2 θ

∂2

∂z2
P (L, z). (2.24)Äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû (L0 → −∞) ñîîòâåòñòâóþ-ùåå ¾ñòàöèîíàðíîå¿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà

P (z) = lim
L0→−∞

P (L, z),íåçàâèñÿùåå îò L, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
−κ d

dz

(
1 + z2

)
P (z) +

d2

dz2
P (z) = 0, (2.25)ãäå ïàðàìåòð

κ =
α

2
cos3 θ, α =

k

D
, D =

k2σ2
ε l0

2
.Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíû (θ = 0) ïàðàìåòð κ = α/2îïèñûâàåò âëèÿíèå âîëíîâîãî ÷èñëà íà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è [70,71,75℄.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (2.25), ñîîòâåòñòâóþùåå ïîñòîÿíñòâó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðî-ÿòíîñòåé, èìååò âèä [105, 112℄

P (z) = J(κ)

∞∫

z

dξ exp

{
−κξ

[
1 +

ξ3

3
+ z(z + ξ)

]}
, (2.26)ãäå ¾ñòàöèîíàðíîå¿ çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé

J−1(κ) =

√
π

κ

∞∫

0

ξ−1/2 dξ exp

{
−κ

(
ξ +

ξ3

12

)}
.Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ �àçû âîëíû â èíòåðâàëå (−π, π)

P (φ) =
1 + z2

2
P (z)

∣∣∣∣∣
z=tg(φ/2)ïðèâåäåíî íà ðèñ. 2.2, à äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà κ = 0,1; 1,0; 10.Ïðè κ≫ 1 ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó

P (z) =
1

π(1 + z2)
,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ �àçû êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ:

P (φ) =
1

2π
, −π < φ < π.Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå κ≪ 1, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëîãîìó ïàäåíèþ âîëíûíà ïîëóïðîñòðàíñòâî (θ → π/2), ìû ïîëó÷àåì

P (z) = κ1/3
(

3

4

)1/6 1√
πΓ(1/6)

Γ

(
1

3
,
κz3

3

)
,
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PSfrag replaements
à á

P (φ)P (φ) 11 22 33 0,20,2 0,40,4

00 00 −3−3 33�èñ. 2.2. Ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (φ) äëÿ íåñîãëàñîâàííîé (à) è ñîãëàñîâàííîé(á ) ãðàíèö. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó κ = 0,1; 2 � κ = 1; 3 � κ = 10ãäå Γ(µ, z) � íåïîëíàÿ ãàììà-�óíêöèÿ. Ïðè κ|z|3 ≫ 3 è |z| → ∞ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P (z) = κ1/3
(

3

4

)1/6 1√
πΓ(1/6)

(
3

κz3

)2/3

.�àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (2.26) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷å-ñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåðíà ãðàíèöå ñëîÿ x = L, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ àñèìïòî-òè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè

〈I(L,L〉 = 2 〈1 + cosφL〉 =






2, κ≫ 1,

2 · 31/6 · Γ
(

2

3

)
· κ1/3, κ≪ 1.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëîãîãî ïàäåíèÿ âîëíû, êîãäà θ → π/2, âåëè÷èíà RL → −1è, ñëåäîâàòåëüíî, âîëíîâîå ïîëå íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L � u(L,L) = 1 +RL ñòðåìèòñÿê íóëþ. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà äëÿ ïîëîãî ïà-äåíèÿ âîëíû ÿâëÿåòñÿ êàê áû çåðêàëîì. Ýòîò ý��åêò ñóùåñòâåííî ñâÿçàí ñî ñêà÷êîì�óíêöèè ε1(x) íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L. Ýòîò ìàëûé ñêà÷îê íå âíîñèò ñóùåñòâåííîãîâêëàäà â ñòàòèñòèêó ïðè ìàëûõ óãëàõ ïàäåíèÿ âîëíû (íîðìàëüíîå ïàäåíèå), îäíà-êî äëÿ ïîëîãîãî ïàäåíèÿ ýòîò ñêà÷îê ïðîÿâëÿåòñÿ êàê áåñêîíå÷íûé áàðüåð è ñòàòè-ñòè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ êàðäèíàëüíûì îáðàçîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòåé äëÿ �àçû êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ (2.26) ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ êàêî ðàññåÿíèè âîëíû íà ñëó÷àéíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû, òàê è î ðàññåÿíèè íà ñêà÷êå�óíêöèè ε1(x) íà ãðàíèöå ñëîÿ áåç ðàçäåëåíèÿ ýòèõ ý��åêòîâ. �àçäåëèòü ýòè ý��åê-òû ìîæíî, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó ñ ñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé â ðàìêàõ äè��óçèîííîãîïðèáëèæåíèÿ, ÷òî è áóäåò ñäåëàíî â äàëüíåéøåì.2.1.3. Äèññèïàòèâíàÿ ñðåäàÏðè íàëè÷èÿ ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå óðàâíåíèÿ (2.6) è (2.8) íå ìîãóò áûòü ðåøåíûàíàëèòè÷åñêè äëÿ ñëîÿ êîíå÷íîé òîëùèíû. Îäíàêî äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà (L0 → −∞)

2.1. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ âîëíû 25PSfrag replaements

P (W )

W
0,2 0,4 0,6 0,80

1

2

3 123�èñ. 2.3. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ P (W ). Êðè-âàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó β = 1; 2 � β = 0,5; 3 � β = 0,1ñóùåñòâóåò ¾ñòàöèîíàðíàÿ¿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ âåëè÷èí WL è uL [1,117℄, íåçàâèñÿùàÿ îò L è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì
2 (β − 1 +W )P (W ) + (1 −W )2

d

dW
P (W ) = 0, 0 < W < 1,

βP (u) +
d

du
P (u) = 0, u > 1,

(2.27)ãäå β = kγ/D � áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ.�åøåíèÿ óðàâíåíèé (2.27) èìåþò âèä
P (W ) =

2β

(1 −W )2
exp

{
− 2βW

1 −W

}
, P (u) = βe−β(u−1), (2.28)è ãðà�èê �óíêöèè P (W ) ïðåäñòàâëåí äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β íà ðèñ. 2.3.Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (2.28) î÷åâèäåí � îíà îïèñûâàåò ñòà-òèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îò äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííîãî õàîòè÷å-ñêè íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ, äî êîíöà êîòîðîãî ïàäàþùàÿ âîëíà íå ïðîíèêàåò âñëåäñòâèååå äèíàìè÷åñêîãî ïîãëîùåíèÿ ñðåäîé.Ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèé (2.28) ìîæíî âû÷èñëèòü âñå ìîìåíòû âåëè÷èíû

WL = |RL|2. Òàê, äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿïîëó÷àåì
〈W 〉 =

1∫

0

dW WP (W ) =

∞∫

1

du
u− 1

u+ 1
P (u) = 1 + 2βe2β Ei(−2β),ãäå Ei(−x) = −

∫∞
x dt e−t/t, (x > 0) � èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ. Ó÷èòû-âàÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ �óíêöèè Ei(−x) (ñì., íàïðèìåð, [2℄)

Ei(−x) =





lnx (x≪ 1),

−e−x 1

x

(
1 − 1

x

)
(x≫ 1),ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû 〈W 〉 =

〈
|RL|2

〉:

〈W 〉 ≈






1 − 2β ln

(
1

β

)
, β ≪ 1,

1

2β
, β ≫ 1.

(2.29)
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〈
|Rη|2n

〉, n = 1, 2

0,109

0,227

0,589

0,735

0 2 4 6

1,0

η

123
4

�èñ. 2.4. �ðà�èêè çàâèñèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê WL = |RL|2: êðèâûå 1, 2, �ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû ïðè β = 1, êðèâûå 3, 4 � ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû ïðè β = 0,08Äëÿ íàõîæäåíèÿ âûñøèõ ìîìåíòîâ âåëè÷èíû WL = |RL|2 óìíîæèì ïåðâîå óðàâ-íåíèå â (2.27) íà W n è ïðîèíòåãðèðóåì ïî W îò 0 äî 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

n
〈
W n+1

〉
− 2(β + n) 〈W n〉 + n

〈
W n−1

〉
= 0 (n = 1, 2, . . .), (2.30)ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòü âñå ñòàðøèå ìîìåíòû. Òàê,äëÿ n = 1 ïîëó÷àåì 〈

W 2
〉

= 2(β + 1) 〈W 〉 − 1.Ïåðåõîä ê ¾ñòàöèîíàðíîìó¿ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî îñóùåñòâèòü íåòîëüêî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì L0 → −∞, íî è ïåðåõîäîì L → ∞. Óðàâíåíèå (2.6)ðåøàëîñü ÷èñëåííî äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà: β = 1,0 è β = 0,08, äëÿ ðàçëè÷-íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé [36, 110℄. Ïî íàéäåííîìó ðåøåíèþ âû÷èñëÿëèñü âåëè÷èíû
〈WL〉 ,

〈
W 2
L

〉, ãðà�èêè ïîâåäåíèÿ êîòîðûõ â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîé òîëùèíûñëîÿ η = D(L−L0) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.4. Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðè β ≥ 1 ðàñ-ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âûõîäèò íà ñâîå ¾ñòàöèîíàðíîå¿ ðàñïðåäåëåíèå äîâîëüíîáûñòðî (η ∼ 1,5), â ñëó÷àå æå β = 0,08 (áîëüøàÿ ¾ñòîõàñòè÷íîñòü¿ çàäà÷è) η ≥ 5.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè è èíòåíñèâ-íîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ ñðåäû x = L âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòîòðàæåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè β ≪ 1

〈S(L,L)〉 = 1 − 〈WL〉 = 2β ln

(
1

β

)
, 〈I(L,L)〉 = 1 + 〈WL〉 = 2. (2.31)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû |TL| = 0, äëÿýíåðãèè âîëíîâîãî ïîëÿ, çàêëþ÷åííîãî â ýòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå:

E = D

L∫

−∞
dxI(x,L),èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (1.4), ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âèäà

P (E) = βP (W )W=(1−βE) =
2

E2
exp

{
− 2

E
(1 − βE)

}
θ(1 − βE), (2.32)

2.1. Êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ âîëíû 27è, â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð ïðè β ≪ 1,

〈E〉 = 2 ln

(
1

β

)
. (2.33)Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (2.32) äîïóñêàåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

β = 0, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì ïðåäåëüíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé
P (E) =

2

E2
exp

{
− 2

E

}
, (2.34)çàòóõàþùóþ ñòåïåííûì îáðàçîì äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè E ñ èíòåãðàëüíîé�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (E) = exp

{
− 2

E

}
.Ñëåäñòâèåì (2.34) ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî âñå ìîìåíòû ïîëíîé ýíåðãèè âîëíîâîãîïîëÿ ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè. È â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âåðîÿòíîñòü îãðàíè-÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíîé â îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ âîëíîâîãîïîëÿ.Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü [36℄, ÷òî äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà (L0 → −∞) ïðè β ≪ 1èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

D

L∫

−∞
dx
〈
I2(x,L)

〉
=

1

β
.Çàìå÷àíèå 2.1. Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿÂûøå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåí-òà îòðàæåíèÿ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è êîððåëÿöèè ñàìîé êîìïëåêñíîé�óíêöèè RL. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà �óíêöèþ 〈RLR

∗
L′〉, ãäå L′ < L.Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.11) íà R∗

L′ è óñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà ε1(L), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
d

dL
〈RLR

∗
L′〉 = 2ik 〈RLR

∗
L′〉 +

ik

2

〈
ε1(L) (1 +RL)2R∗

L′

〉
− kγ

2

〈
(1 +RL)2R∗

L′

〉ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
〈RLR

∗
L′〉L=L′ =

〈
|RL′ |2

〉
.Èñïîëüçóÿ äàëåå �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.4) è âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèîííûõ ïðîèç-âîäíûõ

δ

δε1(L)
RL =

ik

2
(1 +RL)

2
,

δ

δε1(L)
R∗

L′ = 0,ïîñëå äîïîëíèòåëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì ïîëó÷àåì óæå çàìêíóòîå óðàâ-íåíèå

d

dL
〈RLR

∗
L′〉 = [2ik −D(3 + β)] 〈RLR

∗
L′〉 , 〈RLR

∗
L′〉L=L′ =

〈
|RL′ |2

〉
,ðåøåíèå êîòîðîãî

〈RLR
∗
L′〉 =

〈
|RL′ |2

〉
exp {[2ik −D(3 + β)] (L− L′)} . (2.35)Îòìåòèì, ÷òî ñàìà âåëè÷èíà 〈RLR

∗
L′〉 �èçè÷åñêîãî ñìûñëà íå èìååò. Îíà îïèñûâàåò êîð-ðåëÿöèîííóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé äâóõ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîÿìñ òîëùèíàìè (L−L0) è (L′−L0). Îäíàêî ýòà âåëè÷èíà óäîáíà äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòà-ìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýðãîäè÷íîñòè êîý��èöèåíòàîòðàæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó L. �



28 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõ2.2. Èñòî÷íèê âíóòðè ñëîÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäûÄëÿ èñòî÷íèêà ïëîñêèõ âîëí, íàõîäÿùåãîñÿ âíóòðè ñðåäû, âîëíîâîå ïîëå è ïëîò-íîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè (1.23)è (1.28). Äëÿ ìîäåëè äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ε1(x) âåëè÷èíû R1(x0)è R2(x0) ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû â íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ÷àñòÿõ ïðîñòðàíñòâà, òàêêàê îíè îïèñûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (1.22) íà ñ. 13. Äëÿ íåîãðàíè÷åí-íîãî ïðîñòðàíñòâà (L0 → −∞, L → ∞) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ âåëè÷èí R1(x0)è R2(x0) îïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé (2.28) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíî-ñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà è ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòèïîòîêà ýíåðãèè â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå [36, 110℄

〈I(x0, x0)〉 = 1 +
1

β
. (2.36)Íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ïðè

β → 0 ñâèäåòåëüñòâóåò î íàêîïëåíèè ýíåðãèè âîëíû â õàîòè÷åñêè ñëîèñòîé ñðåäå,à â òî æå âðåìÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿèñòî÷íèêà 〈S(x0, x0)〉 = 1 íå çàâèñèò îò �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ñðåäû è ñîâïàäàåòñ ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ �îðìóë (1.26) è (1.28) äëÿ èñòî÷íèêà, ðàñïî-ëîæåííîãî íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå x0 = L, ïîëó÷àåì

〈Iref(L,L)〉 = 4

(
1 +

2

β

)
, 〈Sref(L,L)〉 = 4, (2.37)ò. å. ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè îò èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî íàîòðàæàþùåé ãðàíèöå, òàêæå íå çàâèñèò îò �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû è ñîâïàäàåòñ ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå âûøå �îðìóëû (2.36), (2.37) ïðè β → 0 îáðàùàþòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü, ò. å. íàëè÷èå ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå (õîòü è ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ÿâëÿ-åòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì �àêòîðîì â çàäà÷å î òî÷å÷íîì èñòî÷íèêå.Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.29), ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ýíåð-ãèè âîëíîâîãî ïîëÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå:

E = D

x0∫

−∞
dx I(x, x0).Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå, ïîëó÷àåì âûðà-æåíèå

Pref(E) =

√
2

π

1

E
√
E

exp

{
− 2

E

(
1 − βE

4

)2
}
,äîïóñêàþùåå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä β → 0, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïàäåíèÿ âîëíûíà ïîëóïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû.2.3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèèÏîëó÷åííûå âûøå ðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå ñî çíà÷åíèÿìè âîëíîâîãî ïîëÿ â �èêñèðî-âàííûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà (íà ãðàíèöå ñðåäû è â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà),ïîçâîëÿþò, â ñèëó ðàâåíñòâà (1.29), ñäåëàòü íåêîòîðûå îáùèå çàêëþ÷åíèÿ è î ïîâåäå-íèè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû.

2.3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè 29Òàê, äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå (−∞, x), èç (1.29)ñëåäóåò âûðàæåíèå

〈E〉 = D

x0∫

−∞
dx 〈I(x, x0)〉 =

1

β
〈S(x0, x0)〉 . (2.38)Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïàäàþùåé íà ïîëóïðîñòðàíñòâî x ≤ L ïëîñêîé âîëíû (x0 = L)ïðè óñëîâèè β ≪ 1 èç (2.31) è (2.38) âûòåêàþò ðàâåíñòâà

〈E〉 = 2 ln

(
1

β

)
, 〈I(L,L〉 = 2. (2.39)Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøàÿ ÷àñòü ñðåäíåé ýíåðãèè ñîñðåäîòî÷åíà â ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà

Dlβ ∼= ln

(
1

β

)
,ò. å. îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîãëî-ùåíèåì âîëíû. Îòìåòèì, ÷òî è ïðè îòñóòñòâèè �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû òàê-æå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëîêàëèçàöèÿ ýíåðãèè íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà äëèíû ïîãëîùåíèÿ

D · labs ∼= 1/β. Îäíàêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ β ≪ 1 èìååì: labs ≫ lβ. Åñëè β → 0,òî âåëè÷èíà lβ → ∞, è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íåïîãëîùàþùåé ñðåäû, ñòàòèñòè÷åñêàÿëîêàëèçàöèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ îòñóòñòâóåò.Äëÿ èñòî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå èìååì

〈E〉 =
1

β
, 〈I(x0, x0)〉 = 1 +

1

β
,è, ñëåäîâàòåëüíî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ëîêàëèçàöèÿ ñðåäíåé ýíåðãèèîñóùåñòâëÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâåííîì ìàñøòàáå

D|x− x0| ∼= 1ïðè β → 0.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå,èìååì
〈E〉 =

4

β
, 〈Iref(L,L)〉 = 4

(
1 +

2

β

)
,è, ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëèçàöèÿ ñðåäíåé ýíåðãèè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà âäâîå ìåíüøåìïðîñòðàíñòâåííîì ìàñøòàáå

D(L− x)| ∼= 1

2ïðè β → 0.Â ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ ñóùåñòâåííî çà-âèñèò îò ïàðàìåòðà β è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè óñëîâèè β → 0. Îäíàêî ýòîñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí. Äàëåå, ïðè àíàëèçå âîëíîâîãî ïîëÿ âíóò-ðè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû ìû óáåäèìñÿ, ÷òî äàæå ïðè îòñóòñòâèè ïîãëîùåíèÿâ ñðåäå â îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ âîëíîâîãî ïîëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ëî-êàëèçàöèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé àíäåðñîíîâñêîé ëîêàëèçàöèè [82℄.Çàìå÷àíèå 2.2. Âëèÿíèå ìîäåëè ñðåäû�àçâèòàÿ âûøå òåîðèÿ áàçèðîâàëàñü íà ìîäåëè ãàóññîâûõ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóê-òóàöèé âåëè÷èíû ε1(x). �àññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî è äëÿ ðÿäà äðóãèõìîäåëåé îäíîìàñøòàáíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèåé (òåëåãðà�íûé, îáîáùåííûé òåëåãðà�íûé ïðîöåññû) [50℄. �åçóëüòàòû òàêîãî àíàëèçàñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ. �



30 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõ2.4. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå2.4.1. Çàäà÷à ñ íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåéÏðè âûâîäå óðàâíåíèé (2.6) è (2.8) ìû èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððå-ëèðîâàííîñòè �óíêöèè ε1(x) è äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì,÷òî íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà óñëîâèå ìàëîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãîðàäèóñà êîððåëÿöèè l0 ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε1(x). Äëÿ ó÷åòà êîíå÷íîñòè ïðîñòðàí-ñòâåííîãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè l0 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äè��óçèîííûì ïðèáëèæå-íèåì. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü âëèÿíèÿ �ëóêòóàöèéïðîöåññà ε1(x) íà äèíàìèêó âîëíîâîãî ïîëÿ íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà ðàäèóñà êîððå-ëÿöèè l0, ò. å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà l0 âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿêàê â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.Èñõîäíûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî (2.5). Â ðàìêàõ äè��óçèîííî-ãî ïðèáëèæåíèÿ âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå δφL/δε1(L′) è δϕ(L,W )/δε1(L
′) íà ìàñ-øòàáàõ ïîðÿäêà l0 îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ïîãëîùåíèåâîëíû â ñðåäå òàêæå ñ÷èòàåì ìàëûì):

∂

∂L

δϕ(L,W )

δε1(L′)
= 0,

δϕ(L,W )

δε1(L′)

∣∣∣∣
L=L′

= −k ∂

∂W

{√
W (1 −W ) sinφL′ϕ(L′,W )

}
,

d

dL

δφL
δε1(L′)

= 0,
δφL

δε1(L′)

∣∣∣∣
L=L′

= k

{
1 +

1 +WL′

2
√
WL′

cosφL′

}
.Ïðè ýòîì è ñàìè �óíêöèè ϕ(L,W ), WL è φL íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà l0 îïèñûâàþòñÿóðàâíåíèÿìè

∂

∂L
ϕ(L,W ) = 0, ϕ(L,W )|L=L′ = ϕ(L′,W ),

d

dL
WL = 0, WL|L=L′ = WL′ ,

d

dL
φL = 2k, φL|L=L′ = φL′ .Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ

ϕ(L′,W ) = ϕ(L,W ), WL′ = WL, φL′ = φL − 2k(L− L′),è âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå δφL/δε1(L′) è δϕ(L,W )/δε1(L
′) çàïèøóòñÿ â âèäå

δϕ(L,W )

δε1(L′)
= −k ∂

∂W

{√
W (1 −W ) sin

[
φL − 2k(L− L′)

]
ϕ(L,W )

}
,

δφL
δε1(L′)

= k

{
1 +

1 +WL′

2
√
WL′

cos
[
φL − 2k(L − L′)

]}
.

(2.40)Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (2.40) â óðàâíåíèå (2.5), ïðîâîäÿ äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíå-íèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì è ñ÷èòàÿ, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîéñðåäû ìíîãî áîëüøå ìàñøòàáà l0 è äëèíû âîëíû, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîê-êåðà�Ïëàíêà (2.6) ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè:
D(k, l0) =

k2

4

∞∫

−∞
dξ Bε(ξ) cos (2kξ) =

k2

4
Φε(2k), (2.41)ãäå Φε(q) =

∫∞
−∞ dξ Bε(ξ)e

iqξ � ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε1(x). Ïî-ÿâëåíèå ñïåêòðà �óíêöèè ε1(x) íà óäâîåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ãàðìîíèêå �èçè÷åñêè
2.4. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå 31ñâÿçàíî ñ èçâåñòíûì óñëîâèåì Áðýããà äëÿ äè�ðàêöèè íà ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòó-ðàõ (ñì., íàïðèìåð, [8℄).Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î ìàëîñòè âëèÿíèÿ�ëóêòóàöèé ïðîöåññà ε1(x) íà äèíàìèêó âîëíîâîãî ïîëÿ íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà ðàäèó-ñà êîððåëÿöèè l0. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîå ïîëå, êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðà L, ÿâëÿåòñÿìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

D(k, l0)l0 ≪ 1, α =
k

D(k, l0)
≫ 1.Ñòðóêòóðà êîý��èöèåíòà äè��óçèè D(k, l0) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà kl0. Åñëè

kl0 ≪ 1, ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ïðîöåññà ε1(x),â êîòîðîì êîý��èöèåíò äè��óçèè íå çàâèñèò îò ìîäåëè ñðåäû è
D(k, l0) =

k2

4

∞∫

−∞
dξBε(ξ) =

k2

4
Φε(0).Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, kl0 ≫ 1, êîý��èöèåíò äè��óçèè ìîæåò ñóùåñòâåííîçàâèñåòü îò ìîäåëè ñðåäû.Òàêèì îáðàçîì, äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà σ2

ε ≪ 1.2.4.2. Çàäà÷à ñ ñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåéÊàê îòìå÷àëîñü ðàíåå äëÿ íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöû x = L, îòðàæåíèå âîëíû îñó-ùåñòâëÿåòñÿ íå òîëüêî çà ñ÷åò íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû, íî è çà ñ÷åò ñêà÷êà �óíêöèè

ε1(x) íà ýòîé ãðàíèöå. �àçäåëèòü ýòè ý��åêòû ìîæíî, ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé ñîãëà-ñîâàííîé ãðàíèöû, êîãäà îòñóòñòâóåò ñêà÷îê �óíêöèè ε1(x) íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L,ò. å. êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî â ñâîáîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå x > L � kL = k
√

1 + ε1(L).Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

d2

dx2
u(x) + k2(x)u(x) = 0,

(
1 +

i

k(x)

d

dx

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= 2,

(
1 − i

k(x)

d

dx

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(2.42)ãäå
k2(x) = k2[1 + ε(x)].Êðàåâóþ çàäà÷ó (2.42) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ òàêæå ìîæíî ïåðå�îðìó-ëèðîâàòü êàê çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî ïàðàìåòðó L � ïîëîæåíèþ ïðàâîéãðàíèöû ñëîÿ, íà êîòîðóþ ïàäàåò âîëíà (ñì. ïðèëîæåíèå À, ñ. 114). Êîý��èöèåíòîòðàæåíèÿ RL è âîëíîâîå ïîëå â ñëîå ñðåäû u(x) ≡ u(x,L) äëÿ ìàëûõ �ëóêòóàöèé�óíêöèè ε1(L) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

d

dL
RL = 2ikRL − kγRL +

ξ(L)

2

(
1 −R2

L

)
, RL0 = 0, (2.43)

∂

∂L
u(x,L) = iku(x,L) − kγ

2
u(x,L) +

ξ(L)

2
(1 −RL) u(x,L), u(x, x) = 1 +Rx,(2.44)



32 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõãäå ξ(L) = ε′1(L), è ìû âèäèì, ÷òî èçìåíèëàñü ñòðóêòóðà íåëèíåéíîãî ÷ëåíà â óðàâ-íåíèè äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ è ñëó÷àéíûå íåîäíîðîäíîñòè îïèñûâàþòñÿ ïðî-ñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ε1(L). Ââèäó ýòîãî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððå-ëèðîâàííîñòè ïðîöåññà íåïðèìåíèìî, è íåîáõîäèìî â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèáëè-æåíèÿ èñïîëüçîâàòü äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå.Äëÿ ãàóññîâà ïðîöåññà ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé Bε(x) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(x)òàêæå ãàóññîâ ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé

Bξ(x− x′) =
〈
ξ(x)ξ(x′)

〉
= − ∂2

∂x2
Bε(x− x′). (2.45)�àññìîòðèì, êàê è ðàíåå, âåëè÷èíó WL = |RL|2. Äëÿ íåå ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêîåóðàâíåíèå

d

dL
WL = −2kγWL +

ξ(L)

2
(1 −WL) (RL +R∗

L) , WL0 = 0. (2.46)Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ ϕ(L,W ) = δ (WL −W ), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâ-íåíèåì Ëèóâèëëÿ:

(
∂

∂L
− 2kγ

∂

∂W
W

)
ϕ(L,W ) = −ξ(L)

2

∂

∂W
{(1 −W ) (RL +R∗

L)ϕ(L,W )} . (2.47)Óñðåäíÿÿ ýòî óðàâíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé �óíêöèè ξ(L) è èñïîëüçóÿ �îð-ìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.3) íà ñ. 17, ïîëó÷àåì äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé êâàä-ðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ P (L,W ) = 〈ϕ(L,W )〉 óðàâíåíèå

(
∂

∂L
− 2kγ

∂

∂W
W

)
P (L,W ) = −1

2

∂

∂W

L∫

L0

dL′Bξ(L− L′) (1 −W ) ×

×
〈(

δRL
δξ(L′)

+
δR∗

L

δξ(L′)

)
ϕ(L,W ) + (RL +R∗

L)
δϕ(L,W )

δξ(L′)

〉
, (2.48)ãäå Bξ(L− L′) � êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(L).Â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå δRL/δξ(L′)è δϕ(L,W )/δξ(L′) íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà l0 îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè (ïîãëîùåíèå âîëíû â ñðåäå òàêæå ñ÷èòàåì ìàëûì):

∂

∂L

δϕ(L,W )

δξ(L′)
= 0,

δϕ(L,W )

δξ(L′)

∣∣∣∣
L=L′

= −1

2

∂

∂W

{
(1 −W ) (RL′ +R∗

L′)ϕ(L′,W )
}
,

d

dL

δRL
δξ(L′)

= 2ik
δRL
δξ(L′)

,
δRL
δξ(L′)

∣∣∣∣
L=L′

=
1

2

(
1 −R2

L′

)
.Ïðè ýòîì è ñàìè �óíêöèè ϕ(L,W ) è WL íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà l0 îïèñûâàþòñÿ óðàâ-íåíèÿìè

∂

∂L
ϕ(L,W ) = 0, ϕ(L,W )|L=L′ = ϕ(L′,W ),

d

dL
RL = 2ikRL, RL|L=L′ = RL′ .Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ

ϕ(L′,W ) = ϕ(L,W ), RL′ = RLe
−2ik(L−L′),

2.4. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå 33è âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå δRL/δξ(L′) è δϕ(L,W )/δξ(L′) çàïèøóòñÿ â âèäå
δϕ(L,W )

δξ(L′)
= −1

2

∂

∂W

{(
RLe

−2ik(L−L′) +R∗
Le

2ik(L−L′)
)

(1 −W )ϕ(L,W )
}
,

δRL
δξ(L′)

=
1

2

∂

∂W

(
e2ik(L−L

′) −R2
Le

−2ik(L−L′)
)

(1 −W )ϕ(L,W ).

(2.49)Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (2.49) â óðàâíåíèå (2.48), ïðîâîäÿ äîïîëíèòåëüíîå óñðåä-íåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì è ñ÷èòàÿ, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîéñðåäû ìíîãî áîëüøå ìàñøòàáà l0 è äëèíû âîëíû, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôîê-êåðà�Ïëàíêà (2.6) ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè:
D(k, l0) =

1

16

∞∫

−∞
dη Bξ(η) cos (2kη) =

1

16
Φξ(2k) =

k2

4
Φε(2k). (2.50)Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòèêà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ äëÿ çàäà÷è ñ ñîãëà-ñîâàííîé ãðàíèöåé ñîâïàäàåò ñî ñòàòèñòèêîé ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íåñîãëàñîâàííîé ãðà-íèöåé. Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê äëÿ íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíû íà íåñîãëàñîâàííóþãðàíèöó ñêà÷îê �óíêöèè k(L) íà ýòîé ãðàíèöå ìàë. �àñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ñëåäó-åò îæèäàòü òîëüêî äëÿ íàêëîííîãî ïîëîãîãî ïàäåíèÿ âîëíû èëè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäàíåâîçìîæíî ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì.Ïðè îòñóòñòâèè ïîãëîùåíèÿ èç óðàâíåíèé (2.43) è (2.46) ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîëóïðî-ñòðàíñòâà ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû x < L (L0 → −∞)WL = 1, ò. å. âîëíà ïîëíî-ñòüþ îòðàæàåòñÿ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûì ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿèìååò ìåñòî è äëÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ âîëíû ïîä óãëîì θ ê îñè x. Â ýòîì ñëó÷àå âìå-ñòî óðàâíåíèÿ (2.43) äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ è âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñðåäûìû èìååì óðàâíåíèÿ

d

dL
RL = 2ik (cos θ)RL +

ξ(L)

2 cos2 θ

(
1 −R2

L

)
, RL0 = 0,

∂

∂L
u(x,L) = ik (cos θ)u(x,L) +

ξ(L)

2 cos2 θ
(1 −RL) u(x,L),

u(x, x) = 1 +Rx.

(2.51)Â ñëó÷àå ïîëîãîãî ïàäåíèÿ âîëíû äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà x < L âåëè÷èíà R2
L → 1, èïîòîìó RL → ±1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè çíà÷åíèÿ âíîñÿò íàèáîëüøèé âêëàä â ñòàòèñòè-êó �àçû êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ.Ïðåäñòàâëÿÿ êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ â âèäå RL = eiφL , äëÿ �àçû ïîëó÷àåì óðàâ-íåíèå

d

dL
φL = 2k (cos θ) − ξ(L)

2 cos2 θ
sinφL, φL0 = 0. (2.52)Ââåäåì íîâóþ �óíêöèþ zL = tg (φL/2), èìåþùóþ ñèíãóëÿðíûå òî÷êè, àíàëîãè÷íîñëó÷àþ ñ íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íåå èìååò âèä

d

dL
zL = 2k (cos θ)

(
1 + z2

L

)
− ξ(L)

2 cos2 θ
zL, zL0 = 0. (2.53)Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.47), äåéñòâóÿ êàê è ðàíåå, â äè��óçèîííîìïðèáëèæåíèè äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (L, z) = 〈δ (zL − z)〉, îïðåäåëåííîé íà âñåéîñè (−∞,∞), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà [103℄

∂

∂L
P (L, z) = −k cos θ

∂

∂z

(
1 + z2

L

)
P (L, z) +

2D

cos2 θ

∂

∂z
z
∂

∂z
zP (L, z), (2.54)



34 �ëàâà 2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõãäå âåëè÷èíà D = k2σ2
ε l0/2 îïðåäåëÿåò, êàê è ðàíåå, êîý��èöèåíò äè��óçèè äëÿíîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíû íà ñëîé ñðåäû.Äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà (L0 → −∞) ñòàöèîíàðíàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò L ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòåé P (z) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

−κ d
dz

(
1 + z2

L

)
P (z) +

2D

cos2 θ

d

dz
z
d

dz
zP (z), (2.55)ãäå, êàê è ðàíåå, ïàðàìåòð

κ =
α

2
cos3 θ, α =

k

D
.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì ïîñòîÿíñòâà ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåéèìååò âèä êâàäðàòóðû:

P (z) = −J(κ)

z

z∫

z0

dz1
z1

exp

{
κ

(
z − 1

z
− z1 +

1

z1

)}
.Ïîñòîÿííàÿ J(κ) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ∫∞−∞ dz P (z) = 1, à ïðîèçâîëü-íàÿ âåëè÷èíà z0 äîëæíà áûòü âûáðàíà èç óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè êâàäðàòóðû äëÿ âñåõ zèç (−∞,∞).Ñëåäîâàòåëüíî,

P (z) = θ(z)P+(z) + θ(−z)P−(z),

P+(z) =
J(κ)

z

∞∫

0

ds

1 + s
exp

{
−κs

(
z +

1

z(1 + s)

)}
, z > 0,

P−(z) = −J(κ)

z

1∫

0

ds

1 − s
exp

{
κs

(
z +

1

z(1 − s)

)}
, z < 0.

(2.56)

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (z) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, è

P+(z = +0) = P−(z = −0) =
J(κ)

κ
,ãäå

1

J(κ)
= π2

[
J2

0 (2κ) +N2
0 (2κ)

]
=






π, κ≫ 1,
[
π2 + 4 (lnκ+ C)2

]
, κ≪ 1.Çäåñü J0(x) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ, N0(x) � �óíêöèÿ Íåéìàíà è C � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.Ïðè óñëîâèè κ≫ 1, ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå

P (z) =
1

π (1 + z2)
,ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ �àçû êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ

P (φ) =
1

2πíà (−π, π). Ïðè κ ≪ 1 íåâîçìîæíî íàïèñàòü îäíîðîäíîå ïî φ àñèìïòîòè÷åñêîåâûðàæåíèå äëÿ P (φ). ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.2, á, ñ. 24,äëÿ κ = 0,1; 1,0; 10.

2.4. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå 35�àññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå
x = L, ñâÿçàííûå ñ �àçîâûìè �ëóêòóàöèÿìè êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ â àñèìïòî-òè÷åñêîì ñëó÷àå κ ≪ 1. Ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå
x = L îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

〈I(L,L〉 = 2 + 〈RL +R∗
L〉 = 2 〈(1 + cosφL)〉 = 4

∞∫

−∞

dz

1 + z2
P (z),è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè κ≪ 1 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

〈I(L,L)〉 = 2,êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà çíà÷åíèé RL = +1 è RL = −1 ñîâïàäàþò,õîòÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîìåðíîé.



�ë à â à 3ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎ�Èß ÏÅ�ÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÏåðåéäåì òåïåðü ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþ âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñðåäû. �àñ-ñìîòðèì äâå çàäà÷è: î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû è îá èñòî÷íèêå âîëí âíóòðèñðåäû. 3.1. Íîðìàëüíîå ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäûÂ îáùåì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå âîëíîâîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ êðàå-âîé çàäà÷åé (1.1), (1.2) íà ñ. 7. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíûå âñòðå÷íûå âîëíû

u(x) = u1(x) + u2(x),
d

dx
u(x) = −ik[u1(x) − u2(x)],ñâÿçàííûå ñ âîëíîâûì ïîëåì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (1.9) íà ñ. 10:

u1 (x) =
1

2

[
1 +

i

k

d

dx

]
u (x) , u1 (L) = 1,

u2 (x) =
1

2

[
1 − i

k

d

dx

]
u (x) , u2 (L0) = 0.

(3.1)Âîëíîâîå ïîëå, êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðà L, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïîãðóæå-íèÿ (1.12) íà ñ. 11. Î÷åâèäíî, ÷òî è âñòðå÷íûå âîëíû òàêæå áóäóò óäîâëåòâîðÿòüóðàâíåíèÿì (1.12), íî ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

∂

∂L
u1(x,L) = ik

(
1 +

1

2
ε(L) (1 +RL)

)
u1(x,L), u1(x, x) = 1,

∂

∂L
u2(x,L) = ik

(
1 +

1

2
ε(L) (1 +RL)

)
u2(x,L), u2(x, x) = Rx,

(3.2)ãäå êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ RL îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1.11) íà ñ. 11.Ââåäåì òåïåðü èíòåíñèâíîñòè âñòðå÷íûõ âîëí W1(x,L) = |u1(x,L)|2è W2(x,L) = |u2(x,L)|2, óäîâëåòâîðÿþùèå, î÷åâèäíî, óðàâíåíèÿì
∂

∂L
W1(x,L) = −kγW1(x,L) +

ik

2
ε(L) (RL −R∗

L)W1(x,L),

∂

∂L
W2(x,L) = −kγW2(x,L) +

ik

2
ε(L) (RL −R∗

L)W2(x,L),

W1(x, x) = 1, W2(x, x) = |Rx|2.

(3.3)Âåëè÷èíà WL = |RL|2, âõîäÿùàÿ â íà÷àëüíîå óñëîâèå â (3.3), óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ (1.13) íà ñ. 11 èëè óðàâíåíèþ
d

dL
WL = −2kγWL − ik

2
ε1(L) (RL −R∗

L) (1 −WL) , WL0 = 0. (3.4)36

3.1. Íîðìàëüíîå ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû 37Â óðàâíåíèÿõ (3.3) è (3.4) îïóùåíû ñëàãàåìûå â äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíàõ, íå âíîñÿùèåâêëàäà â íàêàïëèâàþùèåñÿ ý��åêòû.Áóäåì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü ε1(x) ãàóññîâûì äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ñëó÷àéíûìïðîöåññîì ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé (1.30) íà ñ. 16. Â ñèëó òîãî ÷òî óðàâíåíèÿ (3.3),(3.4) � óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ìîæíî äëÿ ñîâìåñòíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èí W1(x,L), W2(x,L) è WL,
P (x,L,W1,W2,W ) = 〈δ(W1(x,L) −W1)δ(W2(x,L) −W2)δ(WL −W )〉 ,îáû÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

∂

∂L
P (x,L,W1,W2,W ) = kγ

(
∂

∂W1
W1 +

∂

∂W2
W2 + 2

∂

∂W
W

)
P (x,L,W1,W2,W ) +

+D

[
∂

∂W1
W1 +

∂

∂W2
W2 −

∂

∂W
(1 −W )

]
P (x,L,W1,W2,W ) +

+D

[
∂

∂W1
W1 +

∂

∂W2
W2 −

∂

∂W
(1 −W )

]2
WP (x,L,W1,W2) (3.5)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

P (x, x,W1,W2,W ) = δ(W1 − 1)δ(W2 −W )P (x,W ), (3.6)ãäå �óíêöèÿ P (L,W ) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé êâàäðàòà ìîäóëÿ îòðàæåíèÿ WL,îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (2.6) íà ñ. 18. Â óðàâíåíèè (3.5), êàê è ðàíåå, êîý��èöè-åíò äè��óçèè D = k2σ2
ε l0/2, è ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîåóñðåäíåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì, îáóñëîâëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è ïðè ε = 0:

u(x) ∼ e±ikx.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.3) äëÿ �óíêöèé Wn(x,L) ëèíåéíû, ìîæíî ïåðåéòèê ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äëÿ ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòåé âñòðå÷íûõ âîëí:

Q(x,L, µ, λ,W ) =

1∫

0

dW1

1∫

0

dW2W
µ−λ
1 W λ

2 P (x,L,W1,W2,W ), (3.7)óäîâëåòâîðÿþùåé áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ

∂

∂L
Q(x,L, µ, λ,W ) = −kγ

(
µ− 2

∂

∂W
W

)
Q(x,L, µ, λ,W ) −

−D

[
µ+

∂

∂W
(1 −W )

]
Q(x,L, µ, λ,W ) +D

[
µ− ∂

∂W
(1 −W )

]2
WQ(x,L, µ, λ,W )(3.8)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Q(x, x, µ, λ,W ) = W λP (x,W ).Çíàÿ �óíêöèþ Q(x,L, µ, λ,W ), ìîæíî îïðåäåëèòü ìîìåíòíûå �óíêöèè èíòåíñèâ-íîñòåé âñòðå÷íûõ âîëí ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

〈
W µ−λ

1 (x,L)W λ
2 (x,L)

〉
=

1∫

0

dW Q(x,L, µ, λ,W ). (3.9)



38 �ëàâà 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿÓðàâíåíèå (3.8) îïèñûâàåò ñòàòèñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿñðåäû L0 ≤ x ≤ L è, â ÷àñòíîñòè, êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âîëíû, åñëè â íåìïîëîæèòü x = L0.Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïîëóïðîñòðàíñòâà (L0 → −∞) óðàâíåíèå (3.8) ïåðåõîäèòâ óðàâíåíèå

∂

∂ξ
Q(ξ, µ, λ,W ) = −β

(
µ− 2

∂

∂W
W

)
Q(ξ, µ, λ,W ) −

−
[
µ+

∂

∂W
(1 −W )

]
Q(ξ, µ, λ,W ) +

[
µ− ∂

∂W
(1 −W )

]2
WQ(ξ, µ, λ,W ) (3.10)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Q(0, µ, λ,W ) = W λP (W ),ãäå ââåäåíî áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå ξ = D(L − x) > 0, à ¾ñòàöèîíàðíàÿ¿, íå çà-âèñÿùàÿ îò L ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ P (W )îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (2.28) íà ñ. 25. �àâåíñòâî (3.9) â ýòîì ñëó÷àå ïåðåïèøåòñÿâ âèäå

〈
W µ−λ

1 (ξ)W λ
2 (ξ)

〉
=

1∫

0

dWQ(ξ, µ, λ,W ). (3.11)Äàëåå íàì áóäåò áîëåå óäîáíî ðàññìîòðåòü â îòäåëüíîñòè ñëó÷àéíóþ ñðåäó áåçïîãëîùåíèÿ è ñëó÷àéíóþ ñðåäó ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ.3.1.1. Íåäèññèïàòèâíàÿ ñðåäà (ñòîõàñòè÷åñêèé âîëíîâîé ïàðàìåòðè-÷åñêèé ðåçîíàíñ è äèíàìè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ âîëí)Åñëè ïîãëîùåíèå â ñðåäå îòñóòñòâóåò, óðàâíåíèÿ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ (1.11) è (1.12)íà ñ. 11 óïðîùàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ (1.13)èíòåãðèðóåòñÿ è èíòåíñèâíîñòü íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.17). Ýòî ðàâåíñòâî, ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.7) íà ñ. 18äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

2
I(x,L) =

ux +
√
u2
x − 1 cosφx

1 + uL
, (3.12)ãäå �àçà êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ φx èìååò ñòðóêòóðó φx = 2kx+ φ̃x, à �óíêöèè uxè φ̃x ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà äëèíû âîëíû. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèèðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé èç �óíêöèè I(x,L) öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü èõ ìåäëåí-íûå èçìåíåíèÿ ïî x, ò. å. ïðåäâàðèòåëüíî óñðåäíèòü ïî �óíêöèÿì, áûñòðî ìåíÿþùèì-ñÿ íà äëèíå âîëíû. Òàêîå óñðåäíåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé. Òàê,óñðåäíåíèå âûðàæåíèÿ (3.12) äàåò

1

2
I(x,L) =

ux
1 + uL

. (3.13)Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

1

4
I2(x,L) =

3u2
x − 1

2 (1 + uL)2

(3.14)è ò. ä.Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, �óíêöèÿ ux â (3.13), (3.14) è ò. ï. ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèìñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà (2.19) íà ñ. 22
3.1. Íîðìàëüíîå ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû 39è îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé (2.17). Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ñòàòè-ñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èíòåíñèâíîñòè âîëíû ïðîñòî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êâàä-ðàòóðû. Òàê, äëÿ âåëè÷èíû In(x,L) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

1

2n
In(x,L) =

gn(ux)

(1 + uL)n
, (3.15)ãäå gn(ux) � ïîëèíîì ïî ux ñòåïåíè n, è, ñëåäîâàòåëüíî,

1

2n

〈
In(x,L)

〉
=

∞∫

1

duL
(1 + uL)n

∞∫

1

dux gn(ux)p(uL, L|ux, x)P (x, ux). (3.16)Ïîäñòàâëÿÿ â (3.16) âûðàæåíèå (2.19) íà ñ. 22 äëÿ p(uL, L|ux, x), ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

∞∫

1

dx

(1 + x)n
P−1/2+iµ(x) =

π

ch(µπ)
Kn(µ), (3.17)ãäå

Kn+1(µ) =
1

2n

[
µ2 +

(
n− 1

2

)2
]
Kn(µ), K1(µ) = 1,ìîæíî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî uL è ïåðåéòè ê äâóêðàòíîìó (ïî âíåøíåìó âèäó)èíòåãðàëó

1

2n

〈
In(x,L)

〉
=

= π

∞∫

0

dµµ
sh(µπ)

ch2(µπ)
Kn(µ) exp

(
−
(
µ2 +

1

4

)
(L− x)

) ∞∫

1

du gn(u)P−1/2+iµ(u)P (x, u).(3.18)Çäåñü ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ðàññòîÿíèÿ DL → L è Dx → x. Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå,÷òî L0 = 0.Ïîñêîëüêó
I(0, L) = |TL|2 =

2

1 + uL
,èíòåãðàë

∞∫

1

duL
(1 + uL)n

∞∫

1

dux gk(ux)p(uL, L|ux, x)P (x, ux)îïèñûâàåò êîððåëÿöèè êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ñ èíòåíñèâíîñòüþ âíóòðèñëîÿ.Äàëüíåéøàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ â (3.18),÷òî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïðîñòîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [36, 110℄.Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ

fk(x) =

∞∫

1

duukP−1/2+iµ(u)P (x, u) (k = 0, 1, . . .), (3.19)



40 �ëàâà 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿÿâëÿþùèåñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëåðà�Ôîêà äëÿ �óíêöèé ukP (x, u). Äè��åðåíöè-ðóÿ ðàâåíñòâî (3.19) ïî x, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà (2.9) äëÿ �óíêöèè

P (x, u), äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè Ëåæàíäðà P−1/2+iµ(x) íà ñ. 19:

d

dx

(
x2 − 1

) d

dx
P−1/2+iµ(x) = −

(
µ2 +

1

4

)
P−1/2+iµ(x),è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

d

dx
fk(x) = −

(
µ2 +

1

4
− k2 − k

)
fk(x) + 2kψk(x) − k(k − 1)fk−2(x), (3.20)ãäå

ψk(x) =

∞∫

1

duuk−1P (x, u)
(
u2 − 1

) d

du
P−1/2+iµ(u). (3.21)Äè��åðåíöèðóÿ òåïåðü �óíêöèþ ψk(x) ïî x, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

d

dx
ψk(x) = −

(
µ2 +

1

4
− k2 + k

)
ψk(x) − 2k

(
µ2 +

1

4

)
fk(x) −

− (k − 1)(k − 2)ψk−2(x) + 2(k − 1)

(
µ2 +

1

4

)
fk−2(x). (3.22)Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ (3.20) è (3.22) ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, óñëîâèÿ

fk(0) = 1, ψk(0) = 0.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè fk(x) è ψk(x) ñâÿçàíû çàìêíóòîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìîéíåîäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý�-�èöèåíòàìè, êîòîðóþ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà ðåøèòü.Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.20), (3.22) â âèäå
fk(x) = f̃k(x) exp

(
−
(
µ2 +

1

4
− k2

)
x

)
,

ψk(x) = ψ̃k(x) exp

(
−
(
µ2 +

1

4
− k2

)
x

)
.

(3.23)Òîãäà äëÿ �óíêöèé f̃k(x) è ψ̃k(x) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
(
d

dx
− k

)
f̃k(x) = 2kψ̃k(x) − k(k − 1)f̃k−2(x)e

−4(k−1)x,

(
d

dx
+ k

)
ψ̃k(x) = −2k

(
µ2 +

1

4

)
f̃k(x) +

+ (k − 1)

[
2

(
µ2 +

1

4

)
f̃k−2(x) − (k − 2)ψ̃k−2(x)

]
e−4(k−1)x (3.24)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

f̃k(0) = 1, ψ̃k(0) = 0.Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä

f̃k(x) = A(µ) sin (2kµx) +B(µ) cos (2kµx) .

3.1. Íîðìàëüíîå ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû 41�àññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñëó÷àè.1. Â ñëó÷àå k = 0 èìååì

d

dx
f̃0(x) = 0, f̃0(L0) = 1,è, ñëåäîâàòåëüíî,

f0(x) = exp

{
−
(
µ2 +

1

4

)
x

}
. (3.25)Òîãäà èíòåãðàë

〈
|TL|2n

〉
=

∞∫

1

duL
(1 + uL)n

∞∫

1

du p(uL, L|u, x)P (x, u) =

= 2nπ

∞∫

0

dµ
µ sh(µπ)

ch2(µπ)
Kn(µ) exp

(
−
(
µ2 +

1

4

)
(L− L0)

)îïèñûâàåò ìîìåíòû ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç ñëîé �ëóêòóè-ðóþùåé ñðåäû.2. Â ñëó÷àå k = 1 èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
(
d

dx
− 2

)
f̃1(x) = 2ψ̃1(x),

(
d

dx
+ 1

)
ψ̃1(x) = −2

(
µ2 +

1

4

)
f̃1(x),è, ñëåäîâàòåëüíî,

f1(x) = exp

{
−
(
µ2 − 3

4

)
x

}(
cos (2µx) +

1

2µ
sin (2µx)

)
. (3.26)Èíòåãðàë (3.16) ïðè n = 1 îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãîïîëÿ âíóòðè ñëîÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû [12℄:

〈
I(x,L)

〉
= 2π

∞∫

0

dµ
µ sh(µπ)

ch2(µπ)
exp

(
x−

(
µ2 +

1

4

)
L

)(
cos (2µx) +

1

2µ
sin (2µx)

)
.(3.27)Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.1 äëÿ ðàçëè÷íûõ òîëùèí ñëîÿ.3. Â ñëó÷àå k = 2 èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(
d

dx
− 2

)
f̃2(x) = 4ψ̃2(x) − 2e−4x,

(
d

dx
+ 2

)
ψ̃2(x) = −2

(
µ2 +

1

4

)[
2f̃2(x) − e−4x

]
,è, ñëåäîâàòåëüíî,

f̃2(x) =
µ2 + 5/4

2 (1 + µ2)
cos (4µπ) +

µ2 + 3/4

2µ (1 + µ2)
sin (4µπ) +

µ2 + 3/4

2 (1 + µ2)
e−4x.Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë (3.18) ïðè n = 2 îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå âòîðîãî ìîìåíòàèíòåíñèâíîñòè ïî òîëùèíå ñëîÿ:

〈
I2(x,L)

〉
= π

∞∫

0

dµ
µ sh(µπ)

ch2(µπ)
exp

(
−
(
µ2 +

1

4

)
L

)(
µ2 +

1

4

)(
3e4xf̃2(x) − 1

)
,
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PSfrag replaements

〈I(x, L)〉〈I(x, L)〉

x
x

DL

0

0

0,2

0,2

0,4

0,4

0,6

0,6

0,8

0,8

1

1

2

5

10

15

2012345

0,5

1

1,5

2

�èñ. 3.1. Ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ â çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû.Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò DL = 1; 2 � DL = 2; 3 � DL = 3; 4 � DL = 10; 5 � DL = 20

PSfrag replaements
12345

3,5

4,5

〈
I2(x, L)

〉
〈
I2(x, L)

〉

x x

DL

0

0,2

0,2

0,4

0,4

0, 6

0, 6

0,8

0,8

1

2

3

4
4

5

6

8

10

40

201234
�èñ. 3.2. Âòîðîé ìîìåíò èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîéñðåäû. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò DL = 0,5; 2 � DL = 1; 3 � DL = 2; 4 � DL = 3ãðà�èê ïîâåäåíèÿ êîòîðîãî ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.2 äëÿ ðàçëè÷íûõ òîëùèí.Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.24),ìîæíî âûðàçèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò èíòåíñèâíîñòè ÷åðåç åäèíñòâåííóþ êâàä-ðàòóðó.�àññìîòðèì ñòðóêòóðó ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé. Êàê ìû âèäåëè âûøå, ìîìåíòûèíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿ ñðåäû îïèñûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè âèäà

〈
In(x,L)

〉
∼

∞∫

−∞
dµ

sh(µπ)

ch2(µπ)
Φ(µ) exp

(
n2x+ 2inµx−

(
µ2 +

1

4

)
L

)
=

= exp

(
−1

4
L+ n2Lξ (1 − ξ)

) ∞∫

−∞
dµ

sh(µπ)

ch2(µπ)
Φ(µ) exp

(
− (µ− inξ)2 L

)
, (3.28)ãäå âåëè÷èíà ξ = x/L, à Φ(µ) � àëãåáðàè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïàðàìåòðà µ. Åñëè îá-ðàòèòüñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ñëó÷àþ L → ∞, ξ � �èêñèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, òî èç

3.1. Íîðìàëüíîå ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû 43âûðàæåíèÿ (3.28) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ìàñøòàáà äëèíû:
ξ1 =

1

2

(
1 −

√
1 − 1

n2

) è ξ2 = 1 − 1

2n
,òàêèå, ÷òî ïðè 0 ≤ ξ ≤ ξ1 âåëè÷èíà 〈In(x,L)

〉 ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà. Ïðè ξ1 ≤ ξ ≤ ξ2âåëè÷èíà 〈In(x,L)
〉 ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèêà è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà âáëèçè òî÷êè

ξ ≈ 1/2, ãäå 〈In(x,L)
〉

max
∼ exp

{(
n2 − 1

)
l/4
}. Ïðè 1 ≥ ξ ≥ ξ2 âåëè÷èíà 〈In(x,L)

〉ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Âñå âûøåñêàçàííîå îòíîñèòñÿ ê ñëó-÷àþ n ≥ 2. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé n = 1, êîãäà òî÷êè ξ1 è ξ2 ñëèâàþòñÿè ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè íîñèò ìîíîòîííûé õàðàêòåð.Ïåðâûé ìàñøòàá îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì n2ξ (1 − ξ) ∼ 1/4, à âòîðîé îáóñëîâëåíòåì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ 〈In(x,L)
〉

→ 2n ïðè L → ∞ îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë(3.28) äîëæåí äàâàòü ïîëþñ µn = i (n− 1/2), è êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äîëæåí ðàñ-ïîëàãàòüñÿ âûøå çíà÷åíèÿ µn, ò. å. µn < inξ. Ñ ðîñòîì n ïåðåìåííàÿ ξ1 → 0, à ξ2 → 1(ðèñ. 3.3).
PSfrag replaements

0,5

0,5

1

1

〈I〉

〈
I2
〉

〈
I3
〉

�èñ. 3.3. Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â çàäà÷å î ïàäå-íèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû (ñòîõàñòè÷åñêèé âîëíîâîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ)Òîò �àêò, ÷òî ìîìåíòíûå �óíêöèè èíòåíñèâíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò âíóòðèñëîÿ, ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè ÿâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ïàðàìåòðè÷å-ñêîãî ðåçîíàíñà, àíàëîãè÷íîãî îáû÷íîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó. �àçíèöà çà-êëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòèàñèìïòîòè÷åñêè çàäàíû, ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãîïîëÿ ïðîèñõîäèò âíóòðè ñëîÿ è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ âáëèçè åãî ñåðå-äèíû.Ïðè ïåðåõîäå ê ïîëóïðîñòðàíñòâó (L0 → −∞) îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòàìîìåíòíûõ �óíêöèé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, çàíèìàåò âñå ïîëóïðîñòðàíñòâî,à 〈I(x,L)
〉

= 2.



44 �ëàâà 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿÂåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ äëÿ ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè âñòðå÷íûõ âîëí ïðèîòñóòñòâèè ïîãëîùåíèÿ âîëíû â ñðåäå, ò. å. ê óðàâíåíèþ (3.10) ïðè β = 0 äëÿ ïîëóïðî-ñòðàíñòâà (L0 → −∞) ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Â ýòîì ñëó÷àå ñ âåðîÿòíîñòüþåäèíèöà WL = 1 è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.10) èìååò ñòðóêòóðó

Q(x,L, µ, λ,W ) = δ(W − 1)eDλ(λ−1)(L−x),è, ñëåäîâàòåëüíî, 〈
W λ−µ

1 (x,L)W µ
2 (x,L)

〉
= eDλ(λ−1)(L−x). (3.29)Ýòî îçíà÷àåò, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïàðàìåòðîâ λ è µ, ÷òî

W1(x,L) = W2(x,L) = W (x,L)ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, è âåëè÷èíà W (x,L) èìååò ëîãíîðìàëüíóþ ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòåé. Ïðè ýòîì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî åäèíèöå, à âûñøèå ìîìåíòû, íà÷èíàÿñî âòîðîãî, ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò âãëóáü ñðåäû:

〈W (x,L)〉 = 1, 〈W n(x,L)〉 = eDn(n−1)(L−x), n = 2, 3, . . . (3.30)Îòìåòèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ I(x,L) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñòðóêòóðó

I(x,L) = 2W (x,L) (1 + cosφx) , (3.31)ãäå φL � �àçà êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ.Ïî ñâîéñòâàì ëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïî �îðìóëå (Â.62) íàñ. 185 Ïðèëîæåíèÿ B., êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè �óíêöèè W (x,L) ÿâëÿåòñÿ ýêñ-ïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùàÿ âãëóáü ñðåäû êðèâàÿ

W ∗(x,L) = e−D(L−x), (3.32)è ýòà �óíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòîé .Êðîìå òîãî, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 äëÿ åå ðåàëèçàöèé èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
W (x,L) < 4e−D(L−x)/2,ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû.Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñïàäàíèå ñ ðîñòîì ξ = D(L − x) êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçà-öèè (3.32) è îòîæäåñòâëÿåòñÿ îáû÷íî â �èçèêå íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ñî ñâîéñòâîìäèíàìè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè (ñì., íàïðèìåð, [49, 67, 82, 97, 139�142℄), è âåëè÷èíà

llo =
1

Dîáû÷íî íàçûâàåòñÿ ëîêàëèçàöèîííîé äëèíîé. Ïðè ýòîì
l−1lo = − ∂

∂L
〈κ(x,L)〉 ,ãäå

κ(x,L) = lnW (x,L).Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ëîãíîðìàëüíîñòü èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ

W (x,L) îçíà÷àåò íàëè÷èå áîëüøèõ âûáðîñîâ îòíîñèòåëüíî êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëè-çàöèè (3.32) êàê â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè, òàê è â ñòîðîíó ìàëûõ.
3.1. Íîðìàëüíîå ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû 45Ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèìåðîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ðèñ. 1.2 íà ñ. 9).Òàêèå ñêà÷êè èíòåíñèâíîñòè, îäíàêî, íå ñîäåðæàò ìíîãî ýíåðãèè, òàê êàê, ïî ñâîéñòâóëîãíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [37, 38, 40℄), ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíà

Sn(L) = D

L∫

−∞
dxW n(x,L),îïèñûâàþùàÿ ïëîùàäü ïîä êðèâîé W n(x,L), èìååò ¾ñòàöèîíàðíóþ¿, íå çàâèñÿùóþîò L ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

Pn(S) =
1

n2/nΓ(1/n)

1

S1+1/n
exp

{
− 1

n2S

}
, (3.33)ãäå Γ(x) � ãàììà-�óíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü ïîä êðèâîé W (x,L)

S1(L) = D

L∫

−∞
dxW (x,L)ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó

P1(S) =
1

S2
exp

{
− 1

S

}
,÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì âñåé ýíåðãèè âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ïîëóïðîñòðàí-ñòâà (2.34) ïðè E = 2S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèñóòñòâèå â âûðàæåíèè (3.31) ÷ëåíà,ñâÿçàííîãî ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé �àçîé êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ, íå âíîñèò ñó-ùåñòâåííîãî âêëàäà â îáùóþ ýíåðãèþ.Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïîçâîëÿåò ïîíÿòüýâîëþöèþ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â îòäåëüíûõ ðåàëèçà-öèÿõ è îöåíèòü ïàðàìåòðû ýòîé ýâîëþöèè â òåðìèíàõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê�ëóêòóèðóþùåé ñðåäû.3.1.2. Äèññèïàòèâíàÿ ñðåäàÂ ïðèñóòñòâèè êîíå÷íîãî (õîòü è ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ïîãëîùåíèÿ âîëíû â ñðåäå,çàíèìàþùåé ïîëóïðîñòðàíñòâî, ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìîìåíòíûõ �óíêöèé äîëæåíïðåêðàòèòüñÿ è ñìåíèòüñÿ çàòóõàíèåì. Åñëè ïàðàìåòð β ≫ 1 (ò. å. ïîãëîùåíèå âåëèêîïî ñðàâíåíèþ ñ äè��óçèåé), òî P (W ) = 2βe−2βW , è, êàê ëåãêî âèäåòü èç óðàâíå-íèÿ (3.10), èíòåíñèâíîñòè âñòðå÷íûõ âîëí W1(x,L) è W2(x,L) ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâè-ñèìû, ò. å. îíè íå êîððåëèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ïðè ýòîì

〈W1(ξ)〉 = exp

{
−βξ

(
1 +

1

β

)}
, 〈W2(ξ)〉 =

1

2β
exp

{
−βξ

(
1 +

1

β

)}
.Íà ðèñ. 3.4�3.7 ïðåäñòàâëåíû â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèé (3.10) è êâàäðàòóðû (3.11) äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâäëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β [7, 36, 52, 87, 110℄. Êðèâûå ñ ðàçëè÷íûìè íî-ìåðàìè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà β. �èñóíîê 3.4 ñîîòâåòñòâóåòñðåäíèì èíòåíñèâíîñòÿì ïðîõîäÿùåé è îòðàæåííîé âîëí. Êðèâûå ìîíîòîííî óáûâàþòñ óâåëè÷åíèåì ξ. Íà ðèñ. 3.5 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè äëÿ âòîðûõìîìåíòîâ. Ïðè ξ = 0

〈
W 2

1 (0)
〉

= 1,
〈
W 2

2 (0)
〉

=
〈
|RL|4

〉
.



46 �ëàâà 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿÏðè β < 1 çàâèñèìîñòü îò ξ ñòàíîâèòñÿ íåìîíîòîííîé: ìîìåíòû âíà÷àëå ðàñòóò, ïðî-õîäÿò ÷åðåç ìàêñèìóì è ëèøü çàòåì íà÷èíàþò ìîíîòîííî óáûâàòü. Ñ óìåíüøåíè-åì ïàðàìåòðà β ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ñìåùàåòñÿ âïðàâî, à ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåóâåëè÷èâàåòñÿ. Íà ðèñ. 3.6 èçîáðàæåíà àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ òðåòüåãî ìî-ìåíòà 〈W 3
1 (ξ)

〉, à íà ðèñ. 3.7 ïîñòðîåíû êðèâûå äëÿ âåëè÷èíû 〈∆W1(ξ)∆W2(ξ)〉, ãäå

∆Wn(ξ) = Wn(ξ) − 〈Wn(ξ)〉, îïèñûâàþùåé êîððåëÿöèþ ìåæäó èíòåíñèâíîñòÿìè ïðî-õîäÿùåé è îòðàæåííîé âîëí. Ïðè β ≥ 1 òàêàÿ êîððåëÿöèÿ èñ÷åçàåò. Âñëåäñòâèå ñèëü-íîé êîððåëÿöèè ïðè β < 1 ÿñíî, ÷òî ðàçäåëåíèå âîëí íà âñòðå÷íûå âîëíû íèêàêîãî�èçè÷åñêîãî ñìûñëà íå èìååò. Ýòî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé ïðèåì. Ïðè β ≥ 1 òàêîåðàçäåëåíèå îïðàâäàíî îòñóòñòâèåì êîððåëÿöèè.Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå äëÿ ïàðàìåòðà β = 0, âñå ìîìåíòû âîëíîâîãî ïîëÿ,íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû, ýêñïîíåí-öèàëüíî ðàñòóò ñ äèñòàíöèåé, ïðîõîäèìîé âîëíîé. ßñíî, ÷òî äëÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà

β ≪ 1 ðåøåíèå çàäà÷è äîëæíî èìåòü ñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð ïî β, ÷òîáû îáðàòèòü ðå-øåíèå â íóëü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè, ïðîéäåííîì âîëíîé. �àññìîòðèìýòîò àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé áîëåå ïîäðîáíî [101℄.Ââåäåì �óíêöèþ

Q(x,L, µ, λ, u) =
〈
W µ−λ

1 (x,L)W λ
2 (x,L)δ(uL − u)

〉
,êîòîðàÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂

∂ξ
Q(ξ, µ, λ, u) =

(
−βµ+ β

∂

∂u

(
u2 − 1

)
+ µ (µ+ 1) − 2µ2

u+ 1

)
Q(ξ, µ, λ, u) +

+

[
2µ(u− 1)

∂

∂u
+

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u

]
Q(ξ, µ, λ, u) (3.34)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Q(0, µ, λ, u) =

(
u− 1

u+ 1

)λ
P (u),ãäå ξ = D(L− x) > 0, à P (u) � ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (2.28).Íàñ èíòåðåñóþò âåëè÷èíû

〈
W µ−λ

1 (ξ)W λ
2 (ξ)

〉
=

∞∫

1

duQ(ξ, µ, λ, u).Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (3.34) çàìåíó ïåðåìåííûõ u → β(u − 1) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó
β → 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå

∂

∂ξ
Q(ξ, µ, λ, u) =

(
µ (µ+ 1) − 2µ2β

u
+ 2µu

∂

∂u
+

∂

∂u
u2 ∂

∂u

)
Q(ξ, µ, λ, u),

Q(0, µ, λ, u) = e−u.

(3.35)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñèíãóëÿðíóþ îñîáåííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ïåðå-ìåííîé u (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðó β) äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî, íî êîíå÷íîãî ïî-ãëîùåíèÿ â ñðåäå è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÊîíòîðîâè÷à�Ëåáåäåâà (ñì., íàïðèìåð, [33℄)
F (τ) =

∞∫

0

dx f(x)Kiτ (x) (τ > 0), (3.36)
3.1. Íîðìàëüíîå ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû 47PSfrag replaements
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〈W1〉 〈W2〉
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1,01,0
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β = 0,06; 4 � β = 0,04; 5 � β = 0,02
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�èñ. 3.6. �àñïðåäåëåíèå òðåòüåãî ìîìåíòàèíòåíñèâíîñòè ïðîõîäÿùåé âîëíû. Êðèâûåñîîòâåòñòâóþò: 1 � β = 1; 2 � β = 0,1; 3 �

β = 0,06; 4 � β = 0,04; 5 � β = 0,02

�èñ. 3.7. Êîððåëÿöèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïðî-õîäÿùåé è îòðàæåííîé âîëí. Êðèâûå ñîîò-âåòñòâóþò: 1 � β = 1; 2 � β = 0,1; 3 �

β = 0,06; 4 � β = 0,04; 5 � β = 0,02
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(
x2 d

2

dx2
+ x

d

dx
− x2 + τ2

)
Kiτ (x) = 0,

(
d

dx
x2 d

dx
− x

d

dx

)
Kiτ (x) =

(
x2 − τ2

)
Kiτ (x).

(3.37)Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðè ýòîì èìååò âèä

f(x) =
2

π2x

∞∫

0

dτ sh(πτ)F (τ)Kiτ (x). (3.38)Â ðåçóëüòàòå äëÿ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µ = n, λ = m ïîëó÷àåìàñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êâàäðàòóðû:

〈
W n−m

1 (ξ)Wm
2 (ξ)

〉
=

4

π (εn)2n−1

∞∫

0

dτ τ sh

(
πτ

2

)
exp

(
−ξ

(
1 + τ2

)

4

)
gn(τ)ψ0(τ),

ψ0(τ) =

∞∫

0

dy

y2(n+1)

exp

(
− 1

y2

)

(1 + 2βy2)m
Kiτ (εny), (3.39)ãäå ïàðàìåòð ε =

√
8β,

gn(τ) =
[
(2n − 3)2 + τ2

]
gn−1(τ), g1(τ) = 1.Èç (3.39) âèäíî, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β ≪ 1 èíòåíñèâíîñòè âñòðå÷íûõâîëí ðàâíû ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è äëÿ ìàëûõ ðàññòîÿíèé îò ãðàíèöû ðåøåíèåçàäà÷è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîõàñòè÷åñêîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìóðåçîíàíñó.Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèé ξ, à èìåííî

ξ ≫ 4

(
n− 1

2

)
ln

(
n

β

)
,âåëè÷èíû 〈W n(ξ)〉 èìåþò óíèâåðñàëüíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ëîêàëèçàöèîííóþ ñòðóê-òóðó [101℄

〈W n(ξ)〉 ∼= An
1

βn−1/2
ln

(
1

β

)
1

ξ
√
ξ
e−ξ/4,êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ìîìåíòîâ êîý��èöèåíòà ïðîõîæ-äåíèÿ âîëíû ÷åðåç ñëîé òîëùèíû ξ ïðè β = 0 (îòëè÷èå ëèøü â ÷èñëåííîì êîý��è-öèåíòå).Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè âñòðå÷íûõ âîëí ñóùåñòâåííîðàçëè÷àåòñÿ â òðåõ îáëàñòÿõ. Â ïåðâîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîõàñòè÷åñêîìó ïà-ðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó, ìîìåíòû ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþò âãëóáü ñðåäû è ðîëüïîãëîùåíèÿ âîëíû â ñðåäå íåñóùåñòâåííà. Âî âòîðîé îáëàñòè ðîëü ïîãëîùåíèÿ âîëíûíàèáîëåå âàæíà, ïîòîìó ÷òî îíî îñòàíàâëèâàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìîìåíòîâ. È,íàêîíåö, â òðåòüåé îáëàñòè óáûâàíèå ìîìåíòíûõ �óíêöèé èíòåíñèâíîñòè âñòðå÷íûõâîëí íå çàâèñèò îò ïîãëîùåíèÿ. �ðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðîì βè ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè β → 0.

3.2. Èñòî÷íèê ïëîñêèõ âîëí âíóòðè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû 49Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà β äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿëîãàðè�ìà èíòåíñèâíîñòè ïðÿìîé âîëíû è åå äèñïåðñèè èç óðàâíåíèé (3.3) ñëåäóþòðàâåíñòâà [36℄

〈κ1(x,L)〉 = − (1 + β) ξ, σ2
κ1

(x,L) = 2
〈
|RL|2

〉
ξ, (3.40)ãäå âåëè÷èíà 〈|RL|2〉 îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (2.29) íà ñ. 25.3.2. Èñòî÷íèê ïëîñêèõ âîëí âíóòðè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäûÂûøå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè çàäà÷ó î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé (ïîëóïðîñòðàí-ñòâî) ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è çà-äà÷ó îá èñòî÷íèêå ïëîñêèõ âîëí â ñëó÷àéíîé ñðåäå. Ïóñòü ñëîé ñðåäû çàíèìàåò, êàêè ðàíåå, ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñëîÿ îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåìêðàåâîé çàäà÷è (1.20) íà ñ. 13. Ïðè ðàññìîòðåíèè çàâèñèìîñòè åå ðåøåíèÿ îò ïàðà-ìåòðà L ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ (ñì. ïðèëîæåíèå À, ñ. 107)

∂

∂L
G(x, x0, L) = i

k

2
ε(L)u(x0, L)u(x,L),

G(x, x0, L)L=max(x,x0) =

{
u(x, x0), x ≥ x0,

u(x0, x), x ≤ x0,

∂

∂L
u(x,L) = ik {1 + ε(L)u(L,L)} u(x,L), u(x, x) = 1 +Rx,

d

dL
u(L,L) = 2ik [u(L,L) − 1] + i

k

2
ε(L)u2(L,L), RL0 = 0.

(3.41)

Ïðè ýòîì äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ â (3.41) îïèñûâàþò âîëíîâîå ïîëå u(x,L) â çàäà÷åî ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû (L0, L) è ïîëå íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L� u(L,L) = 1+RL,ãäå RL � êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ.Ââåäåì èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ I (x, x0, L) = |G (x, x0, L) |2 è ðàññìîòðèìåå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.41), à òàêæå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîåê íåìó, óñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé �óíêöèè ε1(x) è áûñòðûì îñ-öèëëÿöèÿì, äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïîãðóæåíèÿ

∂

∂L
〈I (x, x0, L)〉 = D 〈I (x0, L) I (x,L)〉 , (3.42)ãäå I (x,L) = |u(x,L)|2 � èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ â çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íàñëîé ñðåäû. Ñëåäîâàòåëüíî (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x0 > x),

〈I (x, x0, L)〉 = 〈I (x, x0)〉 +D

L∫

x0

dξ 〈I (x0, ξ) I (x, ξ)〉 , (3.43)è ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãîïîëÿ â çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû.Ââåäåì �óíêöèè

ψ(x, x0, L,W ) =
〈
I (x0, L) I (x,L) δ

(
|RL|2 −W

)〉
,

χ(x,L,W ) =
〈
I (x,L) δ

(
|RL|2 −W

)〉
.

(3.44)



50 �ëàâà 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿÎ÷åâèäíî, ÷òî îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (3.8) ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà µ = 2(äëÿ �óíêöèè ψ) ïðè x 6= x0 è µ = 1 (äëÿ �óíêöèè χ), ò. å. óðàâíåíèÿìè ñ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè:

∂

∂L
ψ(x, x0, L,W ) = −2kγ

(
1 − ∂

∂W
W

)
ψ(x, x0, L,W ) −

−D

[
2 +

∂

∂W
(1 −W )

]
ψ(x, x0, L,W ) +D

[
2 − ∂

∂W
(1 −W )

]2
Wψ(x, x0, L,W ),

ψ(x, x0, x0,W ) = (1 +W )χ(x,L,W ), (3.45)

∂

∂L
χ(x,L,W ) = −kγ

(
1 − 2

∂

∂W
W

)
χ(x,L,W ) −

−D

[
1 +

∂

∂W
(1 −W )

]
χ(x,L,W ) +D

[
1 − ∂

∂W
(1 −W )

]2
Wχ(x,L,W ),

χ(x, x,W ) = (1 +W )P (x,W ). (3.46)Ïðè x = x0 �óíêöèÿ ψ(x, x, L,W ) òàêæå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.45), íî ñ äðó-ãèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, à èìåííî

∂

∂L
ψ(x, x, L,W ) = −2kγ

(
1 − ∂

∂W
W

)
ψ(x, x, L,W ) −

−D

[
2 +

∂

∂W
(1 −W )

]
ψ(x, x, L,W ) +D

[
2 − ∂

∂W
(1 −W )

]2
Wψ(x, x, L,W ),

ψ(x, x, x,W ) = (1 + 4W +W 2)P (x,W ). (3.47)Â óðàâíåíèÿõ (3.46), (3.47) �óíêöèÿ P (L,W ) =
〈
δ
(
|RL|2 −W

)〉 � ïëîòíîñòü âå-ðîÿòíîñòåé êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-íèåì (2.6) íà ñ. 18.3.2.1. Íåîãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäûÄëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî èñòî÷íèêîìâ íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåéäåì ê ïðåäåëó L0 → −∞. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó
D(L−x0) = η, à âåëè÷èíó D (x0 − x) = ξ áóäåì ñ÷èòàòü �èêñèðîâàííîé. Â ðåçóëüòàòåâûðàæåíèå (3.43) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî

〈I (x, x0, L)〉 = 〈I (ξ)〉 + S(ξ),ãäå

〈Iξ)〉 =

1∫

0

dWχ(ξ,W ), S(ξ) =

1∫

0

dW

∞∫

0

dηψ (ξ, η,W ) ,à �óíêöèè ψ (ξ, η,W ), χ(ξ,W ) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
∂

∂η
ψ (ξ, η,W ) = −2β

(
1 − ∂

∂W
W

)
ψ (ξ, η,W ) −

−
[
2 +

∂

∂W
(1 −W )

]
ψ (ξ, η,W ) +

[
2 − ∂

∂W
(1 −W )

]2
Wψ (ξ, η,W ) ,

3.2. Èñòî÷íèê ïëîñêèõ âîëí âíóòðè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû 51
ψ (ξ, 0,W ) =





(1 +W )χ(ξ,W ), (ξ 6= 0),

(1 + 4W +W 2)P (W ), (ξ = 0),

(3.48)
∂

∂η
χ(ξ,W ) = −β

(
1 − 2

∂

∂W
W

)
χ(ξ,W ) −

−
[
1 +

∂

∂W
(1 −W )

]
χ(ξ,W ) +

[
1 − ∂

∂W
(1 −W )

]2
Wχ(ξ,W ),

χ(0,W ) = (1 +W )P (W ). (3.49)Óðàâíåíèå (3.48) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∂

∂η
ψ (ξ, η,W ) =

{
2βW + 2W (1 −W ) +

∂

∂W
W (1 −W )2

}
∂

∂W
ψ (ξ, η,W ) . (3.50)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (3.50) ïî η â ïðåäåëàõ (0,∞), ïîëó÷àåì äëÿ �óíêöèè

ψ̃ (ξ,W ) =

∞∫

0

dη ψ (ξ, η,W )ïðîñòîå óðàâíåíèå âèäà
−ψ (ξ, 0,W ) =

{
2βW + 2W (1 −W ) +

∂

∂W
W (1 −W )2

}
∂

∂W
ψ̃ (ξ,W ) ,ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

ψ̃ (ξ,W ) =

1∫

W

dW1

W1

W1∫

0

dW2

(1 −W2)
2ψ (ξ, 0,W ) exp

{
2β

[
1

1 −W1
− 1

1 −W2

]}
. (3.51)Èíòåãðèðóÿ äàëåå (3.51) ïîW , äëÿ �óíêöèè S(ξ) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

S (ξ) =

1∫

0

dW

(1 −W )2
ψ (ξ, 0,W )

[
1 −W + 2β exp

(
2β

1 −W

)Ei(− 2β

1 −W

)]
, (3.52)ãäå Ei(−x) = −

∫ ∞

x

dt

t
e−t � èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ îò èñòî÷íèêà â íåîãðàíè-÷åííîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì åäèíñòâåííîãî óðàâíåíèÿ (3.49) è èìååòâèä (x < x0)

〈I (ξ)〉 =

1∫

0

dW

{
1 +

1 +W

(1 −W )2

[
1 −W +

+ 2β exp

(
2β

1 −W

)
Ei

(
− 2β

1 −W

)]}
χ(ξ,W ). (3.53)Íà ðèñ. 3.8 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà (3.53)äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β.Â ñëó÷àå β ≫ 1 èç (3.53) è (3.49) íàõîäèì âûðàæåíèå

〈I (ξ)〉 =

(
1 +

1

β

)
exp

(
−2γ(x0 − x)

(
1 +

1

β

))
, (3.54)ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.Àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé β ≪ 1 áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåí íåìíîãî ïîçäíåå.
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�èñ. 3.8. �àñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàí-ñòâå. Êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò: 1 � β = 1; 2 � β = 0,1; 3 � β = 0,06; 4 � β = 0,04; 5 �

β = 0,023.2.2. Ïîëóïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäûÅñëè æå èñòî÷íèê ïëîñêèõ âîëí íàõîäèòñÿ â îáëàñòè L0 < x0 < ∞, òî ñðåäíÿÿèíòåíñèâíîñòü 〈I(x, x0)〉 áóäåò ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàòüñÿ �îðìóëîé (3.43) ïðè L→ ∞(x0 ≤ x). Â ñëó÷àå x0 ≥ x íàäî ïîìåíÿòü ìåñòàìè òî÷êè x0 è x â �îðìóëå (3.43).Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå x̃ = Dx, x̃0 = Dx0, h = DL. Ïîâòîðÿÿ äîñëîâíîâûêëàäêè ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷àåì, ÷òî ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü 〈I(x, x0)〉 áóäåòîïèñûâàòüñÿ âûðàæåíèåì (çíàê òèëüäû îïóñêàåì)

〈I (x, x0)〉 =

1∫

0

dW

{
1 +

1 +W

(1 −W )2

[
1 −W +

+ 2β exp

(
2β

1 −W

)
Ei

(
− 2β

1 −W

)]}
χ(x, x0,W ), (3.55)ãäå �óíêöèÿ χ(x, h,W ), êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ h è W , óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂

∂h
χ(x, h,W ) = −β

(
1 − 2

∂

∂W
W

)
χ(x, h,W ) −

− (1 −W )
∂

∂W

{
1 − (1 −W )

∂

∂W
W

}
χ(x, h,W ) (3.56)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

χ(x, x,W ) = (1 +W )P (x,W ).Ôóíêöèÿ P (h,W ) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé äëÿ âåëè÷èíû |Rh|2 è îïè-ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂

∂h
P (h,W ) = −2β

∂

∂W
WP (h,W ) − ∂

∂W
(1 −W )

{
1 − ∂

∂W
(1 −W )W

}
P (h,W ),

P (h0,W ) = δ(W − |R0|2). (3.57)
3.2. Èñòî÷íèê ïëîñêèõ âîëí âíóòðè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû 53Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå: ξ = x0 − x, η = x − h0. Òîãäà �óíêöèÿ χ(x, h,W ) =

χ(ξ, η,W ) è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂

∂ξ
χ(ξ, η,W ) = −β

(
1 − 2

∂

∂W
W

)
χ(ξ, η,W ) −

− (1 −W )
∂

∂W

{
1 − (1 −W )

∂

∂W
W

}
χ(ξ, η,W ), (3.58)

χ(0, η,W ) = (1 +W )P (η,W ),ãäå �óíêöèÿ P (η,W ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂

∂η
P (η,W ) = −2β

∂

∂W
WP (η,W ) − ∂

∂W
(1 −W )

{
1 − ∂

∂W
(1 −W )W

}
P (η,W ) (3.59)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

P (0,W ) = δ(W − |R0|2).Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå x0 > x äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãîïîëÿ â ñðåäå òðåáóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (3.58), (3.59) è âû÷èñëèòüêâàäðàòóðó (3.55). Â ñëó÷àå æå x0 > x óðàâíåíèÿ (3.58), (3.59) îñòàþòñÿ â ñèëå, íîïîä ξ è η òåïåðü ñëåäóåò ïîíèìàòü ξ = x− x0, η = x0 − h.Ñëó÷àé èñòî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó ïå-ðåõîäó η → ∞ â (3.59). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.59) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèåè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.58) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì χ(0, η,W ) =
(1 +W )P (W ). Ýòîò ñëó÷àé àíàëèçèðîâàëñÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.Âåëè÷èíà |R0|2, �èãóðèðóþùàÿ â (3.59), îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ñðåäû â îá-ëàñòè x < L0 . Â ñëó÷àå R0 = 0 ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó âûõîäó âîëíû çàãðàíèöó ðàçäåëà. Ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ îòðàæàþùèõ ãðàíèö ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå

|R0|2 = 1, è ðàçâèòàÿ òåîðèÿ íå ðàçëè÷àåò ñëó÷àè R0 = ±1. Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëü-çîâàíèåì ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååòìåñòî è â ëèíåéíîé �åíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ ñîîò-âåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ñëó÷àþ β ≫ 1.Óðàâíåíèÿ (3.58), (3.59) èíòåãðèðîâàëèñü ÷èñëåííî â ðàáîòå [52℄ (ñì. òàêæå [36,110℄). �àñ÷åòû âûïîëíÿëèñü äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ β (β = 1 è β = 0,08).Ïåðâûé ñëó÷àé (β = 1) äîëæåí äàòü ðåçóëüòàò, áëèçêèé ê ðåçóëüòàòó ëèíåéíîé �åíî-ìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, à ñëó÷àé β = 0,08 ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé¾ñòîõàñòè÷íîñòè¿ çàäà÷è. Íà ðèñ. 3.9,à ïðèâåäåíû êðèâûå ðàñ÷åòà ñðåäíåé èíòåí-ñèâíîñòè âîëíû â ïîëóïðîñòðàíñòâå äëÿ β = 1 ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ ãðàíèöû,îòìå÷åííûõ øòðèõîâûìè ëèíèÿìè, è ðàçíûõ êðàåâûõ óñëîâèé. Ïðè íàëè÷èè ¾ïðîïóñ-êàþùåé¿ ãðàíèöû (R0 = 0) ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå ëåæàò íèæå, ÷åì äëÿ èñòî÷íèêàâ íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå æå îòðàæàþùåé ãðàíèöû (|R0|2 = 1) êðè-âûå ëåæàò âûøå. Íà ðèñ. 3.9,á ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå êðèâûå äëÿ ñëó÷àÿ β = 0,08.Òåíäåíöèÿ ïîâåäåíèÿ êðèâûõ îñòàåòñÿ ïðåæíåé, îäíàêî ýòîò ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåòñÿáîëåå èíòåíñèâíûìè èçìåíåíèÿìè.3.2.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé ñëó÷àé ìàëîãî ïîãëîùåíèÿ�àññìîòðèì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îá èñòî÷íèêå ïëîñêèõ âîëíâ íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå (L0 → −∞, L → ∞) ïðè óñëîâèè β → 0. Äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â îáëàñòè x < x0 â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî
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PSfrag replaements

ξξ

〈I(x, x0)〉〈I(x, x0)〉

à á−1
−1 −2

−2 −3−4 1

1

1 22 3 4

10

00 0,5

11 22 33 44 55
�èñ. 3.9. �àñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà ïðè íàëè÷èè ãðàíèöû: β = 1(à); β = 0,08 (á ): 1, 2 � ïðîïóñêàþùàÿ ãðàíèöà; 4, 5 � îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà; 3 � ñëó÷àéíåîãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâàâîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.27) è (1.28) íà ñ. 15:

β 〈I(x, x0)〉 =
1

D

∂

∂x
〈S(x, x0)〉 =

1

D

∂

∂x
〈ψ(x, x0)〉 , (3.60)ãäå �óíêöèÿ ψ(x, x0)

ψ(x, x0) = exp




−βD
x0∫

x

dξ
|1 +Rξ|2
1 − |Rξ|2




 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðà x0, îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíå-íèåì

∂

∂x0
ψ(x, x0) = −βD |1 +Rx0|2

1 − |Rx0|2
ψ(x, x0), ψ(x, x) = 1. (3.61)Ââåäåì �óíêöèþ

ϕ(x, x0, u) = ψ(x, x0)δ(ux0 − u), (3.62)ãäå âåëè÷èíà uL = (1 +WL)/(1 −WL) îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíå-íèé (2.7). Äè��åðåíöèðóÿ (3.62) ïî x0, ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
∂

∂x0
ϕ(x, x0, u) = −βD

{
u+

√
u2 − 1 cosφx0

}
ϕ(x, x0, u) +

+ βD
∂

∂u

{(
u2 − 1

)
ϕ(x, x0, u)

}
− kε1(x0)

∂

∂u

{√
u2 − 1 sinφx0ϕ(x, x0, u)

}
. (3.63)Óñðåäíèì òåïåðü óðàâíåíèå (3.63) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε1(x0),êîòîðûé, êàê è ðàíåå, ñ÷èòàåì ãàóññîâûì äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ïðîöåññîì ïî x0.Èñïîëüçóÿ äàëåå �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (2.4) íà ñ. 17, âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöè-îííûõ ïðîèçâîäíûõ

δϕ(x, x0, u)

δε1(x0)
= −k ∂

∂u

{√
u2 − 1 sinφx0ϕ(x, x0, u)

}
,

δφx0

δε1(x0)
= k



1 +
ux0√
u2
x0

− 1



 cosφx0

3.2. Èñòî÷íèê ïëîñêèõ âîëí âíóòðè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû 55è äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì (�àçå êîý��èöèåíòà îòðàæå-íèÿ), ïîëó÷àåì äëÿ �óíêöèè

Φ(ξ, u) = 〈ϕ(x, x0, u)〉 = 〈ψ(x, x0)δ(ux0 − u)〉 ,ãäå ξ = D|x− x0|, óðàâíåíèå

∂

∂ξ
Φ(ξ, u) = −βuΦ(ξ, u) + β

∂

∂u

(
u2 − 1

)
Φ(ξ, u) +

∂

∂u

(
u2 − 1

) ∂

∂u
Φ(ξ, u),

Φ(0, u) = P (u) = βe−β(u−1).

(3.64)Ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè òåïåðü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

β 〈I(x, x0)〉 = − ∂

∂ξ

∞∫

1

duΦ(ξ, u) = β

∞∫

1

duuΦ(ξ, u). (3.65)Â óðàâíåíèè (3.64) âîçìîæíî ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä β → 0. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå
∂

∂ξ
Φ̃(ξ, u) = −uΦ̃(ξ, u) +

∂

∂u
u2Φ̃(ξ, u) +

∂

∂u
u2 ∂

∂u
Φ̃(ξ, u), Φ̃(0, u) = e−u. (3.66)Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëèçàöèîííîå ðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñðåäíåé èíòåíñèâíî-ñòè îïèñûâàåòñÿ êâàäðàòóðîé

Φlo(ξ) =

∞∫

1

duuΦ̃(ξ, u), (3.67)ãäå
Φlo(ξ) = lim

β→0
β 〈I(x, x0)〉 = lim

β→0

〈I(x, x0)〉
〈I(x0, x0)〉

. (3.68)Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ïðè

β ≪ 1 èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

〈I(x, x0)〉 =
1

β
Φlo(ξ). (3.69)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.66) ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Êîíòîðîâè÷à�Ëåáåäåâà (3.36) íà ñ. 46, è â ðåçóëüòàòå äëÿ ëîêàëèçà-öèîííîé êðèâîé ïîëó÷àåì âûðàæåíèå [111℄

Φlo(ξ) = 2π

∞∫

0

dτ τ

(
τ2 +

1

4

)
sh(πτ)

ch2(πτ)
exp

(
−
(
τ2 +

1

4

)
ξ

)
. (3.70)Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (3.70) èìååò ñòðóêòóðó

Φlo(ξ) = − ∂

∂ξ
|Tξ |2,ãäå |Tξ|2 � êâàäðàò ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ äëÿ âîëíû, ïàäàþùåé íà ñëîéñðåäû òîëùèíû ξ (ñì. �îðìóëó (2.18 íà ñ. 21)).



56 �ëàâà 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿÄëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ðàññòîÿíèé ξ ëîêàëèçàöèîííàÿ êðèâàÿ óáûâàåò äîâîëüíîáûñòðî ïî çàêîíó

Φlo(ξ) ≈ e−2ξ. (3.71)Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ξ (à èìåííî, ξ ≫ π2) îíà óáûâàåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå ïîóíèâåðñàëüíîìó çàêîíó

Φlo(ξ) ≈ π2√π
8

eξ/4

ξ
√
ξ
, (3.72)è ïðè ýòîì îáùåå çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∞∫

0

dξΦlo(ξ) = 1.�ðà�èê �óíêöèè (3.70) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.10, ãäå äëÿ ñðàâíåíèÿ òàêæå ïðèâåäåíûàñèìïòîòè÷åñêèå êðèâûå (3.71) è (3.72).

PSfrag replaements

Φlo(ξ)
ξ

àá â
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1

�èñ. 3.10. �ðà�èê ëîêàëèçàöèîííîé êðèâîé äëÿ èñòî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàí-ñòâå (3.70) (à). Ïóíêòèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò àñèìïòîòèêàì íà ìàëûõ (á ) è áîëüøèõ(â) ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêàËîêàëèçàöèîííàÿ êðèâàÿ (3.70) ñîîòâåòñòâóåò äâîéíîìó ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó
Φlo(ξ) = lim

β→0
limL0→−∞

L→∞

〈I(x, x0)〉
〈I(x0, x0)〉

,è ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû íåïåðåñòàíîâî÷íû.Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå èñòî÷íèêà ïëîñêèõ âîëí, ðàñïîëî-æåííîãî íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
lim
β→0

〈Iref(x,L)〉
〈Iref(L,L)〉 =

1

2
Φlo(ξ), ξ = D(L− x). (3.73)Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ â îáëàñòè ξ > 1/3, òàê êàê îí ñîîòâåòñòâóåò ïðåíåáðåæå-íèþ êîððåëÿöèåé | 〈RxR∗

L〉 | = e−3ξ, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ èñòî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîìïðîñòðàíñòâå (ñì. çàìå÷àíèå 2.1. íà ñ. 27).3.3. Îñîáåííîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿàêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíîì ñëîèñòîì îêåàíåÂûøå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè âîïðîñ î ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè õàðàêòåðèñòèêïëîñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñëîèñòîé ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå, íà îñíî-âå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà. Èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
3.3. Îñîáåííîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â îêåàíå 57ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ ïåðå�îðìóëèðîâàëàñü â çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-ÿìè ïî ïàðàìåòðó ïîãðóæåíèÿ, ÷òî è ïîçâîëèëî ïðîâåñòè äîñòàòî÷íî ïîëíûé àíàëèçñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê åå ðåøåíèÿ. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â ïðèëîæåíèè À,óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ïîãðóæåíèÿ, ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè,â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ðåøàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì âîïðîñåáîëåå ïîäðîáíî íà ïðèìåðå ãåíåðàöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñëîèñòîì îêåàíå, ñëåäóÿðàáîòàì [24, 36℄.Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ èñòî÷íèêàìè ñèëûè ìàññû, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ïðèëîæåíèè À â ï. À.1.1íà ñ. 122. Ñ÷èòàåì, ÷òî îñü z íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëü-íûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p(ω,q, z) è âåðòèêàëüíîãî ñìåùå-íèÿ æèäêîé ÷àñòèöû ξ(ω,q, z) îïèñûâàþòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé, âûòåêàþùåé èç ñèñòå-ìû (À.90) íà ñ. 125 ïðè îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííûõ ñèë, ñðåäíåãî ïîòîêà è àòìîñ�åð-íîãî äàâëåíèÿ (g = 0, pa(ω,q) = 0, U = 0), à èìåííî (çàâèñèìîñòè îò ñïåêòðàëüíûõïàðàìåòðîâ ω, q íå óêàçûâàåì):

d

dz
ξ(z) +K(z)P (z) =

1

ωρ0(z)

(
Q(z) +

q

ω
F⊥(z)

)
,

d

dz
P (z) − ρ0(z)ω

2ξ(z) = Fz(z),

ξ(H0) = 0, P (H) = 0,

(3.74)

ãäå �óíêöèÿ K(z) = K(ω,q, z) =
1

ω2ρ0(z)

[
k2c20
c2(z)

− q2

], ïàðàìåòð k = ω/c0, c0 � õà-ðàêòåðíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêîé âîëíû. Èç îáùåé ïîñòà-íîâêè çàäà÷è âèäíî, ÷òî äåéñòâèå èñòî÷íèêà ìàññû è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåéñèëû F⊥(z) êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò äåéñòâèÿ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåéâîçáóæäàþùåé ñèëû Fz(z). Ââèäó ýòîãî öåëåñîîáðàçíî ðàçäåëÿòü ýòè çàäà÷è è ðàñ-ñìàòðèâàòü èõ ïî îòäåëüíîñòè.Ïåðâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ:

ρ0(z)
d

dz

1

ρ0(z)

d

dz
P (z) +

[
k2c20
c2(z)

− q2

]
P (z) = ω

(
Q(z) +

q

ω
F⊥(z)

)
,êîòîðîå â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà ïëîòíîñòè ñðåäû ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè�ðèíà óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà):

d2

dz2
P (z, z0) +

[
k2c20
c2(z)

− q2

]
P (z, z0) = δ(z − z0).Èìåííî ýòà çàäà÷à ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå.Âòîðàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dz

1

ρ0(z)

d

dz
P (z) +

1

ρ0(z)

[
k2c20
c2(z)

− q2

]
P (z) =

d

dz
Fz(z),

d

dz
P (z)

∣∣∣∣
z=H0

= 0, P (H) = 0.
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d

dz

1

ρ0(z)

d

dz
P (z, z0) +

1

ρ0(z)

[
k2c20
c2(z)

− q2

]
P (z, z0) = − d

dz
δ(z − z0),

d

dz
P (z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0, P (H, z0) = 0.Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ �óíêöèé Φ(z, z0) è Ψ(z, z0) ≡
P (z, z0), îïèñûâàþùèõ ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà:

d

dz
Φ(z, z0) +K(z)Ψ(z, z0) = 0,

d

dz
Ψ(z, z0) − ρ0(z)ω

2Φ(z, z0) = −δ(z − z0),

Φ(H0, z0) = 0, Ψ(H, z0) = 0.

(3.75)Ïîëîæèì òåïåðü â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.75) z0 = H, ò. å. ðàññìîòðèì äåéñòâèåèñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.75)ïðèìåò âèä

d

dz
Φ(z,H) +K(z)Ψ(z,H) = 0,

d

dz
Ψ(z,H) − ρ0(z)ω

2Φ(z,H) = 0,

Φ(H0,H) = 0, Ψ(z,H)|z→H = 1.

(3.76)Ïîñëåäíåå êðàåâîå óñëîâèå âûòåêàåò èç óñëîâèÿ ñêà÷êà �óíêöèè Ψ(z, z0) ïðè ïåðåõîäå÷åðåç òî÷êó z0 :
Ψ(z0 + 0, z0) − Ψ(z0 − 0, z0) = −1.Îòìåòèì, ÷òî ýòà æå ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâàåò âîçáóæäåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí�ëóêòóàöèÿìè àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ (ñì. ïðèëîæåíèå A., ï. À.2.1 íà ñ. 125).Êðàåâîé çàäà÷å (3.76) ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ (À.95), (À.96) íà ñ. 126:

d

dH
ΦH = −K(H) − ω2ρ(H)Φ2

H , ΦH→H0 = 0,

∂

∂H
Ψ(z,H) = −ω2ρ(H)ΦHΨ(z,H), Ψ(z,H)|H→z+0 = 1,

(3.77)ãäå ΦH = Φ(H − 0,H) � ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïîëå âîçìóùåíèÿ ñìå-ùåíèÿ ïîâåðõíîñòè îò íàâåäåííûõ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè èñòî÷íèêîâ ñ ó÷åòîì ñëîèñòîéñòðàòè�èêàöèè ñðåäû.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþ çàäà÷è.Ñ ïîìîùüþ çàìåíû FH = ω2ρ(H)ΦH ïðèâåäåì óðàâíåíèå �èêêàòè (3.77) ê âèäó(p2 = k2 − q2):

d

dH
FH = −k

2
[
c20 − c2(H)

]

c(H)
− p2 +

ρ′(H)

ρ(H)
FH − F 2

H , FH0 = 0. (3.78)Îáîçíà÷èì �ëóêòóèðóþùèå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè çâóêà è ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòèñðåäû ÷åðåç

ε(z) =
c20 − c2(z)

c2(z)
è ρ̃(z) = 2α+

ρ′(z)
ρ(z)

3.3. Îñîáåííîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â îêåàíå 59ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà óðàâíåíèå (3.78) ïðèîáðåòàåò âèä
d

dH
FH = −p2 − k2ε(H) + [ρ̃(z) − 2α]FH − F 2

H , FH0 = 0. (3.79)Ôëóêòóàöèè ε(z) è ρ̃(z) ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, îáóñëîâëåííûìè íàëè÷èåì â îêå-àíå âåðòèêàëüíîé ñòðóêòóðû âîä. Ïðèìåì èõ ãàóññîâûìè ñëó÷àéíûìè �óíêöèÿìèñ ïàðàìåòðàìè

σ2
ε , σ

2
ρ̃

è lε, lρ̃,ãäå σ2 � äèñïåðñèÿ �ëóêòóàöèé, à l � èõ ðàäèóñû êîððåëÿöèè.Ïðè îòñóòñòâèè �ëóêòóàöèé ε è ρ̃ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.79) èìååò âèä
FH = −α+ i

√
p2 − α2

1 + UH
1 − UH

,ãäå âåëè÷èíà
UH =

α− i
√
p2 − α2

α+ i
√
p2 − α2

exp

(
−2i

√
p2 − α2(H −H0)

)ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íåå ñïðàâåäëèâîóðàâíåíèå
d

dH
UH = −2iκUH − 2γUH + i

k2

2κ
ε(H) (1 − UH)2 +

1

2
ρ̃(H)

[
i
α

κ
(1 − UH)2 +

(
1 − U2

H

)](3.80)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
UH0 =

α− γ − iκ

α+ γ + iκ
.Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå √p2 − α2 = κ − ikγ, ãäå γ � ìàëîå çàòóõàíèå â ñðåäå.Â óðàâíåíèè (3.80) îïóùåíû ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ∼ γε, γρ̃. Äëÿ �óíêöèè

|UH |2, õàðàêòåðèçóþùåé ýíåðãåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îò ñëîÿ ñðåäû, èçóðàâíåíèÿ (3.80) âûòåêàåò óðàâíåíèå

d

dH
|UH |2 = −4kγ|UH |2 − i

k2

2κ
ε(H) (UH − U∗

H)
(
1 − |UH |2

)
+

+
1

2
ρ̃(H)

[
(UH + U∗

H) − iα

κ
(UH − U∗

H)

] (
1 − |UH |2

)
. (3.81)Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè �óíêöèè |UH |2 ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ïëîòíî-ñòüþ âåðîÿòíîñòåé P (H,W ) =

〈
δ
(
|UH |2 −W

)〉, êîòîðàÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, â äè��ó-çèîííîì ïðèáëèæåíèè ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

∂

∂H
P (H,W ) = 4kγ

∂

∂W
WP (H,W ) − 2D

∂

∂W
W (1 −W )P (H,W ) +

+D
∂

∂W
W (1 −W )2

∂

∂W
P (H,W ), (3.82)ñîâïàäàþùåìó ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ñ óðàâíåíèåì (2.6) íà ñ. 18. Çäåñü êîý��èöèåíòäè��óçèè D = Dε +Dρ̃, à êîý��èöèåíòû äè��óçèè Dε è Dρ̃ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíî-øåíèÿìè

Dε =
k4

4κ2
Φε(2κ), Dρ̃ =

1

4

(
α2

κ2
+ 1

)
Φρ̃(2κ),



60 �ëàâà 3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿãäå Φ(κ) � ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ �ëóêòóàöèé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ãàóññîâûõ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû

Dε =
k4

2κ2
σ2
ε lε, Dρ̃ =

1

2

(
α2

κ2
+ 1

)
σ2
ρ̃
lρ̃.×òî êàñàåòñÿ �àçû �óíêöèè UH , òî åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-ìåðíîé íà èíòåðâàëå (0, 2π) äëÿ äîñòàòî÷íî òîëñòîãî ñëîÿ ñðåäû. Ïðè âûâîäå óðàâ-íåíèÿ (3.82), êàê äåëàëîñü è ðàíåå, ïðîâåäåíî óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì èçìåíåíèÿì�óíêöèé UH , U∗

H , ÷òî îáóñëîâëåíî îñöèëëèðóþùèì ïîâåäåíèåì �óíêöèè UH â îòñóò-ñòâèå �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû.Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé ñïåêòð èíòåíñèâíîñòè àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ |Ψ(z,H)|2â ñðåäå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, âûòåêàþùèì èç (3.77):

∂

∂H
|Ψ(z,H)|2 =

=

[
2α+ iκ

(
1 + U∗

H

1 − U∗
H

− 1 + UH
1 − UH

)
− kγ

(
1 + U∗

H

1 − U∗
H

+
1 + UH
1 − UH

)]
|Ψ(z,H)|2. (3.83)Âëèÿíèå �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû âõîäèò â óðàâíåíèå (3.83) ëèøü ÷åðåç �óíê-öèè UH è U∗

H . Ïðîâåäåì â óðàâíåíèè (3.83) ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå. Áûñòðî îñ-öèëëèðóþùèå �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (3.83) óñðåäíèì, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

1

2π

2π∫

0

dφ
1 + |UH |eiφ
1 − |UH |eiφ

≡ 1 (|UH | < 1).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ 〈|Ψ(z,H)|2
〉 íå çàâèñèò îò �ëóêòóàöèé ïàðàìåò-ðîâ ñðåäû. Ýòî óòâåðæäåíèå, â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (3.83), ñïðàâåäëèâî è äëÿâûñøèõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé, íåçàâèñèìî îò òîãî, âûõîäèò èëè íå âûõîäèò ðàñïðåäå-ëåíèå âåðîÿòíîñòåé P (H,W ) íà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïî ïàðàìåòðó H.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íàëè÷èå �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðå-äû íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè àêóñòè÷åñêîãîïîëÿ â ñðåäå, â îòëè÷èå îò çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå, ãäå âëèÿíèå �ëóêòóàöèé ïàðà-ìåòðîâ ñðåäû íîñèëî íàêàïëèâàþùèéñÿ õàðàêòåð. Òàêîå ðàçëè÷èå ðåøåíèé ñòàòèñòè-÷åñêèõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñóãóáî ñ èõ ðàçëè÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, õîòÿ îïèñûâàþòñÿîíè îäíèì è òåì æå âîëíîâûì óðàâíåíèåì.3.4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå�àçâèòàÿ âûøå òåîðèÿ îñíîâûâàëàñü íà äâóõ óïðîùåíèÿõ: èñïîëüçîâàíèè ïðèáëè-æåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè �óíêöèè ε1(x) (èëè äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ)è óñðåäíåíèè ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì äëÿ íàõîæäåíèÿ ìåäëåííûõ (íà ìàñøòàáåäëèíû âîëíû) èçìåíåíèé ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ ïî áûñò-ðûì îñöèëëÿöèÿì îáîñíîâàí òîëüêî äëÿ àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êî-ý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ âîëíû îò ïîëóïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû.Äëÿ ðàñ÷åòà æå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â ñðåäåîáîñíîâàòü åãî åñëè è âîçìîæíî, òî î÷åíü ñëîæíî (ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ â áîëüøåéñòåïåíè �èçè÷åñêèì ìåòîäîì, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèì). ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òî÷-íîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò êàê ïîäòâåðäèòü ýòè óïðîùåíèÿ, òàê è ïîëó÷èòü îòâåò â áîëåå
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�èñ. 3.11. Ñõåìà óñðåäíåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ñäâèãà ∆, îñíîâàííàÿ íà ñâîéñòâå ýðãîäè÷íîñòèóðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäûñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ, â êîòîðûõ ìû íå èìååì àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Òàêîå ÷èñ-ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, â ïðèíöèïå, ìîæíî áûëî áû îñóùåñòâèòü ïóòåì ìíîãîêðàòíîãîðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû ñ ïîñëåäóþùèì óñðåä-íåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [116℄,ãäå òàêàÿ ïðîöåäóðà îñóùåñòâëÿëàñü äëÿ çàäà÷è î ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà). Îäíàêîòàêîé ïîäõîä ìàëîïåðñïåêòèâåí, òàê êàê äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷àùèõ ðåçóëüòàòîâ òðåáó-åòñÿ îãðîìíîå ÷èñëî ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû. Ýòîò ïîäõîä ñîâåðøåííî íåïðèãî-äåí äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíâ àòìîñ�åðå Çåìëè è îêåàíå, ãäå, êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ âñåãî îäíà ðåàëèçàöèÿ. Áîëååïåðñïåêòèâåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñâîéñòâå ýðãîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãó âñåé çàäà÷è âäîëü îäíîé ðåàëèçàöèè �óíêöèè ε1(x), îïðåäå-ëåííîé íà ïîëóîñè (L0,∞) (ñì. ðèñ. 3.11). Íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà ñòàòèñòè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

〈F (L0, x, x0, L)〉 = lim
δ→∞

Fδ(L0, x, x0, L),ãäå
Fδ(L0, x, x0, L) =

1

δ

δ∫

0

d∆F (L0 + ∆, x+ ∆, x0 + ∆, L+ ∆).Â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì (L0 → −∞), ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê-òåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò L0, è, ñëåäîâàòåëüíî èçó÷àåìàÿ çàäà÷à îáëàäàåò ñâîéñòâîìýðãîäè÷íîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðó L � ïîëîæåíèþ ïðàâîé ãðàíèöû ñëîÿ (êîòî-ðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé â ìåòîäå ïîãðóæåíèÿ), òàê êàê îí îòîæäåñòâëÿåòñÿ â ýòîìñëó÷àå ñ ïàðàìåòðîì ñäâèãà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðó-æåíèÿ äëÿ îäíîé ðåàëèçàöèè ïàðàìåòðîâ ñðåäû îäíîâðåìåííî ïîëó÷àòü è âñå ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè åå ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå íåïîñðåäñòâåííûé èíòåðåñ,ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

〈F (x, x0, L)〉 =
1

δ

δ∫

0

dξ F (ξ, ξ + x0 − x, ξ + (L− x0) + (x0 − x))äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî èíòåðâàëà (0, δ). Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äàæå âû÷èñ-ëÿòü â îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëíû, êîòîðûå ñîâðåìåííàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äàòüíå â ñîñòîÿíèè.
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12�èñ. 3.12. Ìîäóëü êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ∣∣∣〈RhR
∗
h+ξ

〉∣∣∣ ïðè

β = 0,08 êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðà ξ �èñ. 3.13. �àñïðåäåëåíèå ìîìåíòîâ èíòåí-ñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â ñðåäå äëÿ β = 1â çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäûÄëÿ ñëîÿ êîíå÷íîé òîëùèíû çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷íîé ïî ïàðàìåòðó L. Îä-íàêî åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïî-ëóïðîñòðàíñòâå [45℄ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâîäèòñÿ ê ýðãîäè÷åñêîìó ïî L ñëó÷àþ.Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà îñó-ùåñòâëåíà â ðàáîòå [53℄ (ñì. òàêæå [36, 79, 110℄). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äëÿ ïàðàìåò-ðîâ α = k/D (áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî) è β = kγ/D (ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþ-ùèé ñòåïåíü ñòîõàñòè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è) âûáèðàëèñü çíà÷åíèÿ α = 25,
β = 1, 0,08. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β âûáèðàëèñü èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ïðè β = 1ïðèáëèæåííî äîëæíà ðàáîòàòü ëèíåéíàÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåíîñà èçëó-÷åíèÿ, à ïðè β = 0,08 çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áîëåå ¾ñòàòèñòè÷åñêîé¿ è ëèíåéíàÿ òåîðèÿíåïðèìåíèìà. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β èìååòñÿ ãðà�è÷åñêèé ìàòåðèàë, ïî-ëó÷åííûé àíàëèòè÷åñêè, ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé, ÷òî ïîçâîëÿåòñîïîñòàâèòü åãî ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.�àññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïóòåì ÷èñëåí-íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.3.4.1. Ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäûÏåðâûé ýòàï ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîÿë â èçó÷åíèè êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Íàðèñ. 3.12 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè êî-ý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ, ◦ � óñðåäíåíèåïî ðåàëèçàöèè äëèíû L = 10, • � óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèè äëèíû L = 300). �åçóëü-òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè çàìå÷àíèÿ 2.1. íàñ. 27 è, â ÷àñòíîñòè, ñ �îðìóëîé (2.35) íà ñ. 27 â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî òîëñòîãî ñëîÿñðåäû.Âòîðîé ýòàï ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîÿë â èçó÷åíèè ïåðâîãî è âòîðîãî ìîìåíòîâ èí-òåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ I(x,L) â çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ïîëóïðîñòðàíñòâîñî ñëó÷àéíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè. Îäíîâðåìåííî èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü ðåçóëü-òàòîâ îò äëèíû âûáîðêè, ïî êîòîðîé ïðîâîäèëîñü óñðåäíåíèå. �åçóëüòàòû ìîäåëèðî-âàíèÿ ñîïîñòàâëÿëèñü ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè, ïîëó÷åííûìè âûøå.
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�èñ. 3.14. �àñïðåäåëåíèå ìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â ñðåäå ïðè β = 0,08 â çà-äà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû: 〈I(x, L)〉 � (à); 〈I2(x, L)
〉 � (á )Íà ðèñ. 3.13 èçîáðàæåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ 〈I(x,L)〉, 〈I2(x,L)

〉 äëÿ β = 1(êðèâûå 1 � 〈I(x,L)〉 è 2 � 〈
I2(x,L)

〉 ñîîòâåòñòâóþò óñðåäíåíèþ ïî àíñàìáëþ).×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû äàþòâûáîðêè áåçðàçìåðíîé äëèíû L ∼ 10 − 20. Äëÿ β = 0,08 òàêàÿ âûáîðêà óæå íåäî-ñòàòî÷íà, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîìòðåáóåòñÿ âûáîðêà L ∼ 300 (ðèñ. 3.14) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ;

◦ � óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèè äëèíû L = 10 è • � óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèè äëèíû

L = 300).Çàìå÷àíèå 3.1. Ó÷åò âëèÿíèÿ ìîäåëè ñðåäûÂ ðàáîòå [54℄ áûëî ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñðåäû(â òîì ÷èñëå è ñðåäû ñ äâóõìàñøòàáíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè) ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿìîäåëè ñðåäû. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè íàîñíîâå ìîäåëè ãàóññîâûõ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ �ëóêòóàöèé âåëè÷èíû ε1(x). �3.4.2. Èñòî÷íèê ïëîñêèõ âîëí âíóòðè ñðåäûÍà ðèñ. 3.15 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âåëè÷èíû 〈I(x, x0)〉 äëÿ èñ-òî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ïðè äëèíå âûáîðêè L = 10 è β = 0,08.Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì ðàñ÷åòàì (óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ),à ◦ � óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèè äëèíû L = 10. Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äàæåòàêàÿ ìàëàÿ âûáîðêà ïðàâèëüíî óëàâëèâàåò òåíäåíöèþ èçìåíåíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâ-íîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Âñå äàëüíåéøèå êðèâûå áûëèïîëó÷åíû ñ äëèíîé âûáîðêè L = 300 − 400.Íà ðèñ. 3.16 èçîáðàæåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëÿèñòî÷íèêà äëÿ β = 1 ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöå. Ñïëîøíûå êðèâûåòàêæå ñîîòâåòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì (óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ), à ðåçóëü-òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ: ◦� ñâîáîäíîå ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ãðàíèöó, •� îòðàæàþùàÿ ãðà-íèöà ñ óñëîâèåì dG(H,x0)/dx = 0, ×� îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà ñ óñëîâèåì G(H,x0) = 0.
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1 2 30�èñ. 3.15. �àñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà 〈I(x, x0)〉 â íåîãðàíè÷åííîìïðîñòðàíñòâå ïðè β = 0,08
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�èñ. 3.16. �àñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà ïðè β = 1 è ðàçíûõ ïîëîæå-íèÿõ ãðàíèöû: DH = 0,25 (à); DH = 0,5 (á )
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�èñ. 3.17. �àñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà ïðè β = 0,08 è ðàçíûõ ïî-ëîæåíèÿõ ãðàíèöû: DH = 0,25 (à); DH = 1 (á )
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�èñ. 3.18. �àñïðåäåëåíèå âòîðîãî ìîìåíòà èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà ïðè β = 1 è ïîëî-æåíèè ãðàíèöû DH = 0,25Èç ðèñ. 3.16 âèäíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ òåîðåòè÷å-ñêèì êðèâûì äëÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî âûõîäó âîëíû èç ñëîÿ, è ñèëü-íûå îñöèëëÿöèè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïðè íàëè÷èè îòðàæàþùåé ãðàíèöû, ÷òî ñâè-äåòåëüñòâóåò î ñëîæíîé èíòåð�åðåíöèîííîé ñòðóêòóðå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè äàæåïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β = 1. Ïðè óäàëåíèè èñòî÷íèêà îò ãðàíèöû àìïëèòóäà îñ-öèëëÿöèé óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñ. 3.17 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå êðèâûå äëÿ β = 0,08.Ýòîò ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëåå èíòåíñèâíûìè èçìåíåíèÿì �óíêöèè 〈I(x, x0)〉.Ïðè óäàëåíèè ãðàíèöû îò èñòî÷íèêà àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé óìåíüøàåòñÿ.Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü è òàêèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-êè âîëíû, äëÿ êîòîðûõ íå èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Òàê,íà ðèñ. 3.18, 3.19 èçîáðàæåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ èíòåíñèâ-íîñòè ïîëÿ îò èñòî÷íèêà 〈I2(x, x0)
〉 ïðè β = 1 è β = 0,08 ïðè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõóñëîâèÿõ íà ãðàíèöå (ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ: ◦ � ñâîáîäíîå ïðîõîæäåíèå ÷åðåçãðàíèöó, • � îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà ñ óñëîâèåì dG(H,x0)/dx = 0; × � îòðàæàþùàÿãðàíèöà ñ óñëîâèåì G(H,x0) = 0). Âòîðûå ìîìåíòû èíòåíñèâíîñòè ñîõðàíÿþò îñöèë-ëÿöèè ñ òåì æå ïåðèîäîì, íî ñî çíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèè èõ àìïëèòóä.Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðèñóíêîâ, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïîâåäåíèÿìîìåíòîâ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ èñòî÷íèêà ïðè íàëè÷èè ãðàíèöû ðàçäåëà ÿâ-ëÿþòñÿ îñöèëëÿöèè ñ ïåðèîäîì ∼ 0,13. Ýòî ñâÿçàíî ñ âûáðàííîé âåëè÷èíîé âîëíîâîãîïàðàìåòðà α = 25, òàê êàê ïåðèîä îñöèëëÿöèé T = π/α = 0,126.Â ðàáîòå [53℄ ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå

x0 = L ñ êðàåâûì óñëîâèåì dG(x, x0, L)/dx|x=L = 0. Íà ðèñ. 3.20 ïðåäñòàâëåí ðåçóëü-òàò ìîäåëèðîâàíèÿ âåëè÷èíû 2 〈Iref(x,L)〉 / 〈Iref(L,L)〉 ïðè β = 0,08 è k/D = 25. Íàýòîì ðèñóíêå âèäíû îñöèëëÿöèè â îáëàñòè ξ = D(L− x) < 0,3 ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé

T = 0,13. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ξ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòèõîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ëîêàëèçàöèîííîé êðèâîé (ñì. âûðàæåíèå (3.73)).
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�èñ. 3.19. �àñïðåäåëåíèå âòîðîãî ìîìåíòà èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ èñòî÷íèêà ïðè β = 0,08 è ðàç-íûõ ïîëîæåíèÿõ ãðàíèöû: îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà ïðè DH = 4,3 (à); ñâîáîäíîå ïðîõîæäåíèå÷åðåç ãðàíèöó DH = 0,25 (á )PSfrag replaements
1 22

〈Iref(x, L)〉
〈Iref(L,L)〉

ξ0

0,5

1,0

1,5

2,0

0,1 0,2 0,3 0,4�èñ. 3.20. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âåëè÷èíû 2 〈Iref(x, L)〉 / 〈Iref(L,L)〉. Êðèâàÿ 1 � ëîêàëè-çàöèîííàÿ êðèâàÿ (3.70), 2 � ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
3.4. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 673.4.3. Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ñàìîâîçäåéñòâèè âîëíû â ñëó÷àéíîéñðåäå�àññìîòðèì òåïåðü ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è î ñàìîâîçäåé-ñòâèè âîëíû äëÿ ìîäåëè ñðåäû ñ çàâèñèìîñòüþ ε1 (x, J(x,w)) = J(x,w) + ε1(x), ãäå

ε1(x) � ãàóññîâ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, J(x,w) = w|u(x,w)|2,
u(x,w) � âîëíîâîå ïîëå âíóòðè íåëèíåéíîé ñðåäû, à w � èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåéâîëíû [77, 78℄ (ñì. ïðèëîæåíèå A.2.3, ñ. 135). Îñîáåííîñòüþ ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå îò-ñóòñòâèÿ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîñòü è ãëàäêîñòü ðåøå-íèÿ çàäà÷è ïðè ëþáîì çàòóõàíèè β. Îäíàêî, ïðè íàëè÷èè òàêèõ �ëóêòóàöèé ìîãóòâîçíèêàòü íåîäíîçíà÷íîñòè â ðåøåíèè çàäà÷è, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì β. Íàðèñ. 3.21 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòàîòðàæåíèÿ 〈|R(w)|2

〉 è èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå, íîðìèðîâàííîé íàçíà÷åíèå w, � 〈J(w)〉 /w, äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà íåîäíîðîäíîé ñðåäû (L0 → −∞) êàê�óíêöèè èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû w. Ïàðàìåòð β áûë âûáðàí ðàâíûì åäèíè-öå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìåðåííîìó âëèÿíèþ ñòàòèñòèêè â ëèíåéíîé çàäà÷å, è ïðè ýòîìäëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà w íåîäíîçíà÷íîñòåé â íåëèíåéíîé çàäà÷ååùå íå âîçíèêàåò.PSfrag replaements
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|R(w)|2

〉
, 〈J(w)〉 /w

w�èñ. 3.21. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ 〈|R(w)|2
〉 è 〈J(w)〉 /w êàê �óíêöèé ïàðàìåòðà w. Êðóæ-êè: 1 � 〈

|R(w)|2
〉, 2 � 〈J(w)〉 /w, ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ. Êðèâûå: 1 �

|R(w)|2 , 2 � J(w)/w, ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å ïðè îòñóòñòâèè �ëóêòóàöèé ε(x)Êàê âèäíî èç ðèñ. 3.21, â äèàïàçîíå w < 2 ñðåäà ñëàáî îòðàæàåò ïàäàþùóþ âîë-íó (âåëè÷èíà 〈|R(w)|2
〉 äîñòàòî÷íî ìàëà). Îòðàæàþùèå ñâîéñòâà ñðåäû â ýòîì ñëó-÷àå îïðåäåëÿþòñÿ â îñíîâíîì �ëóêòóàöèÿìè íåîäíîðîäíîñòåé, è âåëè÷èíà 〈|R(w)|2

〉áëèçêà ê çíà÷åíèÿì ëèíåéíîé çàäà÷è. Äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöåñðåäû, îäíàêî, íåëèíåéíîñòü ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé äàæå äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷å-íèé w, è âåëè÷èíà 〈J(w)〉 /w ñ ðîñòîì w ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîéíåëèíåéíîé çàäà÷è.Áîëåå ïîëíóþ êàðòèíó âëèÿíèå ñòàòèñòèêè è íåëèíåéíîñòè ìîæíî óâèäåòü íàðèñ. 3.22, ãäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ 〈J(ξ, w)〉 /w (êðóæêè,

ξ = D(L−x)) è ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ êàê äåòåðìèíèðîâàííîé íåëèíåéíîé çàäà÷è,òàê è ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ ìàëîé (w = 0,2) è áîëüøîé (w = 2) èí-òåíñèâíîñòåé ïàäàþùåé âîëíû. Â ñëó÷àå w = 0,2 âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñðåäû ñïåðâàîïðåäåëÿåòñÿ �ëóêòóàöèÿìè íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû è �óíêöèÿ 〈J(ξ, w)〉 /w äîñòà-
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0�èñ. 3.22. �åçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ 〈J(ξ, w)〉 /w (êðóæêè). Ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþòðåøåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è (êðèâàÿ 1 � ñîîòâåòñòâóåò w = 0,2; êðèâàÿ 2 � w = 2),ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 3 ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å; ◦ � ñîîòâåòñòâóþò w =
0,2, • � ñîîòâåòñòâóþò w = 2òî÷íî áëèçêà ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé çàäà÷è. Ïàäåíèå âîëíû ñ èíòåíñèâíîñòüþ w = 2ïðèâîäèò ê îñöèëëÿöèÿì �óíêöèè 〈J(ξ, w)〉 /w îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðî-âàííîé íåëèíåéíîé çàäà÷è (âûçâàííûõ èíòåð�åðåíöèåé ïðÿìîé è îòðàæåííîé âîëí)âáëèçè ãðàíèöû è äàëüíåéøåìó ñïàäàíèþ åå ìåæäó äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ðåøåíèÿ-ìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà (ïîêà èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãîïîëÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà 〈J(ξ, w)〉 ≫ 1) íåëèíåéíûå ý��åêòû èãðàþò îïðåäåëÿþùóþðîëü è ý��åêòû ñòàòèñòèêè ïðèâîäÿò ëèøü ê èíòåð�åðåíöèîííûì ÿâëåíèÿì. Êîãäàâîëíà ïðîíèêàåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêî âíóòðü ñðåäû è âåëè÷èíà 〈J(ξ, w)〉 ñòàíîâèòñÿ äî-ñòàòî÷íî ìàëîé, ïîâåäåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ �ëóêòóàöèÿìèïàðàìåòðîâ ñðåäû.

�ë à â à 4ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ Ê�ÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×Âûøå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè çàäà÷ó î ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ âîëíî-âîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå. �àññìàòðèâàëèñü çàäà÷è î ïàäåíèè âîëíûíà ñëîé ñðåäû (ïîëóïðîñòðàíñòâî) è èñòî÷íèê âíóòðè ñëîÿ. Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè ðàñ-ñìîòðåííîãî òèïà, â �èçèêå íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [67℄) áîëüøîåâíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ñòàòèñòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüì-ãîëüöà (óðîâíåé ýíåðãèè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà) â îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àéíî-íåîä-íîðîäíûõ ñèñòåìàõ. Ê çàäà÷àì òàêîãî æå òèïà îòíîñèòñÿ è ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíðàçëè÷íîé ïðèðîäû â âîëíîâîäàõ (ñì., íàïðèìåð, [73℄). Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõñèñòåì àíàëèç ñòàòèñòèêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íàòàëêèâàåòñÿíà áîëüøèå òðóäíîñòè. Â îäíîìåðíîì æå ñëó÷àå (ïëîñêîñëîèñòûå ñðåäû) ðàññìîòðå-íèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.Â ïðèëîæåíèè À ïîëó÷åíà ñèñòåìà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùàÿ îïè-ñûâàòü äèíàìèêó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ñëîÿ), ñ ïîìîùüþêîòîðîé ìîæíî èçó÷àòü è èõ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.4.1. Îáùèå ñîîòíîøåíèÿÀíàëèç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðåäëîæåííûé â ïðèëîæåíèè À, îñíîâûâàåòñÿ íààíàëèçå íóëåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �èêêàòè, êîòîðîå çàïèøåì â îáùåì âèäå

d

dL
fL(λ) = a(L, λ) + b(L, λ)fL(λ) + c(L, λ)f2

L(λ). (4.1)Ââåäåì äâå �óíêöèè, îïèñûâàþùèå èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (4.1), ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåòðîâêîòîðîé îïèñûâàåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1),

ϕ(L, f, λ) = δ (fL(λ) − f) , Φ(L, f, λ) = A(L, λ)δ (fL(λ) − f) , (4.2)ãäå
A(L, λ) =

∂

∂λ
fL(λ).Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè �óíêöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

∂

∂λ
ϕ(L, f, λ) = − ∂

∂f
Φ(L, f, λ). (4.3)Â ñèëó òîãî ÷òî �óíêöèÿ fL(λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ååèíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ϕ(L, f, λ) = δ (fL(λ) − f) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ(ñòîõàñòè÷åñêèì ïðè íàëè÷èè �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû):

∂

∂L
ϕ(L, f, λ) = − ∂

∂f
J(L, f, λ), (4.4)69
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J(L, f, λ) = −dfL(λ)

dL
ϕ(L, f, λ),è åå ñðåäíåå çíà÷åíèå îïèñûâàåò ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé.�àññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ∂Φ(L, f, λ)/∂L. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (4.3) è óðàâíå-íèå (4.4), ïîëó÷àåì äëÿ íåå ðàâåíñòâî

∂

∂L
Φ(L, f, λ) =

∂A(L, λ)

∂L
Φ(L, f, λ) −A(L, λ)

∂

∂f

dfL(λ)

dL
ϕ(L, f, λ) =

=
∂A(L, λ)

∂L
ϕ(L, f, λ) − dfL(λ)

dL

∂

∂f
Φ(L, f, λ) =

∂

∂λ
J(L, f, λ).Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ Φ(L, f, λ) ïðîñòûì îáðàçîì (ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðû) ñâÿ-çàíà ñ �óíêöèåé J(L, f, λ), à èìåííî:

Φ(L, f, λ) =
∂

∂λ

L∫

0

dξ J(ξ, f, λ). (4.5)Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

fL(λL) = 0. (4.6)Òîãäà

Φ(L, 0, λ) = A(L, λ)δ[fL(λ)] =
∞∑

n=1

δ
(
λ− λ

(n)
L

)
, (4.7)è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíè-öó äëèíû (ñì., íàïðèìåð, [67℄),

ρ(L, λ) =
1

L

∞∑

n=1

δ
(
λ− λ

(n)
L

)
,ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

ρ(L, λ) =
∂

∂λ

1

L

L∫

0

dξ J(ξ, 0, λ). (4.8)Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñâÿçàíà, åñòåñòâåííî, ñî âñåìè ñîáñòâåííû-ìè çíà÷åíèÿìè èñõîäíîé êðàåâîé îäíîðîäíîé çàäà÷è è íå äàåò èí�îðìàöèè î êîí-êðåòíîì îòäåëüíî âçÿòîì ñîáñòâåííîì ÷èñëå.Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (4.6) ïî ïàðàìåòðó L, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (4.1),÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà, êàê �óíêöèè ïàðàìåòðà L, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
a(L, λL) +A(L, λL)

d

dL
λL = 0 (4.9)ñ çàäàííûì ïîâåäåíèåì ïðè L→ L0, îïðåäåëÿåìûì èç äèíàìèêè ñèñòåìû â îòñóòñòâèå�ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ. È, ñëåäîâàòåëüíî, èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ äëÿ âåëè÷èíû

ψ(L, λ) = δ
(
λ

(n)
L − λ

)îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ:
∂

∂L
ψ(L, λ) =

∂

∂λ

a(L, λ)

A(L, λ)
ψ(L, λ), (4.10)

4.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå 71íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ êîòîðîãî ïðè L→ L0 îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìèêîé êîíêðåòíî âû-áðàííîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà.Êîíêðåòèçàöèþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îäíîìåðíîé çàäà÷èìîæíî ïðîâåñòè è íà îñíîâå òàê íàçûâàåìîãî �àçîâîãî �îðìàëèçìà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òîðåøåíèå óðàâíåíèÿ �èêêàòè (4.1) ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò −∞ äî ∞, ìîæíî ïðîâåñòèçàìåíó ïåðåìåííûõ

fL(λ) = tg φL(λ) èëè fL(λ) = 1/ tg φL(λ)â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ (4.1). Òîãäà çíà÷åíèþ λ
(n)
L áóäåòñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèå φ

(n)
L = nπ èëè φ

(n)
L = π (n+ 1/2). Ââîäÿ èíäèêàòîðíóþ�óíêöèþ äëÿ âåëè÷èíû φL(λ)

ψ(L, φ, λ) = δ (φL(λ) − φ) ,è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψ(L, φ, λ) ñâÿçàíà ñ �óíêöèåé ψ(L, λ) = δ
(
λ

(n)
L − λ

) ñ ïîìîùüþðàâåíñòâà
ψ(L, φn, λ)

d

dL
φn(λ) = ψ(L, λ),óðàâíåíèå (4.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà

∂

∂L
ψ(L, λ) =

∂

∂λ

a(L, λ)

∂f/∂φ
∣∣
φ=φn

ψ(L, φn, λ). (4.11)Òàêèì îáðàçîì, èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþêâàäðàòóðû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �èêêà-òè (4.1). 4.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèåÏðè íàëè÷èè �ëóêòóàöèé ó ïàðàìåòðîâ ñðåäû ñëåäóåò óñðåäíèòü âñå ïîëó÷åííûåâûøå âûðàæåíèÿ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé �ëóêòóèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ:
d2

dx2
u(x) + λu(x) = ε(x)u(x), u(0) = 0,

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=L

= 0. (4.12)Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ, îïèñàííóþ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ýòîé÷àñòè, ðàññìîòðèì âìåñòî (4.12) íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó

d

dx
u(x) = v(x),

d

dx
v(x) = [ε(x) − λ]u(x),

u(0) = 0, v(L) = 1.

(4.13)�àññìàòðèâàÿ òåïåðü ðåøåíèå çàäà÷è (4.13) êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà L, ïîëó÷àåì äëÿâåëè÷èíû uL = u(L,L) óðàâíåíèå �èêêàòè:

d

dL
uL = 1 + [λ− ε(x)] u2

L, u0 = 0, (4.14)



72 �ëàâà 4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ïîëþñû ðåøåíèÿ êîòîðîãî è îïðåäåëÿþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîá-ñòâåííûì çíà÷åíèÿì îòâå÷àþò íóëè �óíêöèè fL = 1/uL, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

d

dL
fL = −f2

L − λ+ ε(x), f0 = ∞. (4.15)Èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ϕ(L, f, λ) = δ (fL(λ) − f) òåïåðü óäîâëåòâîðÿåò ñòîõàñòè-÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ

∂

∂L
ϕ(L, f, λ) =

∂

∂f

(
λ+ f2

)
ϕ(L, f, λ) − ε(L)

∂

∂f
ϕ(L, f, λ). (4.16)Ïóñòü òåïåðü ε(x) � äåëüòà-êîððåëèðîâàííûé ãàóññîâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ïàðà-ìåòðàìè

〈ε(x)〉 = 0,
〈
ε(x)ε(x′)

〉
= 2σ2

ε l0δ(x − x′).Òîãäà, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (4.16) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïðîöåññà ε(x), ïîëó÷àåìóðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (L, f, λ) = 〈δ (fL(λ) − f)〉âèäà

∂

∂L
P (L, f, λ) =

∂

∂f

(
λ+ f2

)
P (L, f, λ) +D

∂2

∂f2
P (L, f, λ), (4.17)ãäå êîý��èöèåíò äè��óçèè D = σ2

ε l0.Ïðè L → ∞ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.17) âûõîäèò íà ¾ñòàöèîíàðíîå¿, íå çàâèñÿùååîò L ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì

J∞(λ) =
(
λ+ f2

)
P∞(f, λ) +D

d

df
P∞(f, λ), (4.18)ãäå ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ J∞(λ) � ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà âåðîÿòíî-ñòåé. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (4.18) ñ óñëîâèåì P∞(f, λ) → 0 ïðè f → −∞ èìååò âèä

P∞(f, λ) =
J∞(λ)

D
exp

{
− f

D

(
f3

3
+ λ

)} f∫

−∞
dξ exp

{
ξ

D

(
ξ3

3
+ λ

)}
, (4.19)îòêóäà, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

∞∫

−∞
df P∞(f, λ) = 1,ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé:

1

J∞(λ)
=

√
π

D1/3

∞∫

0

dx√
x

exp

{
−x

3

12
− λx

D2/3

}
. (4.20)Â ÷àñòíîñòè, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ λ, à èìåííî λ ≫ D2/3, èç (4.20) ñëåäóåòàñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

J∞(λ) =

√
λ

π

(
λ≫ D2/3

)
, (4.21)è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, ïðèõîäÿùèõ íà åäèíèöóäëèíû ïðè L→ ∞ è λ≫ D2/3, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4.8) ïîëó÷àåì [67℄

ρ(L, λ) =
∂

∂λ
lim
L→∞

1

L

L∫

0

dξ J(ξ, 0, λ) =
∂

∂λ
J∞(λ) =

1

2π
√
λ
. (4.22)

4.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå 73Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íå çàâèñèò îò âèäàêðàåâîãî óñëîâèÿ ïðè x = L äëÿ çàäà÷è (4.12). Â ÷àñòíîñòè, ýòîò çàêîí áóäåò èìåòüìåñòî è äëÿ êðàåâîé çàäà÷è

d

dx
u(x) = v(x),

d

dx
v(x) = [ε(x) − λ] u(x), u(0) = 0, u(L) = 0. (4.23)Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íóëÿìè �óíêöèè fL(λ), îïè-ñûâàåìîé óðàâíåíèåì �èêêàòè:
d

dL
fL = 1 + [λ− ε(x)] f2

L, f0 = 0. (4.24)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ε(x) = 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.24) èìååò ñòðóêòóðó
fL(λ) =

1√
λ

tg
(√

λL
)
,ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

fL(λ) =
1√
λ

tg φL (λ) . (4.25)Òîãäà äëÿ �óíêöèè φL (λ) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
d

dL
φL (λ) =

√
λ− 1√

λ
ε(L) sin2 φL (λ) , φ0 (λ) = 0, (4.26)è ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå

φ
(n)
L = nπ (n = 1, 2, . . .). (4.27)Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.26), ò. å. �óíêöèÿ P (L, φ, λ) =

〈ψ(L, φ, λ)〉, äëÿ ãàóññîâà äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε(L) óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

∂

∂L
P (L, φ, λ) = −

√
λ
∂

∂φ
P (L, φ, λ) +

D

λ

∂

∂φ
sin2 φ

∂

∂φ
sin2 φP (L, φ, λ). (4.28)Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñîáñòâåííîãîçíà÷åíèÿ λ(n) � Pn(L, λ), ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (4.11), îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ(4.28) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

∂

∂L
Pn(L, λ) =

∂

∂λ

√
λP (L, φn, λ), (4.29)èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî äàåò âûðàæåíèå

Pn(L, λ) =
∂

∂λ

√
λ

L∫

0

dξ P (ξ, φn, λ). (4.30)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (4.28) ïî φ â ïðåäåëàõ (−∞, φn), â ñèëó óñëîâèÿ sinφn = 0ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ Pn(L, λ), ýêâèâàëåíòíîå ðàâåíñòâó (4.30):

Pn(L, λ) = − ∂

∂λ

φn∫

0

dθ P (L, θ, λ). (4.31)



74 �ëàâà 4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñòîõàñòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè Pn(L, λ) íåîáõîäèìî çíàòü ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (4.28). �åøèòü óðàâíåíèå (4.28) â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Äëÿ äîñòàòî÷-íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ (λ≫ D2/3) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííûììåòîäîì óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì, ñâÿçàííûì ñ ðåøåíèåì çàäà÷è â îò-ñóòñòâèå �ëóêòóàöèé (φn =
√
λL).Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìåäëåííûõ èçìåíåíèé �óíêöèè φL(λ), îáóñëîâëåííûõ íàëè÷èåì�ëóêòóàöèé, ïîëó÷àåì áîëåå ïðîñòîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé:

∂

∂L
P (L, φ, λ) = −

√
λ
∂

∂φ
P (L, φ, λ) +

3D

8λ

∂2

∂φ2
P (L, φ, λ), (4.32)ðåøåíèå êîòîðîãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (0, φ, λ) = δ(φ) èìååò âèä ãàóññîâà ðàñïðå-äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

P (L, φ, λ) =

√
2λ

3πDL
exp

{
− 2λ

3DL

(
φ−

√
λL
)2
}
, (4.33)ò. å. âåëè÷èíà φL(λ) � ãàóññîâà ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðó Lñ õàðàêòåðèñòèêàìè

〈φL(λ)〉 = 0, σ2
φ =

3

4λ
DL.Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.31), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé n-ãîñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â âèäå

Pn(L, λ) =

√
L

6πD


2 −

√
λ0n

λ


 exp

{
−2λL

3D

(√
λ−

√
λ0n

)2
}
, (4.34)ãäå λ0n = n2π2/L2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (4.23) ïðè îòñóòñòâèè �ëóêòóàöèé[15, 16℄.Îòìåòèì, ÷òî �îðìàëüíî âûðàæåíèå (4.34) íå ìîæåò áûòü ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíî-ñòåé, òàê êàê îíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè λ < λ0n/4. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåìïðèáëèæåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ óñðåäíåíèåì ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì.Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ σ2

ε �óíêöèÿ Pn(L, λ) áóäåò ñîñðåäîòî÷åíà â îêðåñò-íîñòè λ ≈ λ0n, ãäå îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ [73℄:
Pn(L, λ) =

√
L

6πD
exp

{
− L

3D
(λ− λ0n)

2
}
, (4.35)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

〈λn〉 = 0, σ2
λn

=
3D

2L
,ò. å. ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû λn ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è â îòñóòñòâèå �ëóêòó-àöèé ïàðàìåòðîâ ñðåäû, à äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû λn íå çàâèñèò îò íîìåðà ñîáñòâåííîãîçíà÷åíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðè-çóþòñÿ áåçðàçìåðíûì êîý��èöèåíòîì äè��óçèè äëÿ n-ãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ:

Dn =
3DL

8λ0n
,è óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ âûøå âûðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

Dn ≪ 1.

4.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå 75Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (4.35) ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ïðèáëèæå-íèåì ñòàíäàðòíîé òåîðèè âîçìóùåíèé.Âûøå ìû ðàññìîòðåëè êîíêðåòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (4.23) î ñòàòèñòèêå ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé. Ëåãêî, îäíàêî, âèäåòü, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû áóäóò òàêæå ñïðàâåäëèâûè äëÿ äðóãèõ êðàåâûõ óñëîâèé. Èçìåíÿåòñÿ ëèøü âûðàæåíèå äëÿ λ0n. Òàê, äëÿ êðàå-âîé çàäà÷è

d2

dx2
u(x) + λu(x) = ε(x)u(x), u(L) = 0,

du(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

= 0, (4.36)âñå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ â ñèëå, çà èñêëþ÷åíèåì âûðàæåíèÿ äëÿ λ0n, êîòîðîå òåïåðüïðèíèìàåò âèä

λ0n =

(
n+

1

2

)2 π2

L2
.Ïîëó÷åííûå âûøå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãîáåçðàçìåðíîãî êîý��èöèåíòà äè��óçèè Dn. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ äîñòà-òî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà σ2

ε èëè äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà n. ×èñëåííîå ìîäåëèðî-âàíèå ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ïðè çíà÷åíèèïàðàìåòðîâ Dn > 1. Òàêîå ìîäåëèðîâàíèå áûëî îñóùåñòâëåíî â ðàáîòàõ [14, 15℄.Èçó÷àëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à (4.36). ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ðàñïðåäåëå-íèåì âåðîÿòíîñòåé (4.35) äàæå äëÿ êîý��èöèåíòà äè��óçèè D0 ≈ 5. Èñêëþ÷åíèåìÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íóëåâîé ìîäû, äëÿ êîòîðîé

〈λ0〉 − λ00 ≈ −D0.Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, èëè äîïîë-íèòåëüíîìó ÷ëåíó ðàçëîæåíèÿ âûðàæåíèÿ (4.34) ïî (λ− λ0n). Êîý��èöèåíòû êîððå-ëÿöèè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λn áëèçêè ê çíà÷åíèþ 2/3, êîòîðîåäàåò òåîðèÿ âîçìóùåíèé äàæå äëÿ ñëó÷àÿ D0 ≈ 5.Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëó÷åí-íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èìåþò ñóùåñòâåííî áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìå-íèìîñòè, ÷åì óñëîâèå Dn ≪ 1.



�ë à â à 5ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÅ ÂÎËÍÎÂÛÅ ÇÀÄÀ×È Â ÑËÎÈÑÒÛÕÑËÓ×ÀÉÍÛÕ Ñ�ÅÄÀÕ�àññìîòðèì òåïåðü îáîáùåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î ïëîñêèõ âîëíàõ â ñëîèñòûõñëó÷àéíûõ ñðåäàõ íà ñëó÷àé ïðîñòåéøèõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷. Òàêèìè çàäà÷àìè ÿâ-ëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âðåìåíí�ûõ èìïóëüñîâ â ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ è òðåõìåðíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêàâ ñëîèñòûõ ñðåäàõ. 5.1. Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è5.1.1. Ôîðìóëèðîâêà êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷�àññìîòðèì íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó î ïàäåíèè èç îáëàñòè x > L ïëîñêîé âîëíû

f [t+(x−L)/c0] íà ñëîé ñðåäû, çàíèìàþùèé ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà L0 < x < L, ãäå c0 �ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Âîëíîâîå ïîëå âíóòðèñëîÿ ñðåäû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì

[
∂2

∂x2
− 1

c2(x)

∂

∂t

(
∂

∂t
+ γ̃

)]
u(x, t) = 0 (5.1)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
u(x, t)

∣∣∣∣
x=L

=
2

c0

∂

∂t
f(t),

(
∂

∂x
− ∂

c0∂t

)
u(x, t)

∣∣∣∣
x=L0

= 0.

(5.2)Àíàëîãè÷íî äëÿ èñòî÷íèêà ïëîñêèõ âîëí, ðàñïîëîæåííîãî âíóòðè ñëîÿ ñðåäû â òî÷-êå x0, ìû èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó

[
∂2

∂x2
− 1

c2(x)

∂

∂t

(
∂

∂t
+ γ̃

)]
u(x, x0, t) = − 2

c0
δ(x− x0)

∂

∂t
f(t),

(
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
u(x, x0, t)

∣∣∣∣
x=L

= 0,

(
∂

∂x
− 1

∂

c0∂t

)
u(x, x0, t)

∣∣∣∣
x=L0

= 0.

(5.3)Îòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (5.1), (5.2) ñîîòâåòñòâóåò êðàåâîé çàäà÷å (5.3) ïðè ðàñ-ïîëîæåíèè èñòî÷íèêà íà ãðàíèöå ñëîÿ, ò. å. ïðè x0 = L � u(x,L, t) = u(x, t).�åøåíèå çàäà÷è (5.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå (ïàðàìåòð γ̃ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì):
u(x, x0, t) =

1

2π

∞∫

−∞
dωGω(x, x0)f(ω)e−iωt, Gω(x, x0) =

∞∫

−∞
dtG(x, x0, t)e

iωt, (5.4)76

5.1. Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è 77ãäå

f(ω) =

∞∫

−∞
dt f(t)eiωt.Ôóíêöèÿ Gω(x, x0) � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêàâíóòðè ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû (1.20):

d2

dx2
Gω(x, x0) + k2[1 + ε(x)]Gω(x, x0) = 2ikδ(x − x0),

(
d

dx
+ ik

)
Gω(x, x0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik

)
Gω(x, x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0,

(5.5)ãäå

1

c2(x)
=

1

c20
[1 + ε(x)], ε(x) = ε1(x) + i

γ̃

ω
, k =

ω

c0
.Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü âûøå. Ïàðàìåòð γ̃, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ïîãëîùåíèåâîëíû â ñðåäå, ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðîì γ, ââåäåííûì ðàíåå, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

γ = γ̃/2c0.Ââåäåì íåñòàöèîíàðíóþ �óíêöèþ �ðèíà G(x,L, t). Ïàäàþùàÿ íà ñëîé âîëíà

f [t + (x − L)/c0] ñîçäàåò íà ãðàíèöå x = L ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ f̃(t0) òàêîå,÷òî
f(t) =

1

2c0

∞∫

−∞
dt0 θ(t− t0)f̃(t0), f̃(t0) = 2c0

∂

∂t0
f(t0).Òîãäà âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñðåäû ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

u(x, t) =

∞∫

−∞
dt1G(x,L, t − t1)

∂

∂t1
f(t1),ãäå �óíêöèÿ G(x,L, t− t0) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (5.1) ñ êðàåâûì óñëî-âèåì íà ãðàíèöå x = L:

(
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
G(x,L, t − t0)

∣∣∣∣
x=L

=
2

c0
δ(t − t0).Êðàåâàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ G(x,L, t) (ïðåäïîëàãàåì äëÿ ïðîñòîòû îòñóòñòâèå ïî-ãëîùåíèÿ âîëíû â ñðåäå) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëè-ðîâàíà â çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî ïàðàìåòðó L (ñ÷èòàåì, ÷òî t0 = 0) [6,36℄(ñì. ïðèëîæåíèå À.3.2):

(
∂

∂L
+

∂

c0∂t

)
G(x,L, t) = − 1

2c0
ε(L)

∞∫

−∞
dt1

∂

∂t
G(x,L, t− t1)

∂

∂t1
H(L, t1),

G(x,L, t)|L=x = H(x, t).

(5.6)Ôóíêöèÿ H(L, t) = G(L,L, t) � âîëíîâîå ïîëå íà ãðàíèöå ñðåäû � îïèñûâàåòñÿçàìêíóòûì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

(
∂

∂L
+

2

c0

∂

∂t

)
H(L, t) =

2

c0
δ(t) − 1

2c0
ε(L)

∞∫

−∞
dt1

∂

∂t
H(L, t− t1)

∂

∂t1
H(L, t1),

H(L, t)|L=L0 = θ(t).

(5.7)



78 �ëàâà 5. Ìíîãîìåðíûå âîëíîâûå çàäà÷è â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõÔóíêöèÿ G(x,L, t) îïèñûâàåò âîëíîâîå ïîëå â ñðåäå ïðè ïàäåíèè íà íåå âîëíûâèäà θ(t+ (x− L)/c0). Ôóíêöèÿ H(L, t) òàêæå èìååò ñòðóêòóðó

H(L, t) = θ(t)HL(t). (5.8)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5.8) â óðàâíåíèå (5.7) è ðàçäåëÿÿ ñèíãóëÿðíóþ ∼ δ(t) è ðå-ãóëÿðíóþ ∼ θ(t) ÷àñòè â óðàâíåíèè (5.7), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå [9℄

(
∂

∂L
+

2

c(L)

∂

∂t

)
HL(t) = − 1

2c0
ε(L)

t∫

0

dt1
∂HL(t− t1)

∂t

∂HL(t1)

∂t1
,

HL0(t) = 1, HL(+0) =
2c(L)

c(L) + c0
.

(5.9)5.1.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå�àññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà-÷è, îïèñûâàþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå âðåìåíí�îãî èìïóëüñà, ãåíåðèðóåìîãî âíóòðè ñëó-÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5.1), è åå ðåøåíèåìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå (5.4). Íàñ èíòåðåñóþò ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ ñðåäíåé âåëè÷èíû èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ

I(x, x0, t) = u2(x, x0, t)ïðè t→ ∞ è γ̃ → 0. Ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈I(x, x0, t〉 =
1

(2π)2

∞∫

−∞
dω

∞∫

−∞
dψ 〈Iω,ψ(x, x0)〉 f

(
ω +

ψ

2

)
f∗
(
ω − ψ

2

)
e−iψt.Ïðè t→ ∞ çíà÷åíèå èíòåãðàëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-íèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ψ, ò. å. âåëè÷èíîé

〈I(x, x0, t〉 =
1

(2π)2

∞∫

−∞
dω |f (ω) |2

∞∫

−∞
dψ 〈Iω,ψ(x, x0)〉 e−iψt. (5.10)Â �îðìóëå (5.10) ââåäåí äâóõ÷àñòîòíûé àíàëîã èíòåíñèâíîñòè ïëîñêîé âîëíû:

Iω,ψ(x, x0) = Gω+ψ/2(x, x0)G
∗
ω−ψ/2(x, x0).Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ψ è γ̃ èç óðàâíåíèÿ (5.5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî(ïðè x ≤ x0)

d

dx
Sω,ψ(x, x0) =

1

c0
(γ̃ − iψ)Iω,ψ(x, x0), (5.11)ãäå Sω,ψ(x, x0) � äâóõ÷àñòîòíûé àíàëîã ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè:

Sω,ψ(x, x0) =
c0

2iψ

[
Gω+ψ/2(x, x0)

d

dx
G∗
ω−ψ/2(x, x0) −G∗

ω−ψ/2(x, x0)
d

dx
Gω+ψ/2(x, x0)

]
.Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (5.11) ïî âñåìó ïîëóïðîñòðàíñòâó −∞ < x < x0, ïîëó÷àåì

Sω,ψ(x0, x0) =
1

c0
(γ̃ − iψ)

x0∫

−∞
dxIω,ψ(x, x0).

5.1. Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è 79Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà (5.10) ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó, äëÿ ñðåä-íåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, çàêëþ÷åííîé â ýòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
E(t) =

x0∫

−∞
dx 〈I(x, x0, t)〉 =

c0

(2π)2

∞∫

−∞
dω|f (ω) |2

∞∫

−∞

dψ

γ̃ − iψ
〈Sω,ψ(x0, x0)〉 e−iψt.(5.12)�àññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âåëè÷èí Sω,ψ(x, x0) è Iω,ψ(x, x0). Ñî-ãëàñíî ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, îíè áóäóò îïèñû-âàòüñÿ âåëè÷èíîé

Wω,ψ(x0) = Rω+ψ/2(x0)R
∗
ω−ψ/2(x0),êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâóõ÷àñòîòíûì àíàëîãîì êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæå-íèÿ W = |R|2.Ïðè ψ = 0 âûðàæåíèÿ äëÿ Sω,ψ(x, x0) è Iω,ψ(x, x0) ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèåâûðàæåíèÿ äëÿ îäíî÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì,äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé Sω,ψ(x, x0) è Iω,ψ(x, x0) íåîáõîäèìî çíàíèå ñòàòè-ñòèêè âåëè÷èíû Wω,ψ(x0).Ôóíêöèÿ Rω(x), êàê �óíêöèÿ x, óäîâëåòâîðÿåò ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ �èê-êàòè, êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

d

dx
Rω(x) =

2i

c0

(
ω + i

γ̃

2

)
Rω(x) +

ω

2c0
ε1(x) (1 +Rω(x))2 , Rω(x)|x→−∞ = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ Wω,ψ(x) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dx
Wω,ψ(x) = − 2

c0
(γ̃ − iψ)Wω,ψ(x) −

− i
ω

2c0
ε1(x)

(
Rω+ψ/2(x) −R∗

ω−ψ/2(x)
)

(1 −Wω,ψ(x)) ,è äëÿ ìîäåëè ãàóññîâà äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðîöåññà ε1(x) ñ ïàðàìåòðàìè

〈ε1(x)〉 = 0,
〈
ε1(x)ε1(x

′)
〉

= 2σ2
ε l0δ(x− x′)ñòàíäàðòíûì ïóòåì ïîëó÷àåì äëÿ âåëè÷èíû W

(n)
ω,ψ(x) = 〈[Wω,ψ(x)]n〉 ðåêóððåíòíîåðàâåíñòâî

d

dx
W

(n)
ω,ψ(x) = −2n

c0
(γ̃ − iψ)W

(n)
ω,ψ(x) +D(ω)n2

{
W

(n+1)
ω,ψ (x) − 2W

(n)
ω,ψ(x) +W

(n−1)
ω,ψ (x)

}
,ãäå, êàê è ðàíåå, D(ω) =

ω2σ2
ε l0

2c20

.Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå, íå çàâèñÿùåå îò x è ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëóïðîñòðàíñòâóñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû, óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ðàâåíñòâó

2

c0
(γ̃ − iψ)W

(n)
ω,ψ = D(ω)n

{
W

(n+1)
ω,ψ − 2W

(n)
ω,ψ +W

(n−1)
ω,ψ

}
. (5.13)Ïðè ψ = 0 ðàâåíñòâî (5.13) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî (2.30) íà ñ. 26, êîòîðîìó ñîîò-âåòñòâóåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (2.28). �àâåíñòâî (5.13) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêàíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü ðàâåíñòâà (2.30) ïî ïàðàìåòðó γ̃.



80 �ëàâà 5. Ìíîãîìåðíûå âîëíîâûå çàäà÷è â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõÑëåäîâàòåëüíî, è âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷åííûå â ñòàöèîíàðíîé çà-äà÷å, áóäó÷è ïðîäîëæåíû â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü ïî ïàðàìåòðó çàòóõàíèÿ γ̃, áóäóòîïðåäåëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå äâóõ÷àñòîòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè [74℄.Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè â èñõîäíîé çàäà÷å ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå (γ̃ = 0)íåîáõîäèìî çàìåíèòü ïàðàìåòð γ̃ íà 0 − iψ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õà-ðàêòåðèñòèêàõ çàäà÷è î ïëîñêèõ âîëíàõ, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿäâóõ÷àñòîòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ò. å. ïîëîæèòü

β(ω,ψ) =
1

c0D(ω)
(0 − iψ) .Â ðåçóëüòàòå ïðè t → ∞ è γ̃ = 0 ïîëó÷àåì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ ψ âûðà-æåíèÿ

〈Sω,ψ(x0, x0)〉 = 1, 〈Iω,ψ(x0, x0)〉 = i
D(ω)c0
ψ + i0

.Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû (5.10) è (5.12) ïåðåõîäÿò â âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåàñèìïòîòèêå t→ ∞ (ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ψ):

〈I(x0, x0,∞)〉 =
c0
2π

∞∫

−∞
dωD(ω)|f(ω)|2, E(∞) =

c0
2π

∞∫

−∞
dω |f(ω)|2. (5.14)Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñ-òî÷íèêà è îáùàÿ ýíåðãèÿ âî âñåì ïîëóïðîñòðàíñòâå îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè âåëè÷èíàìè(åñëè, êîíå÷íî, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò). Ýòîò �àêò ïîäòâåðæäàåòñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâ-íîñòè, è ëîêàëèçàöèîííàÿ äëèíà, î÷åâèäíî, áóäåò îïèñûâàòüñÿ �îðìóëîé

llo =

∞∫

−∞
dω |f(ω)|2

∞∫

−∞
dω D(ω)|f(ω)|2

.Ýòî ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè îáóñëîâëåíî êîíå÷íîñòüþ îáùåé ýíåðãèè,ñîñðåäîòî÷åííîé â ïîëóïðîñòðàíñòâå, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáóñëîâëåíî íåçàâèñèìî-ñòüþ ñðåäíåãî ïîòîêà ýíåðãèè îò ïàðàìåòðîâ �ëóêòóèðóþùåé ñðåäû â ñòàöèîíàðíîéçàäà÷å î ïëîñêèõ âîëíàõ. Ôîðìó ëîêàëèçàöèîííîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àåìèñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (3.69) íà ñ. 55:

〈I(x, x0,∞)〉 =
c0
2π

∞∫

−∞
dωD(ω)|f(ω)|2Φlo(ξ) (ξ = D(ω)|x− x0|), (5.15)ãäå Φlo(ξ) � ëîêàëèçàöèîííàÿ êðèâàÿ (3.70) äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Çàâèñèìîñòüîò ïàðàìåòðà ω âõîäèò òîëüêî ÷åðåç êîý��èöèåíò äè��óçèè D(ω).Åñëè èìïóëüñ f(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî îäíèì ïàðàìåòðîì (øèðèíîé èìïóëü-ñà), òî èç ðàâåíñòâà (5.15) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé |x− x0| ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþçàâèñèìîñòü

〈I(x, x0,∞)〉 ∼ |x− x0|−3/2.

5.1. Íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è 81Åñëè æå ìû èìååì èìïóëüñ ñ âûñîêî÷àñòîòíûì çàïîëíåíèåì (ñ ÷àñòîòîé ω0), òîàñèìïòîòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ïðèíèìàåò âèä
〈I(x, x0,∞)〉 ∼ Φlo(ξ) (ξ = D(ω0)|x− x0|).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ è äëÿ èñòî÷-íèêà, ðàñïîëîæåííîãî íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå x0 = L:

〈Iref(x,L,∞)〉 =
2c0
π

∞∫

−∞
dωD(ω)|f(ω)|2Φlo(ξ) (ξ = D(ω)(L− x)),

〈Iref(L,L,∞)〉 =
2c0
π

∞∫

−∞
dωD(ω)|f(ω)|2,

E(∞) =
2c0
π

∞∫

−∞
dω |f(ω)|2.

(5.16)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêàÿ ëîêàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ìàñ-øòàáå, âäâîå ìåíüøåì, ÷åì â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.Â ñëó÷àå ïàäåíèÿ èìïóëüñà íà ïîëóïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû

x < L, èìååì äëÿ âåëè÷èíû I(L, t) = u2(L, t):
〈I(L, t)〉 =

1

(2π)2

∞∫

−∞
dω |f(ω)|2

∞∫

−∞
dψ
{
1 +W

(1)
ω,ψ

}
e−iψt,

E(t) =

L∫

−∞
dx 〈I(x,L, t)〉 =

c0

(2π)2

∞∫

−∞
dω |f(ω)|2

∞∫

−∞

dψ

0 − iψ

{
1 −W

(1)
ω,ψ

}
e−iψt,

(5.17)ãäå
W

(1)
ω,ψ = β(ω,ψ)

∞∫

0

du
u

u+ 2
e−β(ω,ψ)u� àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ 〈|RL|2〉 ïî îòíî-øåíèþ ê ïàðàìåòðó β. Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ψ è u â âûðàæåíèÿõ (5.17),ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t [91℄:

〈I(L, t)〉 =
c0
π

∞∫

−∞
dω |f(ω)|2 D(ω)

[2 +D(ω)c0t]
2 ,

E(t) =
c0
π

∞∫

−∞
dω |f(ω)|2 1

2 +D(ω)c0t
.

(5.18)Âûðàæåíèÿ (5.18) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ïîâåäåíèÿâî âðåìåíè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà, îòðàæåííîãî îò ïîëóïðîñòðàíñòâà, è ñðåä-íåé ýíåðãèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå.Åñëè õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà îäíîìàñøòàáíîãî ñïåêòðà åñòü ω0, ò. å. |f (ω/ω0)|2, òîàñèìïòîòèêà ïðè t → ∞ (c0D(ω)t ≫ 1) çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà |f (ω/ω0)|2 â



82 �ëàâà 5. Ìíîãîìåðíûå âîëíîâûå çàäà÷è â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõíóëå. Åñëè |f (0)|2 � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà, òî, â ñèëó êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè êîý�-�èöèåíòà äè��óçèè D(ω) îò ÷àñòîòû ω,

〈I(L, t)〉 =
1

π

(
− ∂

∂t

)
1√
t

∞∫

−∞
dω |f (0)|2 1

c0D(ω) + 2
∼ 1

t
√
t
.Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêèì ñïåêòðàì, â òîì ÷èñëå è äëÿ ïàäàþùåãî äåëüòà-èìïóëüñà.Åñëè æå âåëè÷èíà |f (ω)|2 /ω2 êîíå÷íà â íóëå, òî àñèìïòîòèêà èìååò âèä

〈I(L, t)〉 =
1

π

(
− ∂

∂t

)
1

t

∞∫

−∞
dω

|f(ω/ω0)|2
c0D(ω)

∼ 1

t2
,è ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà èìïóëüñ f(t) åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.Ñïåêòð äëÿ èìïóëüñà ñ âûñîêî÷àñòîòíûì çàïîëíåíèåì çàâèñèò óæå îò äâóõ ïàðà-ìåòðîâ, è àñèìïòîòèêà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âèäà ñïåêòðà (ò. å. ìîãóò ñóùåñòâî-âàòü ïðîìåæóòî÷íûå àñèìïòîòèêè), íî ñàìûé õâîñò àñèìïòîòèêè áóäåò òàêèì æå, êàêè ïðèâåäåííûé âûøå.Èç ðàâåíñòâ (5.18) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè t → ∞ ïàäàþùàÿ âîëíà ïîëíîñòüþâûñâå÷èâàåòñÿ èç ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû.Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå âîëíîâîãî èìïóëüñà â ñëó÷àé-íî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è çàäà÷ó î ðàñ-ïðîñòðàíåíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî âîëíîâîãî ïàêåòà â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ[83�85,90,118�121,135℄. Ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè, ïîëó÷åííîå âûøå, î÷å-âèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå. Åãî ìîæíî òðàêòîâàòü â ýòîì ñëó÷àå êàê ñóùå-ñòâîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî âîëíîâîäà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè x [18,19,96, 97℄.5.2. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â ñëîèñòîé ñëó÷àéíîé ñðåäå5.2.1. Ôàêòîðèçàöèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î âîëíîâîì ïîëå ìíîãîìåðíîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêàâíóòðè ñëîèñòîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû [102℄, äëÿ êîòîðîé �óíêöèÿ �ðèíà îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèåì

[
∂2

∂z2
+ ∆R + k2 [1 + ε(z)]

]
G(z,R, z0) = δ(R)δ(z − z0), (5.19)ãäå R = {x, y}, ∆R =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

.Äëÿ �óíêöèè �ðèíà â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, îñíîâàí-íîå íà ñîîòâåòñòâóþùåì ñâîéñòâå �àêòîðèçàöèè âîëíîâùãî ïîëÿ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ,â îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî [102℄ (ñì. ïðè-
5.2. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â ñëîèñòîé ñëó÷àéíîé ñðåäå 83ëîæåíèå Á, ñ. 168):

G(1)(z, z0) =
1

2ik

∞∫

0

dt exp

(
i
kt

2

)
ψ(t, z, z0),

G(2)(x, z, z0) =
1

2ik

√
k

2πi

∞∫

0

dt√
t
exp

(
i
k

2t

(
x2 + t2

))
ψ(t, z, z0),

G(3)(z,R, z0) = − 1

4π

∞∫

0

dt

t
exp

(
k

2t

(
R2 + t2

))
ψ(t, z, z0),

(5.20)

ãäå ψ(t, z, z0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (ñî âñïîìîãàòåëüíûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé ìûîáîçíà÷èëè ÷åðåç t)
∂

∂t
ψ(t, z, z0) =

i

2k

[
∂2

∂z2
+ k2ε(z)

]
ψ(t, z, z0), ψ(0, z, z0) = δ(z − z0). (5.21)Ôîðìóëû (5.20), (5.21) âûðàæàþò ñâîéñòâî �àêòîðèçàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüì-ãîëüöà â ñëîèñòîé ñðåäå.Ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à (5.21) äîëæíà áûòü äîïîëíåíà êðàåâûì óñëîâèåì ïî z. Ìûáóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è:à) èñòî÷íèê â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ ïðè

z → ±∞;á) èñòî÷íèê íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå, íà êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∂ψ

∂z

∣∣∣
z=z0−0

= 0è óñëîâèå èçëó÷åíèÿ ïðè z → ∞;â) èñòî÷íèê íà ãðàíèöå îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ z →
±∞.Ïðè x, |R| → ∞ èç âûðàæåíèé (5.20) ñëåäóþò àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû

G(2)(x, z, z0) ≈
1

2ik
eik|x|ψ(|x|, z, z0),

G(3)(z,R, z0) ≈
1

4π
√
R

√
2πi

kR
eikRψ(R, z, z0),

(5.22)ñïðàâåäëèâûå ïðè óñëîâèè, ÷òî �óíêöèÿ ψ(t, z, z0) íå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïî-âåäåíèÿ ïî t. Ôîðìóëû (5.22) ñîîòâåòñòâóþò ìàëîóãëîâîìó ðàññåÿíèþ (ïðèáëèæåíèåïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ). Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü ðàññåÿíèå íà áîëüøèå óãëû, íåîá-õîäèìî èñïîëüçîâàòü òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ (5.20) äëÿ �óíêöèè �ðèíà.Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, �óíêöèþ ψ(t, z, z0) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψω(z, z0) =

∞∫

−∞
dtψ (t, z, z0)e

−iωt,ãäå �óíêöèÿ ψω(z, z0) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

[
d2

dz2
− 2kω + k2ε(z)

]
ψω(z, z0) = 2ikδ(z − z0). (5.23)



84 �ëàâà 5. Ìíîãîìåðíûå âîëíîâûå çàäà÷è â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ�åøåíèå óðàâíåíèÿ (5.23) ψω<0(z, z0) ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ âîëíàì ïðè

ω < 0 è çàòóõàþùèì � ïðè ω > 0.Íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèé �ðèíà ïðè x, |R| → ∞. Äëÿíèõ ìû èìååì

G(1)(z, z0) =
1

2ik
ψ−k/2−i0(z, z0),

G(2)(x, z, z0) =
1

2iπk

∞∫

−∞

dω√
1 + 2ω/k

eikx
√

1+2ω/kψω−i0(z, z0),

G(3)(z,R, z0) = − 1

8π2

√
2πi

kR

∞∫

0

dω

(1 + 2ω/k)1/4
eikR

√
1+2ω/kψω−i0(z, z0),

(5.24)

îòêóäà âèäíî, ÷òî �îðìóëû (5.22) ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ (5.24) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

2ω/k ≪ 1.5.2.2. Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå�àññìîòðèì ñïåðâà ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå �óíêöèé �ðèíà â ïðèáëèæåíèè ïà-ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèÿ ψ(t, z, z0) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ψ(t, z, z0) =
1

2π

∞∫

0

dω

√
k

2ω
ψ̃ω(z, z0)e

−iωt +
1

2π

∞∫

0

dω ψω(z, z0)e
iωt, (5.25)ãäå �óíêöèÿ ψ̃ω(z, z0) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

[
d2

dz2
+ 2kω + k2ε(z)

]
ψ̃ω(z, z0) = 2ik

√
2kωδ(z − z0). (5.26)Äëÿ çàòóõàþùèõ âîëí âëèÿíèå �ëóêòóàöèé ε(z) íåñóùåñòâåííî, è �óíêöèÿ

ψω>0(z, z0) = −i
√

k

2ω
e−

√
2kω|z−z0|ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ ψ̃ω(z, z0) � ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ (5.26), ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç êîòîðîãî ïðîâîäèëñÿ ðàíåå â ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ãëàâàõ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷.Îñíîâíîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ îäíîìåðíîé çàäà÷è î ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêàâ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå, êàê ìû âèäåëè ðàíüøå, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðè-íèìàòü âî âíèìàíèå êîíå÷íîñòü ïîãëîùåíèÿ âîëíû â ñðåäå: γ ≪ 1 (õîòü è ñêîëüóãîäíî ìàëîå). Ââåäåì åãî êàê ìíèìóþ ÷àñòü �óíêöèè ε(z) = ε1(z) + iγ, ãäå ε1(z) �ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ. Íàñ èíòåðåñóåò ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü

〈I(t, z, z0)〉 = 〈ψ(t, z, z0)ψ
∗(t, z, z0)〉ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t.Ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈I(t, z, z0)〉 = I�u(t, z, z0) + I1(t, z, z0) + I2(t, z, z0), (5.27)
5.2. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â ñëîèñòîé ñëó÷àéíîé ñðåäå 85ãäå �óíêöèè I�u(t, z, z0), I2(t, z, z0) îïèñûâàþò âêëàä â ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü, áëà-ãîäàðÿ ïåðâûì äâóì ÷ëåíàì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.25), à �óíêöèÿ I1(t, z, z0)ó÷èòûâàåò ïåðåêðåñòíûé ÷ëåí 〈ψ̃ω1(z, z0)ψ

∗
ω2

(z, z0)
〉.�àññìîòðèì ñíà÷àëà âåëè÷èíó

I�u(t, z, z0) =
k

2 (2π)2

∞∫

0

dΩ

2Ω∫

−2Ω

dω√

Ω2 − ω2

4

e−iωt 〈IΩ,ω(z, z0)〉 ,ãäå

〈IΩ,ω(z, z0)〉 =
〈
ψ̃Ω+ω/2(z, z0)ψ

∗
Ω−ω/2(z, z0)

〉� äâóõ÷àñòîòíûé êîððåëÿòîð ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. Ïðè t→ ∞îñíîâíîé âêëàä â ýòîò èíòåãðàë äàåò îêðåñòíîñòü òî÷êè ω → 0.Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.26) îïðåäåëÿþòñÿ ñòàòè-ñòèêîé êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ïëîñêîé âîëíû Rz0(ω), ïàäàþùåé íà ïîëóïðîñòðàí-ñòâî z0 > z èç îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ôóíêöèÿ Rz0(ω) òåïåðü, êàê ëåãêîâèäåòü, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èêêàòè:
d

dz0
Rz0(ω) =



2i
√

2kω − k

√
k

2ω
γ



Rz0(ω) + i
k

2

√
k

2ω
ε1(z0) [1 +Rz0(ω)]2 .Îäíî÷àñòîòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ âûðà-æàþòñÿ ÷åðåç åäèíñòâåííûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

β =
kγ

D

√
k

2Ω
,ãäå

D = D0
k

2Ω
, D0 =

k2σ2
e l0

2
,à �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ îò ïàðàìåòðà β îïðåäåëÿåòñÿ âèäîìêðàåâîé çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ãàóññîâà äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà ε1(z) ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (u) äëÿ âåëè÷èíû u =

1 +W

1 −W

, íå çà-âèñÿùàÿ îò z0 (ïîëóïðîñòðàíñòâî) (2.28) íà ñ. 25:

P (u) = βe−β(u−1). (5.28)Äëÿ äâóõ÷àñòîòíîé �óíêöèè Wz0(Ω, ω) = Rz0(Ω + ω/2)R∗
z0(Ω − ω/2) ïðè ω → 0ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

d

dz0
Wz0(Ω, ω) = −2

√
k

2Ω
(kγ − iω)Wz0(Ω, ω) −

− i
k

2

√
k

2Ω
ε1(z0)

[
Rz0(Ω) −R∗

z0(Ω)
]
[1 −Wz0(Ω, ω)] .Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ÷ëåíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ωγ, ωε1(z0). È ïðîöåññ îïðåäå-ëåíèÿ äâóõ÷àñòîòíîé �óíêöèè Wz0(Ω, ω) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ω ñâîäèòñÿ ê àíàëè-òè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíî÷àñòîòíûõ



86 �ëàâà 5. Ìíîãîìåðíûå âîëíîâûå çàäà÷è â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõõàðàêòåðèñòèê ïî ïàðàìåòðó β:

β → β(Ω, ω) =

√
k

2Ω

kγ − iω

D
= −i

√
2Ω

k

ω + ikγ

D0
. (5.29)Äàëüíåéøèé àíàëèç çàâèñèò îò âèäà èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è.à) Èñòî÷íèê â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. �àññìîòðèì ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòüâ òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà z0 = z. Îäíî÷àñòîòíàÿ âåëè÷èíà

〈IΩ,0(z0, z0)〉 =
〈
ψ̃Ω(z0, z0)ψ

∗
Ω(z0, z0)

〉
= 1 +

1

β
.Âûïîëíÿÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó β, ïîëó÷àåì

I�u(t, z, z0) =
kD0

2i (2π)2

∞∫

0

dΩ

2Ω∫

−2Ω

dω√

Ω2 − ω2

4

e−iωt
√

k

2Ω

1

ω + iγ
. (5.30)Âûðàæåíèå (5.30) äëÿ I�u(t, z, z0) ñóùåñòâóåò äëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà òîëüêî â ñëó-÷àå êîíå÷íîãî ïîãëîùåíèÿ âîëíû â ñðåäå γ, è ïðè γ → 0

I�u(t, z, z0) ∼ kD0√
γ
.Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ìàëîãî, íî êîíå÷íîãî ïîãëîùåíèÿ â ñðåäå ñóùå-ñòâåííî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âîëíîâîãî ïîëÿ(ýòîò ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí îäíîìåðíîé çàäà÷å).á) Èñòî÷íèê íà îòðàæàþùåé ãðàíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå âñå çàêëþ÷åíèÿ îá èñòî÷íèêåâ íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå, î÷åâèäíî, òàêæå ñïðàâåäëèâû.â) Èñòî÷íèê íà ãðàíèöå îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Åñëè èñòî÷íèê ðàñïîëî-æåí íà ãðàíèöå z = z0 ñðåäû, îäíîòî÷å÷íîå ñðåäíåå èìååò âèä

〈IΩ,0(z0, z0)〉 =
〈
ψ̃Ω(z0, z0)ψ

∗
Ω(z0, z0)

〉
= 1 +

〈
|Rz0(Ω)|2

〉
,ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (5.28). Ñëåäî-âàòåëüíî, äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè íà ãðàíèöå ñðåäû èìååì

〈I(t, z, z0)〉 = Ifree(t, z, z0) + I�u(t, z, z0),
I�u(t, z, z0) =

k

2 (2π)2

∞∫

0

dΩ

2Ω∫

−2Ω

dω√

Ω2 − ω2

4

e−iωtβ(Ω, ω)

∞∫

0

u du

u+ 2
e−β(Ω,ω)u,ãäå ïàðàìåòð β(Ω, ω) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (5.29). Èíòåãðèðîâàíèå ïî ω è u äàåòâûðàæåíèå (γ → 0)

I�u(t, z, z0) =
k3/2D0

2
√

2π

∞∫

0

dΩ

Ω3/2



2 +D0

√
k

2Ω
t




2 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t → ∞, ïîëó÷àåì

I�u(t, z, z0) = Ifree(t, z, z0) =
k

2πt
,ò. å. ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ óäâàèâàåòñÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åíîäíîìåðíîé çàäà÷å.

5.2. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â ñëîèñòîé ñëó÷àéíîé ñðåäå 875.2.3. Îáùèé ñëó÷àéÄëÿ îïèñàíèÿ çàäà÷è î òî÷å÷íîì èñòî÷íèêå â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå ðàñ-ñìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé, à èìåííî �óíêöèþ G(2)(x, z, z0) (5.24).�àçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà òðè ÷àñòè:
(−∞,−k/2), (−k/2, 0) è (0,+∞).Âêëàä ïåðâîé îáëàñòè â �óíêöèþ �ðèíà ∼ ψ−k/2(z0, z0)/kx èç-çà çàòóõàþùåé ýêñ-ïîíåíòû ïðè x→ ∞. Ýòî äàåò ÷ëåí

〈
I
(2)
1 (x)

〉
∼ D0

(kx)2 kγâ âûðàæåíèè äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè.×òîáû îöåíèòü âêëàä âòîðîé îáëàñòè, îáðàòèìñÿ ê ìåòîäó, èñïîëüçîâàííîìó äëÿàíàëèçà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî äàåò ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ñðåäíþþèíòåíñèâíîñòü âèäà
〈
I
(2)
2 (x)

〉
∼ D0

k
√
γ

(5.31)äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé x, íî kγx≪ 1.Â òðåòüåé îáëàñòè âîëíîâîå ïîëå ψω(z0, z0) ñîîòâåòñòâóåò âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþ-ùåéñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå, è äàåò âêëàä â ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü

〈
I
(2)
3 (x)

〉
∼ 1

kx
.Îòìåòèì, ÷òî ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè íå äàþò ñòåïåí-íîé çàâèñèìîñòè ïî γ â çíàìåíàòåëÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé.Êîìáèíèðóÿ âñå ïîëó÷åííûå ÷ëåíû, âèäèì, ÷òî ïðè óñëîâèè

γ3/4 ≪ kξ ≪ 1÷ëåí 〈I(2)
2 (x)

〉 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â âûðàæåíèè äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè.Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò:

〈
I
(3)
1 (x)

〉
∼ D0k

(kR)4 γ
,

〈
I
(3)
2 (x)

〉
∼ D0

R
√
γ
,

〈
I
(3)
3 (x)

〉
∼ 1

(kR)2ïðè R → ∞, γkR ≪ 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ γ5/6 ≪ kγR �óíêöèÿ 〈I(3)
2 (x)

〉 âíî-ñèò îïðåäåëÿþùèé âêëàä â ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷å÷íîãîèñòî÷íèêà z = z0, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðè÷åñêîé âîëíå.Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãîíà îòðàæàþùåé ãðàíèöå.Åñëè èñòî÷íèê ðàñïîëîæåí íà ãðàíèöå ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà,ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëîì

〈I(x, z, z0)〉 = Ifree(x, z, z0)1 + 2D0x

1∫

0

ds[
D0x+ 2s

√
1 − s2

]



 .Íàñ èíòåðåñóþò äâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåæèìà: D0x ≪ 1, íî kx ≫ 1 è D0x ≫ 1.Â ïåðâîì ñëó÷àå

〈I(x, z, z0)〉 = 2Ifree(x, z, z0).



88 �ëàâà 5. Ìíîãîìåðíûå âîëíîâûå çàäà÷è â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõÝòîò ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííîìó äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,è ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ðåæèìå ðàññåÿíèå íà áîëüøèå óãëû íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿíà ñòàòèñòèêó.Â ñëó÷àå æå D0x≫ 1 ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

〈I(x, z, z0)〉 = Ifree(x, z, z0)(1 +
2

D0x

)è ðàññåÿíèå íà áîëüøèå óãëû ñóùåñòâåííî â �îðìèðîâàíèè ñòàòèñòèêè. Îíî ïðîÿâ-ëÿåòñÿ â ïîÿâëåíèè äîïîëíèòåëüíîãî îñëàáëÿþùåãî ìíîæèòåëÿ ïðè èíòåíñèâíîñòèâ ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è â òðåõìåðíîì ñëó-÷àå.Ìû âèäåëè ðàíåå, ÷òî ïðèíöèïèàëüíîé îñîáåííîñòüþ îäíîìåðíîé çàäà÷è î ïëîñêèõâîëíàõ â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ìàëîãî, íî êîíå÷-íîãî ïîãëîùåíèÿ âîëíû â ñðåäå (ïàðàìåòð γ). Ñòàòèñòèêà âîëíîâîãî ïîëÿ �îðìèðóåò-ñÿ èíòåð�åðåíöèåé ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæåííûõ âîëí â ñëó÷àéíîé ñðåäå è ïðèâîäèòê ñèíãóëÿðíîé çàâèñèìîñòè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè 〈I〉 îò ïàðàìåòðà γ, íàïðèìåð,

〈I〉 ∼ 1/γ äëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.Â ìíîãîìåðíûõ ñëîèñòûõ çàäà÷àõ ïðîñòðàíñòâåííàÿ äè�ðàêöèÿ äåéñòâóåò ïîäîá-íî ý��åêòó çàòóõàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîë-íîâîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïî ïà-ðàìåòðó γ. Ìîæíî áûëî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòè äè�ðàêöèîííûå ý��åêòû ñíèìóò ñèíãó-ëÿðíóþ çàâèñèìîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îò ïàðàìåòðà γ è ÷òî â ìíîãîìåð-íûõ çàäà÷àõ âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä γ → 0. Îäíàêî ýòè íàäåæäû íå îïðàâäà-ëèñü. Äè�ðàêöèîííûå ý��åêòû óìåíüøàþò ñòåïåíü ñèíãóëÿðíîñòè, íî íå ëèêâèäèðó-þò åå. Òàêèì îáðàçîì, ïîãëîùåíèå âîëí â ñðåäå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì �àêòîðîìâ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ î âîëíàõ â ñëîèñòûõ ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñóùåñòâîâàíèå ðÿäà ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â òðåõìåðíûõ ñëîèñòûõ ñëó-÷àéíûõ ñðåäàõ [23, 70, 71, 104℄.

�ë à â à 6ÄÂÓÕÑËÎÉÍÀß ÌÎÄÅËÜ Ñ�ÅÄÛ6.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷×àñòî èññëåäîâàòåëè ñòàëêèâàþòñÿ ñ ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèåé, êîãäà îäíè òèïûâîëí ìîãóò ïîðîæäàòü äðóãèå áëàãîäàðÿ çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è îò ïðîñòðàí-ñòâåííûõ êîîðäèíàò. Â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü òàêóþ çàäà÷ó, ðàç-áèâàÿ ñðåäó â êàêîì-òî íàïðàâëåíèè íà ñëîè, õàðàêòåðèçóåìûå äèñêðåòíûì íàáîðîìíåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå ïàðàìåòðû â ýòèõ ñëîÿõ ìåíÿþòñÿíåïðåðûâíûì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè îïèñàíèå êðóïíîìàñøòàá-íûõ è íèçêî÷àñòîòíûõ äâèæåíèé â àòìîñ�åðå è îêåàíå Çåìëè (íàïðèìåð, âîëí �îññ-áè). Ýòè äâèæåíèÿ ìîæíî îïèñûâàòü â ðàìêàõ êâàçèãåîñòðî�è÷åñêîé ìîäåëè, â êîòî-ðîé àòìîñ�åðà è îêåàí ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òîíêèå ìíîãîñëîéíûå ïëåíêè, õàðàêòå-ðèçóåìûå ïî âåðòèêàëè òîëùèíàìè ñëîåâ è çíà÷åíèÿìè ïëîòíîñòè â íèõ [69℄. Â òî æåâðåìÿ äðóãèå ïàðàìåòðû âíóòðè ñëîåâ ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì. È âîçìîæ-íûì èñòî÷íèêîì ëîêàëèçàöèè âîëí �îññáè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûåèçìåíåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé òîïîãðà�èè äíà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðîñòåé-øàÿ îäíîñëîéíàÿ ìîäåëü, ýêâèâàëåíòíàÿ îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà, îïè-ñûâàåò áàðîòðîïíûå äâèæåíèÿ ñðåäû, à äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü (ðèñ. 6.1) ó÷èòûâàåò óæåáàðîêëèííûå ý��åêòû [21, 113℄.Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí â äâóõñëîéíîé ñðå-äå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé [20℄

d2

dx2
ψ1(x) + k2ψ1(x) − α1F (ψ1(x) − ψ2(x)) = 0,

d2

dx2
ψ2(x) + k2 [1 + ε(x)]ψ2(x) + α2F (ψ1(x) − ψ2(x)) = 0,

(6.1)ãäå ïàðàìåòðû α1 = 1/H1, α2 = 1/H2 (H1, H2 � òîëùèíû âåðõíåãî è íèæíåãî ñëî-åâ), F õàðàêòåðèçóåò âçàèìîäåéñòâèå âîëí, à �óíêöèÿ ε(x) îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîñòèñðåäû â íèæíåì ñëîå. Ñ÷èòàåì, êàê è ðàíåå, ÷òî �óíêöèÿ ε(x) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêîâ îáëàñòè (L0, L) è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèåé. Êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé (6.1) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è óñëîâèå íåïðåðûâ-íîñòè âîëíîâûõ ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè L0 è L.Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð F , õàðàêòåðèçóþùèé ïàðàìåòðèçàöèþ ñðåäû ïî âåðòèêà-ëè, â ñèñòåìå óðàâíåíèé (6.1) ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ãîðèçîíòàëüíûé ìàñøòàá, îòâåòñòâåí-íûé çà ãåíåðàöèþ äîïîëíèòåëüíîé âîëíû. Õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí (è, â ÷àñò-íîñòè, çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ αi îò òîëùèíû ñëîåâ) â ñèñòåìå (6.1) ñîîòâåòñòâóåò çà-äà÷àì ãåî�èçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè. Äëÿ çàäà÷ äðóãîãî òèïà ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóòèçìåíèòüñÿ, ÷òî íåñóùåñòâåííî. Ïðèíöèïèàëüíî âàæíî ëèøü òî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèåìåæäó âîëíàìè ëèíåéíî.Ïåðåõîä ê îäíîñëîéíîé ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè F = 0, ψ1 = 0, è ñîîòâåò-ñòâóþùåå âîëíîâîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (1.1) íà ñòð. 7.Ïåðåõîä ê îäíîñëîéíîé çàäà÷å ìîæíî òàêæå îñóùåñòâèòü è ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì89
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H1

H2

H0

xL

ε(x)

L0�èñ. 6.1. Äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü ñðåäû

H1 → 0, ïðè ýòîì ψ1 = ψ2. Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû

L0 → −∞ (ïåðåõîä ê ïîëóïðîñòðàíñòâó) è Hi → 0 â ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷å íåïåðå-ñòàíîâî÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå òîëùèíû ñëîåâ Hi äîëæíû áûòü êîíå÷íûìè, õîòü è ñêîëüóãîäíî ìàëûìè.�àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîé çàäà÷è, ñëåäóÿ ðàáîòå [20℄.�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ �óíêöèè �ðèíà:

d2

dx2
ψ1(x, x0) + k2ψ1(x, x0) − α1F (ψ1(x, x0) − ψ2(x, x0)) = −v1δ(x− x0),

d2

dx2
ψ2(x, x0)+k2 [1 + ε(x)]ψ2(x, x0)+α2F (ψ1(x, x0) − ψ2(x, x0)) = −v2δ(x−x0), (6.2)ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å î âîçáóæäåíèè âîëí â âåðõíåì è íèæíåì ñëîÿõ ñîîòâåòñòâåí-íî. Ââîäÿ âåêòîðíîå îáîçíà÷åíèå

ψ(x, x0) = {ψ1(x, x0), ψ2(x, x0)}, v = {v1, v2},ìîæíî ïåðåïèñàòü ñèñòåìó (6.2) â âåêòîðíîé �îðìå:

[
d2

dx2
+A2 + k2ε(x)Γ

]
ψ(x, x0) = −vδ(x− x0), (6.3)ãäå ìàòðèöû

A2 =

(
k2 − α1F α1F

α2F k2 − α2F

)
, Γ =

(
0 0

0 1

) (6.4)è ââåäåíû ïàðàìåòð λ2 =

[
1 − (α1 + α2)

F

k2

], îïèñûâàþùèé ìîäó, êîòîðóþ áóäåì íà-çûâàòü λ-âîëíîé (ñ÷èòàåì, ÷òî λ2 > 0), è ïàðàìåòðû, îïèñûâàþùèå îòíîñèòåëüíûåòîëùèíû ñëîåâ:

α̃1 =
α1

α1 + α2
=
H2

H0
, α̃2 =

α2

α1 + α2
=
H1

H0
, α̃1 + α̃2 = 1.Â òàêîé �îðìå çàïèñè óðàâíåíèå (6.3) ïîäîáíî óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà (1.1) íà ñ. 7,ãäå ìàòðèöà A îïèñûâàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, à âåëè÷èíà

ε(x)Γ îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû.�àññìîòðèì ìàòðèöó Ψ, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì
[
d2

dx2
+A2 + k2ε(x)Γ

]
Ψ(x, x0) = −Eδ(x− x0), (6.5)

6.1. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ 91÷åðåç êîòîðóþ âåêòîð-�óíêöèÿ ψ(x, x0) îïðåäåëÿåòñÿ, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó
ψ(x, x0) = Ψ(x, x0)v =

[
ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

](
v1

v2

)
=

(
v1ψ11 + v2ψ12

v1ψ21 + v2ψ22

)
. (6.6)Êàê ñëåäñòâèå, êîìïîíåíòû ìàòðèöû {ψ11, ψ21} è {ψ12, ψ22} îïèñûâàþò âîëíû, ãå-íåðèðóåìûå èñòî÷íèêàìè {v1, 0}, {0,v2} â âåðõíåì è íèæíåì ñëîÿõ ñîîòâåòñòâåííî.Êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ (6.5) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ

(
d

dx
− iA

)
Ψ(x, x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0,

(
d

dx
+ iA

)
Ψ(x, x0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0, (6.7)ãäå ìàòðèöà

A = k




α̃2 + λα̃1 (1 − λ)α̃1

(1 − λ)α̃2 α̃1 + λα̃2


 .Äàëåå åùå áîëüøå óïðîñòèì çàäà÷ó, à èìåííî: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñòî÷íèê ïëîñ-êèõ âîëí ðàñïîëîæåí íà ãðàíèöå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé x0 = L.Â ýòîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ óñëîâèå íà ñêà÷îê âîëíîâîãî ïîëÿ â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿèñòî÷íèêà x0, ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

[
d2

dx2
+A2 + k2ε(x)Γ

]
Ψ(x,L) = 0,

(
d

dx
− iA

)
Ψ(x,L)

∣∣∣∣
x=L

= E,

(
d

dx
+ iA

)
Ψ(x,L)

∣∣∣∣
x=L0

= 0.

(6.8)Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü óïðîùåíî äèàãîíàëèçàöèåé ìàòðèöû A (6.4) ñ ïî-ìîùüþ ìàòðèöû
K =

[
1 −1

α̃2 α̃1

]
, K−1 =

[
α̃1 1

−α̃2 1

]
.Ïðåîáðàçîâàííûå ìàòðèöû A è Γ ïðåâðàùàþòñÿ â

B = Ã = k

[
λ 0

0 1

]
; Γ̃ = KΓK−1 =

[
α̃2 −1

−α̃1α̃2 α̃1

]
,è ìû ïîëó÷àåì íîâóþ ñèñòåìó äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû Ψ:

Ψ → U(x,L) = −2iK Ψ(x,L)K−1B, (6.9)â âèäå

[
d2

dx2
+B2 + k2ε(x)Γ̃

]
U(x,L) = 0,

(
d

dx
− iB

)
U(x,L) |x=L = −2iB,

(
d

dx
+ iB

)
U(x,L) |x=L0 = 0.

(6.10)Êðàåâàÿ çàäà÷à (6.10) îïèñûâàåò ïàäåíèå íà ñðåäó k- è λ-âîëí ñ åäèíè÷íûìè àì-ïëèòóäàìè. Ïðè÷åì ïàäàþùàÿ λ-âîëíà U11 ãåíåðèðóåò k-âîëíó U21, à ïàäàþùàÿ k-âîëíà U22 ãåíåðèðóåò λ-âîëíó U12.



92 �ëàâà 6. Äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü ñðåäûÈç ñèñòåìû (6.10) ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà ãåíåðèðóåìîé k-âîëíû U21 ïðîïîðöèî-íàëüíà ïàðàìåòðó

δ = λα̃1α̃2 =
λH1H2

H2
0

.Â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð δ < λ/4. Îäíàêî ïîñêîëüêó îáû÷íî â ìîäåëÿõ, îïèñû-âàþùèõ ðåàëüíûå ñðåäû, α̃1α̃2 ≪ 1 (òàê, íàïðèìåð, äëÿ àòìîñ�åðû ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî H2 ≪ H1, èëè α̃1 ≪ 1, α̃2
∼= 1, à äëÿ îêåàíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H1 ≪ H2,èëè α̃1

∼= 1, α̃2 ≪ 1), â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïîÿâëÿåòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð δ. Äëÿìîäåëåé ñðåäû, ãäå H2/H1
∼= 1, ïàðàìåòð δ ≪ 1 ïðè λ≪ 2.Ââåäåì òåïåðü ìàòðèöû R(L) = U(L,L) − E è T (L) = U(L0, L). Òîãäà Rij, Tijáóäóò êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïàäàþùèõ (i = j)è âîçáóæäåííûõ (i 6= j) λ- è k-âîëí ñîîòâåòñòâåííî.Èç ñèñòåìû (6.10) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî-õðàíåíèþ ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè λ- è k-âîëí:

α̃1α̃2

[
U∗

11(x)
d

dx
U11(x) − U11(x)

d

dx
U∗

11(x)

]
+

+ U∗
21(x)

d

dx
U21(x) − U21(x)

d

dx
U∗

21(x) = const,

α̃1α̃2

[
U∗

12(x)
d

dx
U12(x) − U12(x)

d

dx
U∗

12(x)

]
+

+ U∗
22(x)

d

dx
U22(x) − U22(x)

d

dx
U∗

22(x) = const.Â òåðìèíàõ êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ îíè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ðà-âåíñòâ

δ
[
1 − |R11|2 − |T11|2

]
= |R21|2 + |T21|2 ,

1 − |R22|2 − |T22|2 = δ
[
|R12|2 + |T12|2

]
.

(6.11)Åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëíàÿ ëîêàëèçàöèÿ âîëí â îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòåé ñðå-äû (L0, L), òî âñå êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ Tij äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðèóâåëè÷åíèè åå ðàçìåðà.�àâåíñòâà (6.11) îïðåäåëÿþò ñâÿçü êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ ñ êîý��èöèåíòà-ìè îòðàæåíèÿ, êîòîðûå, íà îñíîâå ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ, ìîæíî îïèñàòü çàìêíóòîé ñè-ñòåìîé óðàâíåíèé. Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò çàäà÷è ñ êðàåâûìè óñëî-âèÿìè äëÿ ìàòðè÷íîé �óíêöèè U(x,L) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ìàòðè÷íûõ �óíêöèé
U(x,L) è U(L,L) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî ïàðàìåòðó L (â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ
x ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð)(ñì. çàìå÷àíèå À.5. íà ñ. 112 ïðèëîæåíèÿ À):

∂

∂L
U(x,L) = iU(x,L)B +

i

2
k2ε(L)U(x,L)B−1Γ̃U(L,L),

U(x,L)|L=x = U(x, x),

d

dL
U(L,L) = −2iB + i [U(L,L)B +BU(L,L)] +

i

2
k2ε(L)U(L,L)B−1Γ̃U(L,L),

U(L,L)
∣∣∣
L=L0

= E. (6.12)
6.2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç 93Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû R(L) = U(L,L) − E ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè:

d

dL
R(L) = i [R(L)B +BR(L)] +

i

2
k2ε(L) [E +R(L)]B−1Γ̃ [E +R(L)] ,

R(L)|L=L0
= 0. (6.13)�àñïèñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êîìïîíåíò Rij , ëåãêî âèäåòü,÷òî èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë

R21 = δR12.Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ R11, R12 è R22.6.2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèçÏåðåéäåì òåïåðü ê ñòàòèñòè÷åñêîìó àíàëèçó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Ââåäåì èíòåíñèâíîñòè âñåõ îòðàæåííûõ âîëí,Wij(L) = |Rij(L)|2, è èíäèêàòîðíóþ�óíêöèþ
ϕL (W11,W22,W12) = δ (W11(L) −W11) δ (W22(L) −W22) δ (W12(L) −W12) ,óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó-÷àéíàÿ �óíêöèÿ ε(x) � îäíîðîäíûé ãàóññîâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèìçíà÷åíèåì è êîððåëÿöèîííîé, à òàêæå ñïåêòðàëüíîé �óíêöèÿìè

Bε̃(ξ) =
〈
ε̃(x)ε̃(x′)

〉
, Φε̃(q) =

∞∫

−∞
dξBε̃(ξ)e

iqξ , ξ = x− x′, (6.14)ãäå
ε̃(L) =

k

2λ
ε(L).Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ �óíêöèè ϕL (W11,W22,W12) ïî àíñàìáëþ ðå-àëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε(L), â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëó÷èòüóðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé

P (L,W11,W22,W12) = 〈ϕL (W11,W22,W12)〉âèäà
∂

∂L
P (L,W11,W22,W12) =

{
∂

∂W11
[−D1(1 −W11)

2 − 4δ2D4W12 +

+ 2δ(D3 +D4)W11 − δ2D2W
2
12 − 4δ2D3W11W12] +

∂

∂W22
[−D2(1 −W22)

2 −

− 4δ2D4W12 + 2δ(D3 +D4)W22 − δ2D1W
2
12 − 4δ2D3W22W12] +

+
∂

∂W12
[
(
D1(1 −W11) +D2(1 −W22) + 2δ(D3 + 2D4) − δ2D3W12

)
W12 −

−D3(1 +W11W22) −D4(W11 +W22)] +
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+
∂2

∂W 2
11

W11

[
D1(1 −W11)

2 + 4δ2D4W12 + 4δ2D3W11W12 + δ2D2W
2
12

]
+

+
∂2

∂W 2
22

W22

[
D2(1 −W22)

2 + 4δ2D4W12 + 4δ2D3W22W12 + δ2D1W
2
12

]
+

+
∂2

∂W 2
12

W12[W12(D1W11 +D2W22 + δ2D3W12 − 2δD3) +D3(1 +W11W22) +

+D4(W11 +W22)] + 8δ2D3
∂2

∂W11∂W22
W22W11W12 −

− 2
∂2

∂W11∂W12
W11W12

[
D1(1 −W11) + 2δ(D3 +D4) − 2δ2D2W12

]
−

− 2
∂2

∂W22∂W12
W22W12[D2(1 −W22) + 2δ(D3 +D4) − 2δ2D2W12]

}
×

× P (L,W11,W22,W12), (6.15)ãäå ââåäåíû êîý��èöèåíòû äè��óçèè

D1 = 2α̃2
2

∞∫

0

dξBε̃(ξ) cos(2λkξ), D2 = 2(λα̃1)
2

∞∫

0

dξBε̃(ξ) cos(2kξ),

D3 = 2

∞∫

0

dξBε̃(ξ) cos [k(1 + λ)ξ] , D4 = 2

∞∫

0

dξBε̃(ξ) cos [k(1 − λ)ξ] ,êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ε̃(x),ñîãëàñíî (6.14), â âèäå

D1 =

(
k

2λ

H1

H0

)2

Φε̃(2λk), D2 =

(
k

2

H2

H0

)2

Φε̃(2k),

D3 =

(
k

2λ

)2

Φε̃(k(1 + λ)), D4 =

(
k

2λ

)2

Φε̃(k(1 − λ)).

(6.16)Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (6.15) èñïîëüçîâàëîñü òàêæå äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíåíèå ïîáûñòðîìåíÿþùèìñÿ �óíêöèÿì (÷òî ìîæíî äåëàòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé kλ≫ Di).Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî ïðè óñëîâèè Dl0 ≪ 1.Äëÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû (kl0 ≪ 1) âñå êîý��èöèåíòû äè�-�óçèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäèí � D, à èìåííî:
D1 =

(
1

λ

H1

H0

)2

D, D2 =

(
H2

H0

)2

D, D3 = D4 =
1

λ2
D, (6.17)ãäå

D =
k2

4
Φε̃(0). (6.18)Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îäíîñëîéíîé ìîäåëè ñðåäû êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ RLîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èêêàòè (1.11) íà ñ. 11, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèåÔîêêåðà�Ïëàíêà (2.6) íà ñ. 18 (ïðè îòñóòñòâèè çàòóõàíèÿ)

∂

∂L
P (L,W ) = D

{
− ∂

∂W
(1 −W )2 +

∂2

∂W 2
W (1 −W )2

}
P (L,W ) (6.19)

6.2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç 95ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè äëÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ �ëóêòóàöèé íåîäíîðîäíîñòåé ñðå-äû (6.18).Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, â ðàññìàòðèâàåìîé äâóõñëîéíîé çàäà÷å ñóùåñòâóåò ïàðà-ìåòð δ, ìàëîñòü êîòîðîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà. Ïðåíåáðåãàåìâ óðàâíåíèè äëÿ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé (6.15) ñëàãàåìûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî δ,ò. å. ý��åêòàìè âòîðè÷íîãî ïåðåèçëó÷åíèÿ âîëí. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíû W11è W22 ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû è èõ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé P (L,W11) è P (L,W22)îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂

∂L
P (L,W11) =

{
∂

∂W11

[
−D1(1 −W11)

2 + 2δ(D3 +D4)W11

]
+

+ D1
∂2

∂W 2
11

(1 −W11)
2W11

}
P (L,W11),

∂

∂L
P (L,W22) =

{
∂

∂W22

[
−D2(1 −W22)

2 + 2δ(D3 +D4)W22

]
+

+ D2
∂2

∂W 2
22

(1 −W22)
2W22

}
P (L,W22), (6.20)êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèÿ (6.19) äëÿ îäíîñëîéíîé ìîäåëè íàëè÷èåì ÷ëåíà

2δ(D3 +D4)
∂

∂W
[WP (L,W )] .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ ãåíåðàöèè λ- èëè k-âîëíû ïàäàþùåé k- èëè λ-âîëíîé ñòà-òèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí âêëþ÷åíèþ ¾çàòóõàíèÿ¿ â èñõîäíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ çàäà-÷ó äëÿ ïàäàþùèõ âîëí U11, U22 (ò. å. çàìåíå â óðàâíåíèÿõ äëÿ ýòèõ âîëí ε(x) →

ε(x) + iδ(D3 +D4)). Ïðè ýòîì äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà (L0 → −∞) ñóùåñòâóþò ¾ñòàöè-îíàðíûå¿ (íå çàâèñÿùèå îò L) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6.20) âèäà (2.28) íà ñ. 25:

P (W11) =
2γ1

(1 −W11)2
exp

{
− 2γ1W11

1 −W11

}
, P (W22) =

2γ2

(1 −W22)2
exp

{
− 2γ2W22

1 −W22

}
,(6.21)ãäå ïàðàìåòðû

γ1 = δ
D3 +D4

D1
, γ2 = δ

D3 +D4

D2

(6.22)îïðåäåëÿþò îòíîñèòåëüíóþ ðîëü òàêîãî ¾çàòóõàíèÿ¿ (ò. å. ãåíåðàöèè âòîðè÷íûõ âîëí)ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïîñðåäñòâåííîé äè��óçèåé ýòèõ âîëí (ò. å. ìíîãîêðàòíûì ïåðåîò-ðàæåíèåì ýòèõ âîëí íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû). Äëÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ íåîäíîðîä-íîñòåé ñðåäû ïàðàìåòðû ¾çàòóõàíèÿ¿

γ1 = 2λ
H2

H1
, γ2 =

2

λ

H1

H2

(6.23)îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî îòíîñèòåëüíûìè òîëùèíàìè ñëîåâ (äëÿ �èêñèðîâàííîé äëèíû

λ-âîëíû) è íå çàâèñÿò îò ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîñòåé. Ïðè ýòîìèìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γ1γ2 = 4, ò. å. ìàëîñòü îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ γ ïî ñðàâíåíèþñ åäèíèöåé îçíà÷àåò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ äðóãîãî ïàðàìåòðà.�àñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (6.21) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê-òåðèñòèêè êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ äëÿ ïàäàþùèõ âîëí. Â ÷àñòíîñòè, ïðè γi ≪ 1èìååì

〈W11〉 ≈ 1 − 2γ1 ln(1/γ1), 〈W22〉 ≈ 1 − 2γ2 ln(1/γ2). (6.24)



96 �ëàâà 6. Äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü ñðåäûÂ îáðàòíûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ γi ≫ 1 ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî

〈W11〉 ≈
1

2γ1
, 〈W22〉 ≈

1

2γ2
. (6.25)Èç ñêàçàííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáëàñòè (L0, L) (èëè ïðå-äåëüíîãî ñëó÷àÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà L0 → −∞) âåëè÷èíû |T11|2 è |T22|2 ðàâíû íóëþñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, ò. å. ïàäàþùèå λ- è k-âîëíû ëîêàëèçîâàíû, è èõ ëîêàëè-çàöèîííûå äëèíû îïðåäåëÿþòñÿ ëèáî êîý��èöèåíòàìè äè��óçèè, åñëè äè��óçèÿäåéñòâóåò ñóùåñòâåííî ñèëüíåå, ÷åì ¾çàòóõàíèå¿, ëèáî ¾çàòóõàíèåì¿ � â ïðîòèâîïî-ëîæíîì ñëó÷àå. Òàê, åñëè γ1 ≪ 1 (γ2 ≫ 1), òî

l
(1)lo =

1

D1
=

(
λH0

H1

)2

llo, l
(2)lo =

1

2δ(D3 +D4)
=

λH0

4H1H2
llo,ãäå llo = 1/D � ëîêàëèçàöèîííàÿ äëèíà â îäíîñëîéíîé çàäà÷å. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿîáðàòíîãî íåðàâåíñòâà γ2 ≪ 1 (γ1 ≫ 1) èìååì

l
(1)lo =

1

2δ(D3 +D4)
=

λH0

4H1H2
llo, l

(2)lo =
1

D2
=

(
H0

H2

)2

llo.Íàõîæäåíèå ñòàòèñòèêè W12 � ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à, òàê êàê îíàîáóñëîâëåíà êîððåëÿöèåé W12 ñ W11, W22.×òîáû îöåíèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ âîçáóæäàåìûõ âîëí,âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (6.11), êîòîðûå çàïèøåì â âèäå

1 − 〈W11〉 − δ 〈W12〉 = δ
〈
|T̃21|2

〉
,

1 − 〈W22〉 − δ 〈W12〉 = δ
〈
|T21|2

〉
.

(6.26)Èç óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà (6.15) âèäíî, ÷òî äëÿ êîìáèíàöèé
T1 = 1 −W11 − δW12 è T2 = 1 −W22 − δW12,îïðåäåëÿþùèõ êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ âîçáóæäàåìûõ âîëí, äëÿ ïîëóïðîñòðàí-ñòâà, â îòëè÷èå îò îäíîñëîéíîé ñðåäû, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ âèäà P (Ti) = δ(Ti)îòñóòñòâóþò. Ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ëîêàëèçàöèè äëÿ ãåíåðèðóåìûõ âîëí [20℄.Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (6.15) ñèììåòðè÷íî ïî èíäåêñàì 1 è 2, ñðåäíåå çíà÷åíèå

〈W12〉 òàêæå äîëæíî áûòü ñèììåòðè÷íî ïî ýòèì èíäåêñàì è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ òî÷-íîñòüþ äî ñèììåòðè÷íûõ ÷àñòåé ïîðÿäîê âåëè÷èí 〈|Tij |2〉, ïî êðàéíåé ìåðå, äîëæåíîïðåäåëÿòüñÿ ïîðÿäêîì íåñèììåòðè÷íûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (6.24).Òàê, äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ γ1 ≪ 1 (γ2 ≫ 1) ðàâåíñòâà (6.26), â ñèëó (6.24)è (6.25), ïðèíèìàþò âèä

2γ1 ln (1/γ1) = δ 〈W12〉 + δ

〈∣∣∣T̃21

∣∣∣
2
〉
,

1 − 1

2γ2
= δ 〈W12〉 + δ

〈
|T12|2

〉
,ò. å. 〈∣∣∣T̃21

∣∣∣
2
〉

∼ 2

δ
γ1 ln (1/γ1) ,

〈
|T12|2

〉
∼ 1

δ
. (6.27)

6.2. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç 97Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ γ2 ≪ 1(γ1 ≫ 1) ïîëó÷àåì îöåíêó

〈∣∣∣T̃21

∣∣∣
2
〉

∼ 1

δ
,
〈
|T12|2

〉
∼ 2

δ
γ2 ln (1/γ2) . (6.28)Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îá èñòî÷íèêàõ, ðàñïîëîæåííûõâ âåðõíåì è íèæíåì ñëîÿõ ñðåäû (íà ãðàíèöå îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé

x0 = L), íàõîäèì, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ äëÿ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ èñòî÷íè-êàìè êàê â âåðõíåì, òàê è íèæíåì ñëîÿõ ñðåäû, îòëè÷íû îò íóëÿ âî âñåé ñðåäå, ò. å.ëîêàëèçàöèÿ âîëí íå îñóùåñòâëÿåòñÿ. Êîíêðåòíûå æå èõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàêîòíîøåíèåì òîëùèí ñëîåâ, òàê è ïàðàìåòðîì λ.Çàìå÷àíèå 6.1. Ëîêàëèçàöèÿ âîëí �îññáè ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíîé öèëèíäðè÷åñêîéòîïîãðà�èè ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòèÍåîäíîðîäíîñòè �îðìû äíà, òàê æå êàê è β-ý��åêò, èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàñïðî-ñòðàíåíèè êðóïíîìàñøòàáíûõ íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé â àòìîñ�åðå Çåìëè è îêåàíå (âîë-íû �îññáè). Âëèÿíèå òîïîãðà�èè íà ðàñïðîñòðàíåíèå òàêèõ âîëí çàâèñèò, â îñíîâíîì, îòñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíîé âîëíû l è ãîðèçîíòàëüíûì ìàñøòàáîì òîïîãðà�è÷åñêèõ íåîäíî-ðîäíîñòåé lh [136℄. Â ïðàêòè÷åñêè âàæíîì ñëó÷àå l ≫ lh òàêèå íåîäíîðîäíîñòè òîïîãðà�èèìîãóò ïîääåðæèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå êðóïíîìàñøòàáíûõ âîëí äàæå â îòñóòñòâèå β-ý��åêòà,÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ëàáîðàòîðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ãåíåðàöèè è ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ âîëí �îññáè [34,106℄.Èìååòñÿ ìíîãî èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ íåîäíîðîäíîñòè òîïîãðà�èè ðàññìàòðèâàëèñü íàêëàññàõ ïåðèîäè÷åñêèõ èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, à òàêæå ñóïåðïîçèöèè �óðüå-ìîä(äëÿ äâóõñëîéíîé ìîäåëè ñðåäû, ñì., íàïðèìåð, [72℄). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íåîäíîðîäíîñòèòîïîãðà�èè â âûñøåé ñòåïåíè íåðåãóëÿðíû è, ïî ñóòè äåëà, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîí-êðåòíûå ðåàëèçàöèè áîëüøîãî àíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ñ çàäàííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè õà-ðàêòåðèñòèêàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà òàêèõ äâèæåíèé, è, â ÷àñòíîñòè,ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí �îññáè â îòñóòñòâèå çîíàëüíîãî ïîòîêà, àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ è ïîëåé [109, 138, 144℄, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Îäíà-êî ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðåàëüíîñòè îòñóòñòâóåò àíñàìáëü è èññëåäîâàòåëè èìåþò äåëî âñå-òàêèñ îòäåëüíûìè ðåàëèçàöèÿìè, îêîí÷àòåëüíûå âûâîäû íåîáõîäèìî �îðìóëèðîâàòü â âèäå, ïðè-ãîäíîì äëÿ àíàëèçà ðåàëüíûõ ñèòóàöèé.Êðóïíîìàñøòàáíûå íèçêî÷àñòîòíûå äâèæåíèÿ â äâóõñëîéíîé ñðåäå (àòìîñ�åðå, îêåàíå)ïåðåìåííîé ãëóáèíû â ðàìêàõ êâàçèãåîñòðî�è÷åñêîé ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ ëèíåàðèçèðîâàí-íûìè óðàâíåíèÿìè (6.1) íà ñ. 89, êîòîðûå äëÿ �óíêöèé ψ1(x, y), ψ2(x, y) âèäà

ψ1(x, y) = ψ1(y)e
−i(ωt+κx), ψ2(x, y) = ψ2(y)e

−i(ωt+κx),ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íà çàïàä âîëíå, ïðè κ > 0, ω > 0 ïðèíèìàþò âèäñèñòåìû óðàâíåíèé (6.1) ñ ïàðàìåòðàìè

k2 = κ

(
β

ω
− κ

)
, ε(y) =

κf0
H2ωk2

d

dy
h(y).Âåëè÷èíà k2 (ïðè óñëîâèè k2 > 0) ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòó y-êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðàðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ áàðîòðîïíîé ìîäû âîëíû �îññáè ñ �èêñèðîâàííûìè κ è ω. Îñîáåííî-ñòüþ òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ñèñòåìó âõîäèò íå ñàìà òîïîãðà�èÿ, à åå ïðîñòðàí-ñòâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàòû ïðèâåäåííîãî âûøå àíàëèçà âîëí â äâóõñëîéíîé ñðåäå ïîçâî-ëÿþò èçó÷èòü è çàäà÷ó î ëîêàëèçàöèÿ âîëí �îññáè ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíîé öèëèíäðè÷åñêîéòîïîãðà�èè ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè [21,113℄. �
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Ïðèëîæåíèå ÀÌÅÒÎÄ ÏÎ��ÓÆÅÍÈß Â Ê�ÀÅÂÛÕ ÂÎËÍÎÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÂÑËÎÈÑÒÛÕ Ñ�ÅÄÀÕ (ÄÅÒÅ�ÌÈÍÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ)À.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿÎáùóþ èäåþ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ ìîæíî, ñëåäóÿ ðàáîòå [99℄, ïðîèëëþñòðèðîâàòüíà ïðèìåðå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

d

dt
x(t) = F (t,x(t)) , (À.1)îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå t ∈ [0, T ] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

gx(0) + hx(T ) = v, (À.2)ãäå g è h ïîñòîÿííûå ìàòðèöû.Äëÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è (À.1), (À.2) íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè-÷èííîñòè, ò. å. ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t �óíêöèîíàëüíî çàâèñèòîò âíåøíèõ ñèë F (τ,x(τ)) äëÿ âñåõ 0 ≤ τ ≤ T . Áîëåå òîãî, äàæå êðàåâûå çíà÷å-íèÿ x(0), x(T ) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèîíàëàìè ïîëÿ F (τ,x(τ)). Îòñóòñòâèå äèíàìè÷åñêîéïðè÷èííîñòè â (À.1), (À.2) íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü èçâåñòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäûäëÿ àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (À.1), åñëè F (t,x) �ñëó÷àéíîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îå ïîëå. Åñëè ââåñòè îäíîâðåìåíí�óþ ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (À.1) P (t,x), òî â ñèëó óñëîâèÿ (À.2) îíà íåáóäåò îïðåäåëåíà íè â îäíîé òî÷êå. Êðàåâîå óñëîâèå íàëàãàåò íà íåå òîëüêî îïðåäå-ëåííîå �óíêöèîíàëüíîå îãðàíè÷åíèå.Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (À.1), (À.2) ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò T è v, ò. å.
x(t) = x(t, T,v). Ââåäåì �óíêöèè

R(T,v) = x(T, T,v), S(T,v) = x(0, T,v),îïèñûâàþùèå êðàåâûå çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (À.1).Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü óðàâíåíèå (À.1) ïî T è v. Ïîëó÷àåì äâà ëèíåéíûõóðàâíåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ:
d

dt

∂xi(t, T,v)

∂T
=
∂Fi(t,x)

∂xl

∂xl(t, T,v)

∂T
,

d

dt

∂xi(t, T,v)

∂vk
=
∂Fi(t,x)

∂xl

∂xl(t, T,v)

∂vk
.

(À.3)Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òîèõ ðåøåíèÿ ñâÿçàíû ëèíåéíûì ðàâåíñòâîì
∂xi(t, T,v)

∂T
= λk(T,v)

∂xi(t, T,v)

∂vk
, (À.4)100

À.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿ 101åñëè âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà λ(T,v) òàêîâà, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (À.2) è ðå-øåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííîå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ λ(T,v) ïîëîæèì ñïåðâà â (À.4) t = 0è óìíîæèì íà ìàòðèöó g; ïîëîæèì çàòåì t = T è óìíîæèì íà ìàòðèöó h; ñëîæèìïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà. Ñ ó÷åòîì (À.2) ïîëó÷àåì
g
∂x(0, T,v)

∂T
+ h

∂x(t, T,v)

∂T

∣∣∣∣
t=T

= λ(T,v).Ââèäó òîãî ÷òî (ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (À.1))
∂x(t, T,v)

∂T

∣∣∣∣
t=T

=
∂x(T, T,v)

∂T
− ∂x(t, T,v)

∂t

∣∣∣∣
t=T

=
∂R(T,v)

∂T
− F (T,R(T,v)) ,äëÿ âåëè÷èíû λ(T,v) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

λ(T,v) = −hF (T,R(T,v)) . (À.5)�àâåíñòâî (À.4) ñ ïàðàìåòðîì λ(T,v), îïðåäåëåííûì ñîãëàñíî (À.5), ò. å.

∂xi(t, T,v)

∂T
= −hklFl (T,R(T,v))

∂xi(t, T,v)

∂vk
, (À.6)ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, åñëè äîïîëíèòüåãî ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t, T,v)
∣∣∣
T=t

= R(t,v)è ñ÷èòàòü �óíêöèþ R(T,v) èçâåñòíîé.Óðàâíåíèå äëÿ íåå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

∂R(T,v)

∂T
=
∂x(t, T,v)

∂t

∣∣∣∣
t=T

+
∂x(t, T,v)

∂T

∣∣∣∣
t=T

. (À.7)Ïðàâàÿ ÷àñòü (À.7) îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè (À.1) è (À.4) ïðè t = T . Â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷àåì çàìêíóòîå íåëèíåéíîå (êâàçèëèíåéíîå) óðàâíåíèå

∂R(T,v)

∂T
= −hklFl (T,R(T,v))

∂R(T,v)

∂vk
+ F (T,R(T,v)) . (À.8)Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ (À.8) âûòåêàåò èç (À.2) ïðè T → 0:

R(T,v)
∣∣∣
T=0

= (g + h)−1v. (À.9)Ïîëàãàÿ òåïåðü â (À.3) t = 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ âòîðîé êðàåâîé âåëè÷èíû

S(T,v) = x(0, T,v) âèäà

∂S(T,v)

∂T
= −hklFl (T,R(T,v))

∂S(T,v)

∂vk

(À.10)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, âûòåêàþùèì èç (À.9):

S(T,v)
∣∣∣
T=0

= (g + h)−1v.



102 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÒàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à ñâåëàñü ê êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (À.8) ñ íà÷àëü-íûì óñëîâèåì (À.9) è ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (À.4), íà÷àëüíîå óñëîâèå è êîý��èöè-åíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (À.8).Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ¾âõîä¿ 0 è ¾âûõîä¿ T ñèììåòðè÷íû. Ïîýòîìó ê ðå-øåíèþ êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî ïîäõîäèòü íå òîëüêî ñî ñòîðîíû T → 0, íî è íàîáîðîò,ñî ñòîðîíû 0 → T . Ïðè ýòîì �óíêöèè R(T,v) è S(T,v) êàê áû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: óðàâíåíèå (À.4) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûìâ ñèëó òîãî, ÷òî ýòî, ïî ñóòè äåëà, óðàâíåíèå äëÿ âàðèàöèé, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî èñ-õîäíàÿ çàäà÷à (À.1) íåëèíåéíàÿ. Çà íåëèíåéíîñòü çàäà÷è îòâå÷àåò óðàâíåíèå (À.8).Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä âûâîäà óðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äëÿóðàâíåíèÿ (À.1) ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà êðàåâîå óñëîâèå [99℄

g (x(0)) + h (x(T )) +

T∫

0

dτK (τ,x(τ)) = v,ãäå g (x), h (x) è K (T ,x) � ïðîèçâîëüíûå çàäàííûå âåêòîðíûå �óíêöèè.Åñëè �óíêöèÿ F (t,x) ëèíåéíà ïî x, ò. å. Fi (t,x) = Aij(t)xj(t), òî êðàåâàÿ çàäà-÷à (À.1), (À.2)

d

dt
x(t) = A (t)x(t), gx(0) + hx(T ) = vóïðîùàåòñÿ è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (À.4), (À.8) è (À.10) òàêæå áóäóò ëèíåéíûìè �óíê-öèÿìè ïî v:

x(t, T,v) = X(t, T )v. (À.11)Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê çàìêíóòîìó ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ �èêêàòè äëÿ ìàòðèöû
R(T ) = X(T, T ):

d

dT
R(T ) = A(T )R(T ) −R(T )hA(T )R(T ), R(0) = (g + h)−1. (À.12)Äëÿ ìàòðèöû æå X(t, T ) ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëî-âèåì

∂

∂T
X(t, T ) = −X(t, T )hA(T )R(T ), X(t, T )

∣∣∣
T=t

= R(t). (À.13)Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðîâ ïîãðóæåíèÿ, êàê è âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèéìåòîäà ïîãðóæåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå, íååäèíñòâåí. Òåì íå ìåíåå âñå òàêèå óðàâíå-íèÿ, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íûé âèä è ñòðóêòóðó, ýêâèâàëåíòíû èñõîäíîé êðàåâîé çàäà-÷å. È êîíêðåòíûé âûáîð ïàðàìåòðà ïîãðóæåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ìåòîäàîïðåäåëÿåòñÿ óäîáñòâîì äëÿ êîíêðåòíûõ èññëåäîâàíèé.�àññìîòðèì òåïåðü ðàçëè÷íûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è, ïîëó÷èì äëÿ íèõ è ïðî-àíàëèçèðóåì óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷èÍåïîñðåäñòâåííûé èíòåðåñ äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò ëèíåéíûåâîëíîâûå çàäà÷è, îïèñûâàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, è èõ îáîáùåíèÿ êàê íà ìíîãîìåðíûé, òàê è íàíåëèíåéíûé ñëó÷àè. Â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè ÿâëÿ-þòñÿ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà, îïèñûâàþùåå ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû íàñëîé ñðåäû, è óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà, îïèñûâàþùååïðîöåññ ãåíåðàöèè ïëîñêèõ âîëí òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì.

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 103À.2.1. Îäíîìåðíûå ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷èÓðàâíåíèå �åëüìãîëüöà ñ íåñîãëàñîâàííîé. ãðàíèöåé�àññìîòðèì îäíîìåðíóþ êðàåâóþ ñòàöèîíàðíóþ âîëíîâóþ çàäà÷ó
(
d2

dx2
+ k2(x)

)
u(x) = 0,

(
d

dx
+ ik1

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik0,

(À.14)îïèñûâàþùóþ ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû u(x) = e−ik0(x−L) èç îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàí-ñòâà x > L ñ âîëíîâûì ïàðàìåòðîì k0 6= k(L) íà ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû L0 < x < L.Ïîëóïðîñòðàíñòâî x < L0 òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì, îïèñûâàåìûì âîëíî-âûì ïàðàìåòðîì k1. Îòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (À.14) îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííóþñòðóêòóðó ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, ïðîïîðöèîíàëüíîé e−iωt, â íåîäíîðîäíîé ñðåäåè ïðè ýòîì k(x) = ω/c(x), ãäå c(x) � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñðåäå.Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ k2(x) â âèäå
k2(x) = k2

0 [1 + ε(x)] ,ãäå �óíêöèÿ ε(x) îïèñûâàåò íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû (ò. å. íåîäíîðîäíîñòü ñêîðîñòè ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñðåäå, íåîäíîðîäíîñòü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ èëè íåîäíîðîä-íîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè). Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ ε(x) � êîìïëåêñíàÿ�óíêöèÿ ε(x) = ε1(x)+iγ, ãäå ïàðàìåòð γ îïèñûâàåò ïîãëîùåíèå âîëíû â ñðåäå. Òîãäàêðàåâàÿ çàäà÷à (À.14) çàïèøåòñÿ â âèäå
(
d2

dx2
+ k2

0 [1 + ε(x)]

)
u(x) = 0,

(
d

dx
+ ik1

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik0.

(À.15)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ãðàíèöû x = L îòðàæåíèå âîëíû îñóùåñòâëÿåòñÿ íåòîëüêî èç-çà íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû âíóòðè ñëîÿ, íî òàêæå è èç-çà ðàçðûâà �óíê-öèè k(x) íà ýòîé ãðàíèöå. Ïîýòîìó êðàåâóþ çàäà÷ó (À.14) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åéñ íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé x = L.Çíà÷åíèÿ ïîëÿ íà ãðàíèöàõ ñëîÿ îïðåäåëÿþò êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ âîëíû îòñëîÿ ñðåäû RL = u(L) − 1 è êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âîëíû TL = u(L0).Çàìå÷àíèå À.1. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû�àññìîòðèì ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (À.14) äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû, êîãäà k(x) ≡
k = const . �àññìîòðèì äâóõñëîéíûé (k1 = k) è òðåõñëîéíûé (k1 6= k) ñëó÷àè. Äëÿ äâóõñëîé-íîé çàäà÷è ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.14), î÷åâèäíî, èìååò âèä u(x) = (1 +R0) e

−ik(x−L), ãäåêîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

R0 =
k0 − k

k0 + k
. (À.16)Äëÿ òðåõñëîéíîé çàäà÷è ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.14) èìååò âèä

u(x) = (1 +R0)
exp (ik(L− x)) +R1 exp (−ik(L− x) + 2ik(L− L0))

1 +R0R1 exp (2ik(L− L0))
, (À.17)
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R1 =
k − k1

k + k1
. (À.18)Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëå íà ãðàíèöå ñëîÿ è êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ îïèñûâà-þòñÿ âûðàæåíèÿìè

u(L) = 1 +RL = (1 +R0)
1 +R1 exp (2ik(L− L0))

1 +R0R1 exp (2ik(L− L0))
,

TL = (1 +R0) (1 +R1)
exp (ik(L− L0))

1 +R0R1 exp (2ik(L− L0))
.

(À.19)

�Ïåðåïèøåì òåïåðü êðàåâóþ çàäà÷ó (À.15) äëÿ �óíêöèé u(x) = u(x,L) è v(x,L) =
∂

∂x
u(x,L) â âèäå êðàåâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

d

dx
u(x,L) = v(x,L),

d

dx
v(x,L) = −k2

0 [1+ε(x)] u(x,L),

v(L0, L) + ik1u(L0, L) = 0, v(L,L) − ik0u(L,L) = −2ik0,

(À.20)ãäå ìû âêëþ÷èëè ïàðàìåòð L â êà÷åñòâå íîâîé ïåðåìåííîé, ñëåäóÿ èäåîëîãèè ìåòîäàïîãðóæåíèÿ.Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè êðàòêî ïîâòîðèì âûâîä óðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿäëÿ çàäà÷è (À.20). �àññìàòðèâàÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà L, äëÿïðîèçâîäíûõ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

d

dx

∂u(x,L)

∂L
=
∂v(x,L)

∂L
,

d

dx

∂v(x,L)

∂L
= −k2

0 [1+ε(x)]
∂u(x,L)

∂L
,

∂v(L0, L)

∂L
+ ik1

∂u(L0, L)

∂L
= 0,

∂v(x,L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

−ik0
∂u(x,L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

= −∂v(x,L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ik0
∂u(x,L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

=

= 2k2
0 + k2

0ε(L)u(L,L). (À.21)Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü êðàåâóþ çàäà÷ó (À.21) ñ êðàåâîé çàäà÷åé (À.20), ïîëó÷àåì óðàâ-íåíèÿ ïîãðóæåíèÿ â âèäå

∂

∂L
u(x,L) = ik0

{
1 +

1

2
ε(L)u(L,L)

}
u(x,L), u(x,L)|L=x = u(x, x),

∂

∂L
v(x,L) = ik0

{
1 +

1

2
ε(L)u(L,L)

}
v(x,L),

v(x,L)L=x = −ik0 [2 − u(x, x)] ,

(À.22)è, ñëåäîâàòåëüíî,
v(x,L) =

∂

∂x
u(x,L) = −ik0

2 − u(x, x)

u(x, x)
u(x,L). (À.23)
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d

dL
u(L,L) =

∂u(x,L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

+
∂u(x,L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

,è ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (À.20) è (À.22) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �èêêàòè
d

dL
u(L,L) = 2ik0 [u(L,L) − 1] + i

k0

2
ε(L)u2(L,L), (À.24)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u(L,L)
∣∣∣
L=L0

=
2k0

k0 + k1
.Ââîäÿ òåïåðü êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ RL = u(L,L) − 1, óðàâíåíèÿ (À.22), (À.24)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂L
u(x,L) = ik0

{
1 +

1

2
ε(L) (1 +RL)

}
u(x,L), u(x,L)

∣∣∣
L=x

= 1 +Rx,

d

dL
RL = 2ik0RL + i

k0

2
ε(L) (1+RL)2 , RL0 =

k0 − k1

k0 + k1
,

(À.25)à ðàâåíñòâî (À.23) ïåðåõîäèò â �îðìóëó
(
∂

∂x
+ ik0

1 −Rx
1 +Rx

)
u(x,L) = 0,îáîáùàþùóþ êðàåâûå óñëîâèÿ â (À.15) íà ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x âíóòðè ñëîÿ.Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå â (À.25) äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ñîîòâåò-ñòâóåò ðåøåíèþ äâóõñëîéíîé çàäà÷è (ñì. çàìå÷àíèå À.1. íà ñ. 103).Âîëíîâîé ïàðàìåòð k1 â êðàåâîé çàäà÷å (À.15) è, ñëåäîâàòåëüíî, â óðàâíåíèÿõ (À.25)îïèñûâàåò îòðàæàþùèå ñâîéñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâà x < L0. Åñëè k1 = k0, òî íà÷àëü-íîå óñëîâèå ê óðàâíåíèþ �èêêàòè (À.24) áóäåò RL0 = 0 è ãðàíèöó x = L0 áóäåìíàçûâàòü ñâîáîäíî ïðîïóñêàþùåé ãðàíèöåé. Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïî k1 ïîçâîëÿþòîïèñûâàòü ñëó÷àé îòðàæàþùèõ ãðàíèö. Òàê, ñëó÷àþ k1 → 0 ñîîòâåòñòâóåò îòðàæàþ-ùàÿ ãðàíèöà x = L0, íà êîòîðîé d

dx
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0, è â ýòîì ñëó÷àå RL0 = 1. Äðóãîìóïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ k1 → ∞ ñîîòâåòñòâóåò îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà x = L0, íà êîòîðîé

u(x)|x=L0
= 0, è â ýòîì ñëó÷àå RL0 = −1.Îòìåòèì, ÷òî, çíàÿ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ RLîò �óíêöèè ε(x), ìîæíî îïðåäåëèòü è ñàìó ñòðóêòóðó âîëíîâîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ δRL

δε(x)

óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

d

dL

δRL
δε(x)

= 2ik0
δRL
δε(x)

+ ik0ε(L) (1+RL)
δRL
δε(x)

,

δRL
δε(x)

∣∣∣∣
L=x

= i
k0

2
(1+Rx)

2 ,è, ñëåäîâàòåëüíî,

δRL
δε(x)

= i
k0

2
u2(x,L).
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(
d2

dx2
+ k2

0 [1 + ε(x)]

)
G(x, x0) = 2ik0δ(x− x0),

(
d

dx
+ ik1

)
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0.

(À.26)Êîý��èöèåíò 2ik0 ïðè äåëüòà-�óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (À.26) íàïèñàí äëÿ òîãî, ÷òîáûïðè ïîëîæåíèè èñòî÷íèêà íà ãðàíèöå x0 = L ðåøåíèå çàäà÷è (À.26) ïåðåõîäèëî áûâ ðåøåíèå çàäà÷è (À.15), ò. å.

G(x,L) = u(x,L).Â ñàìîì äåëå, �óíêöèÿ G(x, x0) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x, à åå ïðîèçâîäíàÿ ïî xèìååò ñêà÷îê â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà:

d

dx
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=x0+0

− d

dx
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=x0−0

= 2ik0.Ïîëàãàÿ òåïåðü â (À.26) x0 = L è èñïîëüçóÿ óñëîâèå ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé, ìû ïðèõîäèìê êðàåâîé çàäà÷å (À.15).Ïåðåïèøåì êðàåâóþ çàäà÷ó (À.26) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íîé ñèñòå-ìå (À.20):

d

dx
G(x, x0, L) = V (x, x0, L),

d

dx
V (x, x0, L) = −k2

0 [1+ε(x)]G(x, x0, L) + 2ik0δ(x− x0),

V (L0, x0, L) + ik1G(L0, x0, L) = 0, V (L, x0, L) − ik0G(L, x0, L) = 0.

(À.27)Â (À.27) ìû âêëþ÷èëè çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (À.26) îò ïàðàìåòðà L.Ïðîäè��åðåíöèðóåì ñèñòåìó (À.27) ïî L. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåìêðàåâóþ çàäà÷ó

d

dx

∂G(x, x0, L)

∂L
=
∂V (x, x0, L)

∂L
,

d

dx

∂V (x, x0, L)

∂L
= −k2

0 [1+ε(x)]
∂G(x, x0, L)

∂L
,

∂V (L0, x0, L)

∂L
+ ik1

∂G(L0, x0, L)

∂L
= 0,

∂V (x, x0, L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

−ik0
∂G(x, x0, L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

=

= −∂V (x, x0, L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ik0
∂G(x, x0, L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

= k2
0ε(L)G(L, x0, L),ñîïîñòàâëåíèå êîòîðîé ñ êðàåâîé ñ çàäà÷åé (À.20) äàåò ðàâåíñòâî

∂

∂L
G(x, x0, L) = i

k0

2
ε(L)G(L, x0, L)u(x,L), (À.28)

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 107êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ïîãðóæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé L, åñëè äî-ïîëíèòü åãî íà÷àëüíûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè
G(x, x0, L)

∣∣∣
L=max{x,x0}

=





G(x, x0, x), x ≥ x0,

G(x, x0, x0), x ≤ x0.

(À.29)Â óðàâíåíèå (À.28) è â íà÷àëüíîå óñëîâèå (À.29) âõîäèò íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíê-öèÿ G(L, x0, L). Äëÿ íåå èìååì ðàâåíñòâî
∂

∂L
G(L, x0, L) =

∂

∂x
G(x, x0, L)

∣∣∣∣
x=L

+
∂

∂L
G(x, x0, L)

∣∣∣∣
x=L

,êîòîðîå ñ ó÷åòîì (À.27) è (À.28) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ïîãðóæåíèÿ
∂

∂L
G(L, x0, L) = ik0

{
1 +

1

2
ε(L)u(L,L)

}
G(L, x0, L), (À.30)íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ êîòîðîãî, î÷åâèäíî, áóäåò óñëîâèå

G(L, x0, L)|L=x0 = G(x0, x0, x0) = u(x0, x0).Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü óðàâíåíèå (À.30) ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì èç (À.24), âèäèì, ÷òî

G(L, x0, L) = G(x0, L, L) = u(x0, L). (À.31)�àâåíñòâî (À.31) âûðàæàåò òåîðåìó âçàèìíîñòè äëÿ íàøåé çàäà÷è.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà Gα(x, x0), ðàñïîëîæåííîãî â ñëîåíåîäíîðîäíîé ñðåäû è îïèñûâàåìîãî êðàåâîé çàäà÷åé (À.26)

(
d2

dx2
+ k2

0 [1 + ε(x)]

)
Gα(x, x0) = 2ik0δ(x − x0),

(
d

dx
+ iαk0

)
Gα(x, x0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
Gα(x, x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0,

(À.32)ãäå α = k1/k0, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîãðóæåíèÿ:

∂

∂L
Gα(x, x0, L) = i

k0

2
ε(L)uα(x0, L)uα(x,L),

Gα(x, x0, L)
∣∣∣
L=max{x,x0}

=





uα(x0, x), x ≥ x0,

G(x, x0), x ≤ x0,

∂

∂L
uα(x,L) = ik0

{
1 +

1

2
ε(L)uα(L,L)

}
uα(x,L), uα(x,L)|L=x = uα(x, x),

d

dL
uα(L,L) = 2ik0 [uα(L,L)−1] + i

k0

2
ε(L)u2

α(L,L), uα(L,L)|L=L0 =
2

1 + α
.Çäåñü ìû èíäåêñîì α îáîçíà÷èëè çàâèñèìîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ îò êðàåâîãî óñëîâèÿ íàãðàíèöå x = L0.Çàìå÷àíèå À.2. Ó÷åò ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå x = L
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à á

k1

k1k1

k1

k2

k2

k(x)

k(x)k(x)

k(x)

k(L′)

L′L′

k(L)

L0

L0L0

L0

�èñ. À.1. Êðàåâûå ñòàöèîíàðíûå âîëíîâûå çàäà÷è î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû. (à) �íåñîãëàñîâàííàÿ ãðàíèöà x = L; (á ) � ñîãëàñîâàííàÿ ãðàíèöà x = LÇíàÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.32) èëè óðàâíåíèé ïîãðóæåíèÿ (À.33), ëåãêî íàïèñàòüðåøåíèå è äëÿ äðóãèõ êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷, îòëè÷àþùèõñÿ îò çàäà÷è (À.32) çíà÷åíèåìâîëíîâîãî ïàðàìåòðà â ñâîáîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå x > L. �àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

(
d2

dx2
+ k2

0 [1 + ε(x)]

)
G(x, x0) = 2ik0δ(x − x0),

(
d

dx
+ iαk0

)
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik2

)
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0.

(À.33)Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è (À.33) â âèäå

G(x, x0) = Gα(x, x0) +A(x0, L)uα(x, L), (À.34)ãäåGα(x, x0) è uα(x, x0) � ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (À.32), (À.14) ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå îïè-ñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïîãðóæåíèÿ (À.33), à âåëè÷èíà A(x0, L) íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ (À.34) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ è êðàåâîìóóñëîâèþ íà ãðàíèöå x = L0 (À.33). Ôóíêöèÿ (À.34), î÷åâèäíî, áóäåò òàêæå óäîâëåòâîðÿòüêðàåâîìó óñëîâèþ íà ãðàíèöå x = L, åñëè âåëè÷èíó A(x0, L) çàïèñàòü â âèäå
A(x0, L) =

1

G− uα(L,L)
uα(x0, L),ãäå ïîñòîÿííàÿ

G =
2

1 − k2/k0
, èëè k2 =

G− 2

G
k0. (À.35)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.33) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

G(x, x0) = Gα(x, x0) + G̃(x, x0), (À.36)ãäå �óíêöèÿ

G̃(x, x0) =
1

G− uα(L,L)
uα(x0, L)uα(x, L). (À.37)Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñ íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé x = L (À.33) ìåòîäîì ïîãðóæåíèÿñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ âîëíîâîãî ÷èñëà k2 â îáëàñòè x > L äëÿ ëþáîãî ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû L(ñì. ðèñ. À.1, à).

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 109Åñëè èñòî÷íèê âîëí íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå x = L, ò. å. x0 = L, òî èç (À.36), (À.37) ïîëó÷àåì,÷òî

G(x, L) =
G

G− uα(L,L)
uα(x, L) è G(L,L) =

Guα(L,L)

G− uα(L,L)
.Äëÿ çàäà÷è (À.33) âëèÿíèå ãðàíèö x = L0 è x = L ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì.Âëèÿíèå ãðàíèöû x = L0 ñóùåñòâåííî äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè

uα(L,L). Âëèÿíèå æå ãðàíèöû x = L íåïîñðåäñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà ñòðóêòóðå �óíêöèè
G̃(x, x0).Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïî k2 ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è ñ êîí-êðåòíûìè îòðàæàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ãðàíèöû x = L. Òàê, äëÿ ñâîáîäíî ïðîïóñêàþùåéãðàíèöû x = L âåëè÷èíà k2 = k0 è ïîñòîÿííàÿ G = ∞, à �óíêöèÿ G̃(x, x0) = 0. Ñëó÷àé

k2 → 0 ñîîòâåòñòâóåò îòðàæàòåëüíîé ãðàíèöå x = L ñ êðàåâûì óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþïðîèçâîäíîé ïîëÿ íà ýòîé ãðàíèöå: ∂

∂x
G(x, x0)

∣∣∣∣
x=L

= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿííàÿ G = 2è �îðìóëà (À.36) ïðèíèìàåò âèä
G(x, x0) = Gα(x, x0) +

1

2 − uα(L,L)
uα(x0, L)uα(x, L).Åñëè èñòî÷íèê âîëí íàõîäèòñÿ íà ýòîé ãðàíèöå, ò. å. x0 = L, òî

G(x, L) =
2

2−uα(L,L)
uα(x, L) =

2

1 −RL
uα(x, L). (À.38)Ñëó÷àé k2 → ∞ òàêæå ñîîòâåòñòâóåò îòðàæàòåëüíîé ãðàíèöå x = L, íî ñ êðàåâûì óñëîâèåìðàâåíñòâà íóëþ ñàìîãî ïîëÿ íà ýòîé ãðàíèöå: G(L, x0) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿííàÿ G = 0è �îðìóëà (À.36) ïðèíèìàåò âèä

G(x, x0) = Gα(x, x0) −
1

uα(L,L)
uα(x0, L)uα(x, L). �Çàìå÷àíèå À.3. Íàêëîííîå ïàäåíèå âîëíûÂûøå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíû íà ñëîé ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîéñðåäû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è ñëó÷àé íàêëîííîãî ïàäåíèÿ âîëí íà ãðà-íèöó x = L. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ òðåõìåðíûì óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà, êîòîðîåçàïèøåì â âèäå {

∂2

∂x2
+ ∆R + k2

0 [1+ε(x)]

}
U(x,R) = 0, (À.39)ãäå ÷åðåç R = {y, z} îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè x. Ñ÷èòàåì,÷òî íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû, êàê è ðàíåå, çàíèìàþò ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà L0 < x < L. Äëÿïðîñòîòû òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíå ñëîÿ ñðåäû �óíêöèÿ ε(x) = 0, ò. å. âîëíîâûå ÷èñëàâ ñâîáîäíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ x > L è x < L0 ðàâíû k0. Ïóñòü òåïåðü íà ñëîé íåîäíîðîäíîéñðåäû èç îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà x > L ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäîéïîä óãëîì θ (ðèñ. À.2):

U0(x,R) = exp

(
i
√
k2
0 − q2(L − x) + iqR

)
= eip(L−x)+iqR,ãäå q = k0 sin θ, à p =

√
k2
0 − q2 = k0 cos θ. Ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíû íà ãðàíèöóñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ θ = 0.Èç-çà íàëè÷èÿ íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû â ïîëóïðîñòðàíñòâå âîçíèêàåò îòðàæåííàÿ âîëíà,ò. å. ïðè x > L âîëíîâîå ïîëå èìååò ñòðóêòóðó

U(x,R) = eip(L−x)+iqR +RLe
ip(x−L)+iqR.
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xLL0

θ
ε(x)

�èñ. À.2. Íàêëîííîå ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû ïîä óãëîì θÂ ïîëóïðîñòðàíñòâå æå x < L0 âîçíèêàåò ïðîõîäÿùàÿ âîëíà âèäà

U(x,R) = TLe
−ip(x−L0)+iqR.Êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ (À.39) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ è íîð-ìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîëÿ (â äàííîì ñëó÷àå ïî x) íà ãðàíèöàõ ñëîÿ. Âíóòðè ñëîÿ âîëíîâîåïîëå èìååò ñòðóêòóðó U(x,R) = u(x)eiqR, ãäå �óíêöèÿ u(x) îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åéäëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà:

(
d2

dx2
+ P 2(x)

)
u(x) = 0,

(
d

dx
+ ip

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ip

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ip.

(À.40)Çäåñü �óíêöèÿ

P 2(x) = p2

[
1 +

k2

p2
ε(x)

]
= p2

[
1 +

1

cos2 θ
ε(x)

]
.Êðàåâàÿ çàäà÷à (À.40) ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ êðàåâîé çàäà÷åé (À.14). Ñëå-äîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü åå ðåøåíèå êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà L, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿïîãðóæåíèÿ âèäà (À.33), êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå çàïèøóòñÿ â âèäå

∂

∂L
u(x, L) = ik

{
cos θ +

1

2 cos θ
ε(L) (1+RL)

}
u(x, L),

u(x, L)|L=x = 1 +Rx,

d

dL
RL = 2ik(cos θ)RL +

ik

2 cos θ
ε(L) (1+RL)

2
, RL0

= 0.

(À.41)
�Çàìå÷àíèå À.4. Ìåòîä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿÏðè âûâîäå óðàâíåíèé ïîãðóæåíèÿ ìû èñïîëüçîâàëè çàïèñü êðàåâûõ çàäà÷ â âèäå êðàå-âûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî ïðîùå ïîëó÷èòü ýòèóðàâíåíèÿ èç çàïèñè èñõîäíîé çàäà÷è â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Â ýòîì ñëó÷àå íå ïðèõîäèòñÿ äè��åðåíöèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ ïî ïàðàìåòðó ïîãðóæåíèÿ.Òàê, íàïðèìåð, êðàåâîé çàäà÷å (À.30) ïðè α = 1 ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

G(x, x0) = eik0|x−x0| + i
k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε(ξ)G(ξ, x0), (À.42)à êðàåâîé çàäà÷å (À.14) ïðè k1 = k0 ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
u(x, L) = eik0(L−x) + i

k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε(ξ)u(ξ, L), (À.43)
À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 111ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì (À.42) ïðè x0 = L (ò. å. u(x, L) = G(x, L)).Óðàâíåíèå (À.42) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàêæå â âèäå

G(x, x0) = eik0|x−x0| + i
k0

2

L∫

L0

dξ G(x, ξ)ε(ξ)eik0|ξ−x0|. (À.44)Ïîìåíÿåì ìåñòàìè òî÷êè x è x0 â (À.44). Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
G(x0, x) = eik0|x−x0| + i

k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε(ξ)G(x0, ξ),ñîïîñòàâëåíèå êîòîðîãî ñ óðàâíåíèåì (À.42) ïðèâîäèò ê òåîðåìå âçàèìíîñòè
G(x, x0) = G(x0, x). (À.45)Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (À.42) ïî ïàðàìåòðó L; ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè �óíêöèè

G(x, x0) ≡ G(x, x0, L) îò ïàðàìåòðà L ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
∂

∂L
G(x, x0, L) = i

k

2
eik0(L−x)ε(L)G(L, x0, L) + i

k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε(ξ)
∂

∂L
G(ξ, x0, L),ðåøåíèå êîòîðîãî, î÷åâèäíî, ñâÿçàíî ñ �óíêöèåé u(x, L) ðàâåíñòâîì

∂

∂L
G(x, x0, L) = i

k0

2
ε(L)G(L, x0, L)u(x, L),êîòîðîå ñ ó÷åòîì òåîðåìû âçàèìíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂L
G(x, x0, L) = i

k0

2
ε(L)u(x0, L)u(x, L),ñîâïàäàþùåì ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ (À.31).Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü óðàâíåíèå (À.43) ïî ïàðàìåòðó L. Äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂

∂L
u(x, L)ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

∂

∂L
u(x, L) = a(L)eik0(L−x) + i

k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε(ξ)
∂

∂L
u(ξ, L),ãäå a(L) = ik0

{
1 +

1

2
ε(L)u(L,L)

}, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

∂

∂L
u(x, L) = ik0

{
1 +

1

2
ε(L)u(L,L)

}
u(x, L),ñîâïàäàþùåìó ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ (À.31).Äëÿ �óíêöèè u(L,L) èìååì

u(L,L) = 1 + i
k0

2

L∫

L0

dξ eik0(L−ξ)ε(ξ)u(ξ, L),è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîäíîé d

dL
u(L,L) ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

d

dL
u(L,L)− i

k0

2
ε(L)u(L,L) = ik0

{
2 +

1

2
ε(L)u(L,L)

}
[u(L,L)− 1] =

= −ik0

2
ε(L)u(L,L) + 2ik0 [u(L,L)− 1] + i

k0

2
ε(L)u2(L,L),ïðèâîäÿùóþ ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ � óðàâíåíèþ �èêêàòè â (À.31). �



112 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÇàìå÷àíèå À.5. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå �åëüìãîëüöàÏðè àíàëèçå ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âîëíîâûõ çàäà÷ âîçíèêàþò â ðÿäå ñëó÷àåâ êðàåâûåçàäà÷è, îïèñûâàåìûå êàê ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê è, âîîáùå ãîâîðÿ,ñèñòåìîé óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè âèäà

(
d2

dx2
+ γ(x)

d

dx
+K(x)

)
U(x) = 0,

(
d

dx
+B

)
U(x)

∣∣∣∣
x=L

= D,

(
d

dx
+ C

)
U(x)

∣∣∣∣
x=0

= 0,

(À.46)ãäå γ(x), K(x) è U(x) � ïåðåìåííûå, à B, C è D � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû. Èñïîëüçóÿ âûâîäóðàâíåíèé ïîãðóæåíèÿ, àíàëîãè÷íûé ïðèâåäåííîìó âûøå, êðàåâóþ çàäà÷ó (À.46) ìîæíî ïå-ðå�îðìóëèðîâàòü â âèäå çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è íåïîñðåäñòâåííî, íå ïðèâîäÿ ïðèýòîì çàäà÷ó (À.46) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà [20,21, 113℄. Â ñàìîì äåëå, ðåøåíèåêðàåâîé çàäà÷è (À.46) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà L, ò. å. U(x) = U(x, L), è, ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî(À.46) ìîæíî íàïèñàòü êðàåâóþ çàäà÷ó

(
d2

dx2
+ γ(x)

d

dx
+K(x)

)
U(x, L) = 0,

(
d

dx
+B

)
U(x, L)

∣∣∣∣
x=L

= D,

(
d

dx
+ C

)
U(x, L)

∣∣∣∣
x=0

= 0.

(À.47)Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (À.47) äëÿ ìàòðèöû U(x, L) ïî ïàðàìåòðó L, ïîëó÷àåì óðàâ-íåíèå (
d2

dx2
+ γ(x)

d

dx
+K(x)

)
∂

∂L
U(x, L) = 0. (À.48)Óðàâíåíèå (À.48) ñîâïàäåò ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì (À.47), è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïèñàòüðàâåíñòâî

∂

∂L
U(x, L) = U(x, L)Λ(L). (À.49)Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïî ïàðàìåòðó L, åñëèäîïîëíèòü åãî íà÷àëüíûì óñëîâèåì

U(x, L)
∣∣∣
L=x

= U(x, x).Ìàòðèöà Λ(L) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïðè x = L. Äåéñòâóÿíà (À.49) îïåðàòîðîì ( d

dx
+B

), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(
d

dx
+B

)
∂

∂L
U(x, L) =

∂

∂L

(
d

dx
+B

)
U(x, L) =

(
d

dx
+B

)
U(x, L)Λ(L). (À.50)Ïîëîæèì òåïåðü x = L. Â ðåçóëüòàòå ïðàâàÿ ÷àñòü (À.50), â ñèëó êðàåâîãî óñëîâèÿ (À.47),ïðåâðàùàåòñÿ â DΛ(L), à äëÿ ëåâîé ÷àñòè (À.50) èìååì

∂

∂L

(
d

dx
+B

)
U(x, L)

∣∣∣∣
x=L

=
∂

∂L

[(
d

dx
+B

)
U(x, L)

∣∣∣∣
x=L

]
− d

dx

(
d

dx
+B

)
U(x, L)

∣∣∣∣
x=L

=

= [γ(L) −B]D +
[
K(L) +B2 − γ(L)B

]
U(L,L).Ñëåäîâàòåëüíî,

Λ(L) = D−1 [γ(L) −B]D +D−1
[
K(L) +B2 − γ(L)B

]
U(L,L). (À.51)
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dU(L,L)

dL
=
∂U(x, L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

+
∂U(x, L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

= D −BU(L,L) + U(L,L)Λ(L),êîòîðîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòðè÷íîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå �èêêàòè
d

dL
U(L,L) = D −

{
BU(L,L) + U(L,L)D−1BD

}
+

+ U(L,L)D−1γ(L)D + U(L,L)D−1
{
K(L) − γ(L)B +B2

}
U(L,L) (À.52)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, âûòåêàþùèì èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (À.47) ïðè L = 0:

U(0, 0) = (B − C)−1D.�àññìîòðåííàÿ ðàíåå êðàåâàÿ çàäà÷à (À.14) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å (À.46) ñ ïàðàìåòðàìè

γ = 0, B = −ik0, C = ik1, D = −2ik0. �Óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà ñ ñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé.Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå, êîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ ñàìèçàâèñÿò îò ïàðàìåòðà L. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà êðàåâóþ çàäà÷ó

(
d2

dx2
+ k2(x)

)
u(x,L) = 0,

(
d

dx
+ ik1

)
u(x,L)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik(L)

)
u(x,L)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik(L),

(À.53)îïèñûâàþùóþ ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû u(x) = e−ik(L)(x−L) èç îäíîðîäíîãî ïîëóïðî-ñòðàíñòâà x > L ñ âîëíîâûì ïàðàìåòðîì k = k(L) íà ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû

L0 < x < L. Â ýòîì ñëó÷àå íåò ñêà÷êà �óíêöèè k(x) íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L äëÿëþáîãî ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû (ðèñ. À.1, á ), è òàêóþ çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åéñ ñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé.Ïåðåïèøåì êðàåâóþ çàäà÷ó (À.53) â âèäå êðàåâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

d

dx
u(x,L) = v(x,L),

d

dx
v(x,L) = −k2(x)u(x,L),

v(L0, L) + ik1u(L0, L) = 0, v(L,L) − ik(L)u(L,L) = −2ik(L).

(À.54)�àññìàòðèâàÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà L, äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîïàðàìåòðó L ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

d

dx

∂u(x,L)

∂L
=
∂v(x,L)

∂L
,

d

dx

∂v(x,L)

∂L
= −k2(x)

∂u(x,L)

∂L
,

∂v(L0, L)

∂L
+ ik1

∂u(L0, L)

∂L
= 0,

∂v(x,L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

− ik(L)
∂u(x,L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

=

= − ∂v(x,L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ ik(L)
∂u(x,L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ ik′(L)u(L,L) − 2ik′(L) =

= 2k2(L) + ik′(L) [u(L,L) − 2] , (À.55)



114 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõãäå k′(L) = dk(L)/dL. Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü êðàåâóþ çàäà÷ó (À.55) ñ êðàåâîé çàäà-÷åé (À.54), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ â âèäå

∂

∂L
u(x,L) =

{
ik(L) +

1

2

k′(L)

k(L)
[2 − u(L,L)]

}
u(x,L),

u(x,L)
∣∣∣
L=x

= u(x, x),

∂

∂L
v(x,L) =

{
ik(L) +

1

2

k′(L)

k(L)
[2 − u(L,L)]

}
v(x,L),

v(x,L)
∣∣∣
L=x

= v(x, x) = −ik(L) [2 − u(x, x)] ,

(À.56)

ñîäåðæàùåì, â îòëè÷èå îò (À.17), ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè k(L). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîìñëó÷àå

v(x,L) =
∂

∂x
u(x,L) = −ik(L)

2 − u(x, x)

u(x, x)
u(x,L). (À.57)Äëÿ �óíêöèÿ u(L,L) èìååì ðàâåíñòâî

d

dL
u(L,L) =

∂u(x,L)

∂x

∣∣∣∣
x=L

+
∂u(x,L)

∂L

∣∣∣∣
x=L

,è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (À.55) è (À.56) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �èêêàòè
d

dL
u(L,L) = 2ik(L) [u(L,L) − 1] +

1

2

k′(L)

k(L)
[2 − u(L,L)] u(L,L),

u(L,L)|L=L0 =
2k(L0)

k(L0) + k1
.

(À.58)Óðàâíåíèÿ (À.56), (À.58) â òåðìèíàõ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è
RL = u(L,L) − 1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂

∂L
u(x,L) =

{
ik(L) +

1

2

k′(L)

k(L)
(1 −RL)

}
u(x,L), u(x,L)

∣∣∣
L=x

= 1 +Rx,

d

dL
RL = 2ik(L)RL +

1

2

k′(L)

k(L)

(
1 −R2

L

)
, RL0 =

k(L0) − k1

k(L0) + k1
. (À.59)Åñëè òåïåðü ââåñòè �óíêöèþ ε(x) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà k2(x) = k2 [1+ε(x)], òî ïðèóñëîâèè |ε(x)| ≪ 1 óðàâíåíèÿ (À.59) óïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò âèä

∂

∂L
u(x,L) =

{
ik(L) +

1

4
ε′(L) (1 −RL)

}
u(x,L), u(x,L)

∣∣∣
L=x

= 1 +Rx,

d

dL
RL = 2ik(L)RL +

1

4
ε′(L)

(
1 −R2

L

)
, RL0 =

k(L0) − k1

k(L0) + k1
, (À.60)ãäå k(L) = k

[
1 +

1

2
ε(L)

].Äëÿ íàêëîííîãî ïàäåíèÿ âîëíû, êàê è â çàìå÷àíèè À.3. íà ñ. 109, âîëíîâîå ïîëåïðåäñòàâèìî â âèäå U(x,R) = u(x)eiqR, ãäå �óíêöèÿ u(x) îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà-÷åé äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî è ãðàíèöà
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x = L0 òàêæå ñîãëàñîâàíà, ò. å. k1 = k(L0)):

(
d2

dx2
+ k2(x) − q2

)
u(x,L) = 0,

(
d

dx
+ i
√
k2(L0) − q2

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− i
√
k2(L) − q2

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2i
√
k2(L) − q2.

(À.61)

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó L áóäóò èìåòü âèä
∂

∂L
u(x,L) =

{
i
√
k2(L) − q2 +

1

2

k(L)k′(L)

k2(L) − q2
[2 − u(L,L)]

}
u(x,L),

u(x,L)
∣∣∣
L=x

= u(x, x),

d

dL
u(L,L) = 2ik

√
k2(L) − q2 [u(L,L) − 1] +

1

2

k(L)k′(L)

k2(L) − q2
[2 − u(L,L)] u(L,L),

u(L,L)
∣∣∣
L=L0

= 1, (À.62)ñîäåðæàùèé, â îòëè÷èå îò (À.41), ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè k(L).Åñëè òåïåðü ââåñòè �óíêöèþ ε(x) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

k2(L) − q2 = k2
0 cos2 θ + k2

0ε(L),ãäå θ � óãîë ïàäåíèÿ âîëíû (ðèñ. À.2), òî ïðè óñëîâèè |ε(L)| ≪ 1 è îòñóòñòâèèçàòóõàíèÿ ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ â âèäå

∂

∂L
u(x,L) =

{
ik0 cos θ +

1

4 cos2 θ
ε′(L) (1 −RL)

}
u(x,L),

u(x,L)|L=x = 1 +Rx,

d

dL
RL = 2ik0 (cos θ)RL +

1

4 cos2 θ
ε′(L)

(
1 −R2

L

)
, RL0 = 0.

(À.63)Ýòè óðàâíåíèÿ íåïðèìåíèìû â îêðåñòíîñòè óãëîâ ïàäåíèÿ π/2 − θ ∼ |ε(L)|.Àêóñòè÷åñêèå è ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû â ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîé ñðåäå.�àññìîòðåííûå âûøå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è îïèñûâàþò ðàçíîîáðàçíûå �èçè-÷åñêèå ïðîöåññû, òàêèå, íàïðèìåð, êàê àêóñòè÷åñêèå âîëíû â ñðåäå ñ ïîñòîÿííîé ïëîò-íîñòüþ è íåêîòîðûå òèïû ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Çäåñü æå ìû ïîëó÷èì îáîáùåíèåíà ñëó÷àé ïåðåìåííîé â ñðåäå ïëîòíîñòè.Îãðàíè÷èìñÿ, äëÿ ïðîñòîòû, àíàëèçîì çàäà÷è î ïëîñêèõ àêóñòè÷åñêèõ âîëíàõâ ñëîèñòîé ñðåäå (íàïðèìåð, îêåàíå èëè àòìîñ�åðå), ñòðàòè�èöèðîâàííîé ïî îñè z(âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíîé ïëîòíîñòüþ ρ(z)è âîëíîâûì ÷èñëîì k2(z) = k2
0 [1 + ε(z)], ãäå �óíêöèÿ ε(z) îïèñûâàåò íåîäíîðîäíî-ñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â ñðåäå. Âíóòðè ñëîÿ ñðåäû ïîëå àêóñòè÷åñêîãîäàâëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (ρ′(z) = dρ(z)/dz):

{
∆r − ρ′(z)

ρ(z)

∂

∂z
+ k2(z)

}
P (z,R) = 0, (À.64)
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H0 < z < H. Äëÿ ïðîñòîòû òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíå ñëîÿ ñðåäû �óíêöèÿ

ε(z) = 0, ò. å. âîëíîâûå ÷èñëà â ñâîáîäíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ z > H è z < H0ðàâíû k0, à ïëîòíîñòü ñðåäû ïîñòîÿííà è ðàâíà åäèíèöå (ïëîòíîñòü íîðìèðîâàíàíà õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âíóòðè ñëîÿ ñðåäû è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿáåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé).Ïóñòü íà ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû èç îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà z > H ïàäàåòíàêëîííàÿ ïëîñêàÿ âîëíà

P0(z,R) = e−ip(z−H)+iqR

(
p =

√
k2
0 − q2

)
.Ñëó÷àé íîðìàëüíîãî ïàäåíèÿ âîëíû íà ãðàíèöó z = H ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ q = 0.Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (À.64) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P (r) = uq(z)eiqR,ãäå �óíêöèÿ uq(z) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (çàâèñèìîñòü îò q óêàçûâàòüíå áóäåì): {
d2

dz2
− ρ′(z)
ρ(z)

d

dz
+ p2

[
1 +

k2
0

p2
ε(z)

]}
u(z) = 0.Èç-çà íàëè÷èÿ íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû â ïîëóïðîñòðàíñòâå âîçíèêàåò îòðàæåííàÿâîëíà, ò. å. ïðè z > H âîëíîâîå ïîëå èìååò ñòðóêòóðó

u(z) = e−ip(z−H) +RHe
ip(z−H)ñ êîý��èöèåíòîì îòðàæåíèÿ RH .Â ïîëóïðîñòðàíñòâå z < H0 âîçíèêàåò ïðîõîäÿùàÿ âîëíà âèäà

u(z) = THe
−ip(z−H0)ñ êîý��èöèåíòîì ïðîõîæäåíèÿ TH . Êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ (À.64) ÿâëÿ-þòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ è âåëè÷èíû 1

ρ(z)

d

dz
u(z) íà ãðàíèöàõ ñëîÿ, êîòîðûåìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
1

ρ(z)

d

dz
+ ip

)
u(z)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,

(
1

ρ(z)

d

dz
− ip

)
u(z)

∣∣∣∣
z=H

= −2ip.Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷à äëÿ �óíêöèè u(z) ÿâëÿåòñÿ êðà-åâîé çàäà÷åé äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:
{
d2

dz2
− ρ′(z)
ρ(z)

d

dz
+ p2

[
1 +

k2
0

p2
ε(z)

]}
u(z) = 0,

(
1

ρ(z)

d

dz
+ ip

)
u(z)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,

(
1

ρ(z)

d

dz
− ip

)
u(z)

∣∣∣∣
z=H

= −2ip.

(À.65)
À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 117Çàìå÷àíèå À.6. Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöàÎò âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (À.65) ìîæíî ñ ïîìîùüþ çàìåíû ũ(z) = u(z)/

√
ρ(z) ïåðåéòèê óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà ñ ý��åêòèâíûì âîëíîâûì ÷èñëîì k̃(z), ñîäåðæàùåìó ïåðâóþ è âòî-ðóþ ïðîèçâîäíûå ïëîòíîñòè. Îäíàêî ïîÿâëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïëîòíîñòè â âîëíîâîì óðàâíå-íèè ïðèâîäèò ê ðÿäó îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè �óíê-öèè ρ(z). Òåì áîëåå ýòî íåóäîáíî, êîãäà �óíêöèÿ ρ(z) ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìîéâåëè÷èíîé. �Çàìå÷àíèå À.7. Ïåðåõîä ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþÎòìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (À.65) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

u(z) = g(z,H) +

H∫

H0

dξ g(z, ξ)ϕ(ξ)u(ξ), (À.66)ãäå �óíêöèÿ �ðèíà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (ε(z) = 0) ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíî-ñòè ρ(z)
g(z, z0) = exp




ip sgn(z − z0)

z∫

z0

dη ρ(η)




 (À.67)(�óíêöèÿ sgn(z) ðàâíà 1, åñëè z > 0, è −1, åñëè z < 0) îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

{
d

dz

1

ρ(z)

d

dz
+ p2ρ(z)

}
g(z, z0) = 2ipδ(z − z0),

(
1

ρ(z)

d

dz
+ ip

)
g(z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,

(
1

ρ(z)

d

dz
− ip

)
g(z, z0)

∣∣∣∣
z=H

= 0,à �óíêöèÿ ϕ(z) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ϕ(z) =
ip

2ρ(z)

[
1 +

k2
0

p2
ε(z) − ρ2(z)

]
. (À.68)

�Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûâîäó óðàâíåíèé ïîãðóæåíèÿ.Ïåðåïèøåì êðàåâóþ çàäà÷ó (À.65) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

d

dz
u(z,H) = −ρ(z)v(z,H),

d

dz
v(z,H) =

p2

ρ(z)

[
1 +

k2
0

p2
ε(z)

]
u(z,H),

v(H0,H) − ipu(H0,H) = 0, v(H,H) + ipu(H,H) = 2ip,

(À.69)

ãäå ìû âêëþ÷èëè ïàðàìåòð H â êà÷åñòâå íîâîé ïåðåìåííîé.Äàëåå äåéñòâóåì êàê è â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ. Äè��åðåíöèðóåì ñèñòåìó óðàâíå-íèé (À.69) ïî ïàðàìåòðó H. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ∂u(z,H)/∂H, ∂v(z,H)/∂H ïîëó÷àåì
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d

dz

∂u(z,H)

∂H
= −ρ(z)∂v(z,H)

∂H
,

d

dz

∂v(z,H)

∂H
=

p2

ρ(z)

[
1 +

k2
0

p2
ε(z)

]
∂u(z,H)

∂H
,

∂v(H0,H)

∂H
− ip

∂u(H0,H)

∂H
= 0,

{
∂v(z,H)

∂H
+ ip

∂u(z,H)

∂H

}∣∣∣∣
z=H

= 2ip {ipρ(H) + ϕ(H)u(H,H)} ,

(À.70)

ãäå �óíêöèÿ ϕ(H) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (À.68).Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü ñèñòåìû óðàâíåíèé (À.69) è (À.70), äëÿ ïîëÿ âíóòðè ñðåäûïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó H â âèäå

∂

∂H
u(z,H) = {ipρ(H) + ϕ(H)u(H,H)} u(z,H),

u(z,H)
∣∣∣
H=z

= u(z, z),

∂

∂H
v(z,H) = {ipρ(H) + ϕ(H)u(H,H)} v(z,H),

v(z,H)
∣∣∣
H=z

= v(z, z) = ip[2 − u(H,H)].

(À.71)

Äëÿ �óíêöèè u(H,H) èìååì

d

dH
u(H,H) =

∂

∂z
u(z,H)

∣∣∣∣
z=H

+
∂

∂H
u(z,H)

∣∣∣∣
z=H

,è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (À.69) è (À.71) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �èêêàòè
d

dH
u(H,H) = 2ipρ(H) [u(H,H) − 1] + ϕ(H)u2(H,H),

u(H,H)
∣∣∣
H=H0

= 1.

(À.72)Óðàâíåíèÿ (À.71), (À.72) è áóäóò óðàâíåíèÿìè ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äëÿ êðàåâîéçàäà÷è (À.65) [46℄. Èõ, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü è èç èíòåãðàëüíîãîóðàâíåíèÿ (À.66). Îñîáåííîñòü ýòèõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íèõ íå âõîäÿòïðîèçâîäíûå ïëîòíîñòè.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ðàñïîëî-æåííîãî â òî÷êå z0, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
{
d2

dz2
− ρ′(z)
ρ(z)

d

dz
+ p2

[
1 +

k2
0

p2
ε(z)

]}
G(z, z0) = 2ipρ(z0)δ(z − z0). (À.73)Âíå ñëîÿ ñðåäû ðåøåíèå èìååò âèä óõîäÿùèõ âîëí:

G(z, z0) =




T1e

ip(z−H) (z ≥ H),

T2e
−ip(z−H0) (z ≤ H0),

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 119è, ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ (À.73) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ:
(

1

ρ(z)

d

dz
+ ip

)
G(z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,

(
1

ρ(z)

d

dz
− ip

)
G(z, z0)

∣∣∣∣
z=H

= 0. (À.74)Êðàåâîé çàäà÷å (À.73), (À.74) ýêâèâàëåíòíî òåïåðü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
G(z, z0) = g(z, z0) +

H∫

H0

dξ g(z, ξ)ϕ(ξ)G(ξ, z0), (À.75)ãäå �óíêöèÿ g(z, z0) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (À.67).�àññìàòðèâàÿ òåïåðü �óíêöèþ G(z, z0,H) êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà H, ïîëó÷àåìäëÿ íåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
∂G(z, z0,H)

∂H
= ϕ(H)u(z,H)u(z0 ,H), (À.76)ãäå u(z,H) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (À.71). Íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (À.76)ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

G(z, z0,H)|H=max(z, z0)
=





u(z, z0) (z0 ≥ z),

u(z0, z) (z0 ≤ z).Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (À.76) ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé âçàèìíîñòè, ñîãëàñíî êî-òîðîé
G(H, z,H) = G(z,H,H) = u(z,H).Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå èñòî÷íèêà ïëîñêèõ âîëí â ñëîå ñðåäû ê óðàâíåíèÿì (À.71),(À.72) äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíî óðàâíåíèå � (À.76). Îòìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èí-òåãðèðóåòñÿ, ò. å. ðåøåíèå çàäà÷è îá èñòî÷íèêå âíóòðè ñëîÿ ñðåäû ïðîñòûì îáðàçîì(÷åðåç êâàäðàòóðó) ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé ñðåäû.Çàìå÷àíèå À.8. Ó÷åò òèïè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ àêóñòèêè ñëîèñòîãî îêåàíà(àòìîñ�åðû)Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû â ñëîå ñðåäû, âíåêîòîðîãî ñðåäà îäíîðîäíà è åå ïàðàìåòðû ε(z) = 0 è ρ(z) = 1. �àññìîòðèì òåïåðü òèïè÷íóþçàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè àêóñòè÷åñêîé âîëíû, íàïðèìåð, â ñëîèñòîì îêåàíå [36, 46, 110℄.Ïóñòü ñëîèñòî-íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà ñ ïàðàìåòðàìè ρ(z) è k2(z) = k2

0 [1 + ε(z)] çàíèìàåò÷àñòü ïðîñòðàíñòâà H0 < z < H , à âíå åãî îäíîðîäíà è åå ïàðàìåòðû k1, ρ1 ïðè z < H0è k2, ρ2 ïðè z > H . Ïóñòü âíóòðè ñëîÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (z0, R0) íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûéèñòî÷íèê. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû ñâîäèòñÿ äëÿ �óðüå-îáðàçà ïîëÿäàâëåíèÿ ê îäíîìåðíîìó óðàâíåíèþ (À.73) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè �óíêöèé

G(z, z0) è 1

ρ(z)

dG(z, z0)

dz

íà ãðàíèöàõ ñëîÿ, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
d

dz
+ iκ1

)
G(z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,

(
d

dz
− iκ2

)
G(z, z0)

∣∣∣∣
z=H

= 0, (À.77)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

κ1 = p1
ρ(H0)

ρ1
, κ2 = p2

ρ(H)

ρ2
, p2

i = k2
i − q2.
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P (z,R) =
1

4iπρ(z0)

∞∫

−∞

dq√
k2 − q2

Gq(z, z0)H
(1)
0 (q|R −R0|).Î÷åâèäíî, ÷òî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå çàìå÷àíèÿ À.2. íà ñ. 107, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà-÷è (À.73), (À.77) ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé, ò. å.

G(z, z0) = G1(z, z0, H) +G2(z, z0, H), (À.78)ãäå �óíêöèÿ G1(z, z0, H), êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðà H (ïðè H0 = 0 ïàðàìåòð H � ãëóáèíàîêåàíà), óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ:

∂G1(z, z0, H)

∂H
= ϕ(H)u1(z,H)u1(z0, H),

G1(z, z0, H)|H=max(z, z0)
=

{
u1(z, z0) (z0 ≥ z),

u1(z0, z) (z0 ≤ z),

∂

∂H
u1(z,H) = {ipρ(H) + ϕ(H)u1(H,H)} u1(z,H),

u1(z,H)|H=z = u1(z, z),

d

dH
u1(H,H) = 2ipρ(H) [u1(H,H) − 1] + ϕ(H)u2

1(H,H),

u1(H,H)|H=H0
=

2p

p+ κ1
, (À.79)ãäå �óíêöèÿ ϕ(H) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (À.68). Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâ-íåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êâàäðàòóð.Ôóíêöèÿ æå G2(z, z0, H) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

G2(z, z0, H) =
1

G− u1(H,H)
u1(z,H)u1(z0, H), G =

2p

p− κ2
. (À.80)Åñëè èñòî÷íèê âîëí íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå z = H , ò. å. z0 = H , òî èç (À.78), (À.80) ïîëó-÷àåì, ÷òî

G(z,H) =
G

G− u1(H,H)
u1(z,H) è G(H,H) =

Gu1(H,H)

G− u1(H,H)
.Äëÿ çàäà÷è (À.73) âëèÿíèå ãðàíèö z = H0 è z = H ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì.Âëèÿíèå ãðàíèöû z = H0 ñóùåñòâåííî äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè

u1(H,H). Âëèÿíèå æå ãðàíèöû z = H íåïîñðåäñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà ñòðóêòóðå �óíêöèè
G2(z, z0, H).Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïî κ1 è κ2(ρ1 è ρ2) ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü êîíêðåòíûå êðàåâûåóñëîâèÿ, õàðàêòåðíûå, íàïðèìåð, äëÿ àêóñòèêè îêåàíà. Òàê, ïðè ïðè κ1 → 0 (ρ2 → ∞) (ãðà-íèöà âîäà�òâåðäîå äíî) d

dz
G(z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0, à ïðè κ2 → ∞ (ρ2 → 0) (ãðàíèöà âîäà�âîçäóõ)ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà G = 0 è íà ãðàíèöå H ïîëå G(H, z0) = 0.Ïðè êîíêðåòíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ìåòîäà ïî-ãðóæåíèÿ è íåïîñðåäñòâåííî èç èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è. Òàêîé ïîäõîä ìû ïðîäåìîíñòðèðóåìâ ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðè àíàëèçå àêóñòèêî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ. �

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 121Çàìå÷àíèå À.9. �àñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõÓðàâíåíèå (À.65) îïèñûâàåò òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Äëÿ ëèíåé-íîé ñëîèñòîé ñðåäû, êàê õîðîøî èçâåñòíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü äâà íàïðàâëåíèÿïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåãî ïîëÿ, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîëíû E ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñ-êîñòè ïàäåíèÿ è ïàðàëëåëüíî åé. Ïåðâûé ñëó÷àé ýêâèâàëåíòåí çíà÷åíèþ ρ(z) = 1, à âòîðîé �çíà÷åíèþ ρ(z) = 1 + ε(z) (ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ñ÷èòàåì ðàâíîé åäèíèöå). Òàêèìîáðàçîì, óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ (À.71), (À.72) òàêæå ïðèãîäíû äëÿ àíàëèçà êðàåâûõ çàäà÷òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. �àñïðîñòðàíåíèå êîðîòêèõ è óëüòðàêîðîò-êèõ ðàäèîâîëí â òðîïîñ�åðíîì ñëîèñòîì âîëíîâîäå íàä ïîâåðõíîñòüþ îêåàíà èçó÷àëîñü íàîñíîâå ïðèâåäåííîãî ïîäõîäà â ðàáîòàõ [10,11, 17, 57�66,123℄. �Çàìå÷àíèå À.10. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïåðå�îðìóëèðîâàòü ðàçëè÷íûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷èâ çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïî ïàðàìåòðó, ñâÿçàííîìó ñ òîëùèíîé ñëîÿ. Êàê õîðîøîèçâåñòíî, ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿèñõîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëîãîì âòîðîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ðåøåíèÿ â ìåòîäåïîãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå êàêîé-ëèáî äðóãîé êðàåâîé çàäà÷è. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàæäàÿèç êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé�èçè÷åñêèé èíòåðåñ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëÿ òî÷å÷íîãîèñòî÷íèêà ÷åðåç ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [45℄.�àññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ �óíêöèèG1(z, z0) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (À.78),îòëè÷àþùèåñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå z = H0, ðåøåíèÿ êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç�óíêöèè G1(z, z0) è G̃1(z, z0). Òîãäà äëÿ �óíêöèè G1(z, z0) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå

G1(z, z0) =





u1(z0, H)

u1(H,H) − ũ1(H,H)
[u1(z,H) − ũ1(z,H)] (z ≥ z0),

u1(z,H)

u1(H,H) − ũ1(H,H)
[u1(z0, H) − ũ1(z0, H)] (z ≤ z0).

(À.81)Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèè ũ1(z,H) è ũ1(H,H), êàê �óíêöèè ïàðàìåòðà H , òàêæå óäîâëåòâî-ðÿþò óðàâíåíèÿì (À.79) è îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé áåç çíàêà òèëüäû òîëüêîäðóãèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ �èêêàòè. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ G̃1(z, z0) òàêæåèìååò ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ (À.81), à èìåííî:

G̃1(z, z0) =
ũ1(z1, H)

u1(z1, H)
G1(z, z0) (z1 = min(z0, z)). (À.82)Ôóíêöèè u1(z,H) è ũ1(z,H), �èãóðèðóþùèå â (À.81) è (À.82), íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ (À.79), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èõ êîìáèíàöèÿ

W (z,H) =
u1(z,H)ũ1(z,H)

u1(H,H) − ũ1(H,H)íå çàâèñèò îò H , ò. å. ∂W (z,H)/∂H = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

u1(z,H)ũ1(z,H)

u1(H,H) − ũ1(H,H)
=

u1(H,H)ũ1(H,H)

u1(H,H) − ũ1(H,H)
.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåçàâèñèìîãî íàõîæäåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ïðåäñòàâëåíèé (À.81) è (À.82)íåîáõîäèìî ðåøèòü äâà óðàâíåíèÿ �èêêàòè, îòëè÷àþùèåñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, è îäíîóðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè u1(z,H) (èëè ũ1(z,H)). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå äîïîëíè-òåëüíîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (À.79).Â �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íàïðèìåð àêóñòè÷åñêèõ (ýëåêòðîìàãíèòíûõ) âîëíâ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñó î âëèÿíèè èìïåäàíñà ãðàíèöû



122 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõíà àêóñòè÷åñêîå (ýëåêòðîìàãíèòíîå) ïîëå â ñðåäå. Ïîëó÷åííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿî÷åíü óäîáíûì è ¾ýêîíîìè÷åñêè¿ âûãîäíûì èìåííî äëÿ àíàëèçà òàêèõ âîïðîñîâ. Â ñàìîì äå-ëå, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ðåøåíèå êàæäîé îòäåëüíî âçÿòîé êðàåâîé çàäà÷è òðåáóåò ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ �èêêàòè è âû÷èñëåíèÿ äâóõ êâàäðàòóð îò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèëüíî îñöèëëèðóþùèõ�óíêöèé. �àññìîòðåíèå æå äâóõ òàêèõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò îáîéòèñü ðåøåíèåì äâóõ óðàâíåíèé�èêêàòè è âû÷èñëåíèåì îäíîé êâàäðàòóðû. Âñå îñòàëüíûå âîëíîâûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ îáå-èõ çàäà÷ ïîëó÷àþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ ðåøåíèé. Åñëè ìû èìååìâ äîïîëíåíèå ê ðàññìîòðåííûì äâóì çàäà÷àì åùå è òðåòüþ çàäà÷ó, òî åå ðåøåíèå ìîæíîñðàçó âûïèñàòü ñ ïîìîùüþ �îðìóëû �ðèíà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.Òàê, åñëè êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèé G(α)
1 (z, z0) è G(β)

1 (z, z0) çàïèñàòü â âèäå

(
d

dz
− 2ipρ(z)α

)
G

(α)
1 (z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,

(
d

dz
− 2ipρ(z)β

)
G

(β)
1 (z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,òî �îðìóëà �ðèíà äëÿ ñâÿçè ðåøåíèé G(α)
1 (z, z0) è G(β)

1 (z, z0) èìååò âèä

G
(β)
1 (z, z0) = G

(α)
1 (z, z0) − (α− β)G

(α)
1 (H0, z0)G

(β)
1 (z,H0). (À.83)Ïîëàãàÿ â (À.83) z0 = H0, ïîëó÷àåì

G
(β)
1 (z,H0) =

1

1 + (α − β)G
(α)
1 (H0, H0)

G
(α)
1 (z,H0),è, ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëà (À.83) ïðèíèìàåò âèä

G̃1(z, z0) = G
(α)
1 (z, z0) −

(α− β)

1 + (α− β)G
(α)
1 (H0, H0)

G
(α)
1 (H0, z0)G

(α)
1 (z,H0). (À.84)Åñëè æå òåïåðü ðàññìîòðåòü òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó, íàïðèìåð ñ êðàåâûì óñëîâèåì

(
d

dz
− 2ipρ(z)γ

)
G

(γ)
1 (z, z0)

∣∣∣∣
z=H0

= 0,òî ñâÿçü åå ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñîãëàñíî �îðìóëå (À.84) èìååò âèä
G

(γ)
1 (z, x0) = G

(α)
1 (z, z0) −

(α− γ)

1 + (α− γ)G
(α)
1 (H0, H0)

G
(α)
1 (H0, z0)G

(α)
1 (z,H0). �Àêóñòèêî-ãðàâèòàöèîííûå âîëíû â ñëîèñòîì îêåàíå.Â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ ìû ðàññìàòðèâàëè â êà÷åñòâå ýòàëîííûõ çàäà÷ çàäà÷èñî ñâîáîäíî ïðîïóñêàþùèìè ãðàíèöàìè. Îäíàêî â �èçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòîâ êà÷åñòâå èñõîäíûõ çàäà÷ âîçíèêàþò çàäà÷è ñ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè. �àçóìå-åòñÿ, óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ äëÿ íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ïðåäñòàâëåíèÿ (À.36)íà ñ. 108, îäíàêî òåõíè÷åñêè áîëåå ïðîñòî ðàññìàòðèâàòü òàêèå çàäà÷è êàê èñõîä-íûå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âîçáóæäåíèè àêóñòèêî-ãðàâèòàöèîí-íûõ âîëí â ñëîèñòîì îêåàíå. Äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî íàéòè â ðàáî-òàõ [24�29, 46�48, 100℄, ãäå ðàññìàòðèâàëîñü ðàñïðåäåëåíèå ïî ãëóáèíå îêåàíà íèçêî-÷àñòîòíîãî àêóñòè÷åñêîãî øóìà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ïîâåðõíîñòíîãî øóìà, ñòðà-òè�èêàöèè ñðåäû è èìïåíäàíñíûõ ñâîéñòâ ìîðñêîãî äíà.Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè â àäèàáàòè÷åñêîìïðèáëèæåíèè:

ρ(r, t)
d

dt
p(r, t) = −∇p(r, t) + ρ(r, t)g + F (r, t),

∂

∂t
ρ(r, t) + div (ρ(r, t)v(r, t)) = Q(r, t),

d

dt
p (r, t) = c2(r, t)

d

dt
ρ (r, t) .

(À.85)
À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 123Çäåñü ρ(r, t) � ïëîòíîñòü ñðåäû, p(r, t) � äàâëåíèå, p(r, t) � ñêîðîñòü ñðåäû, c(r, t) �ñêîðîñòü çâóêà â ñðåäå, g = {0, 0,−g} � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè (îñü z íàïðàâëåíàâåðòèêàëüíî ââåðõ, ïðîòèâ ñèë òÿæåñòè), F (r, t), Q(r, t) � èñòî÷íèêè ñèëû è ìàññûñîîòâåòñòâåííî, à îïåðàòîð

d

dt
=

∂

∂t
+ (v(r, t)∇) .Óðàâíåíèÿ (À.85) îïèñûâàþò ìåëêîìàñøòàáíûå äâèæåíèÿ, íà êîòîðûå íå îêàçû-âàåò âëèÿíèÿ âðàùåíèå Çåìëè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñèëîé Êîðèîëèñà.Ïóñòü íåâîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðàìè v0(z) = {U0(z), 0},

ρ0(z), c(z), p0(z), ãäå U 0(z) � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè, à �óíêöèè
p0(z) è ρ0(z) ñâÿçàíû óðàâíåíèåì ãèäðîñòàòèêè:

d

dz
p0 (z) = −gρ0 (z) .�àññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ, âîçáóæäàåìûå èñòî÷íèêàìè ñèëû è ìàññû. Ïîëî-æèì

v(r, t) = v0(z) + ṽ(r, t), ρ(r, t) = ρ0(z) + ρ̃(r, t),

p(r, t) = p0(z) + p̃(r, t).

(À.86)Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (À.86) â (À.85) è ëèíåàðèçèðóÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíå-íèé äëÿ êîëåáàòåëüíûõ âåëè÷èí (îòìå÷åííûõ çíàêîì òèëüäà, êîòîðûé â äàëüíåéøåìîïóñêàåòñÿ):
ρ0(z)

[
D

Dt
u(r, t) +w(r, t)

d

dz
U 0(z)

]
= −∇⊥p(r, t) + F⊥(r, t),

ρ0(z)
D

Dt
w(r, t) = − ∂

∂z
p(r, t) − gρ(r, t) + Fz(r, t),

D

Dt
ρ(r, t) + w(r, t)

d

dz
ρ0(z) + ρ0(z)

(
d

dz
w(r,t) + ∇⊥u(r,t)

)
= Q(r, t),

D

Dt
ρ(r, t) =

1

c2(z)

D

Dt
p(r, t) +

1

g
N2(z)ρ0(z)w(r, t),

(À.87)

ãäå u(r, t), w(r, t) � ñîîòâåòñòâåííî ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîëåáàòåëüíûåêîìïîíåíòû ñêîðîñòè,

D

Dt
=

∂

∂t
+ (U0(z)∇⊥) , ∇⊥ =

{
∂

∂x
,
∂

∂y

}
,

F⊥(r, t), Fz(r, t) � ïðîåêöèè F (r, t) ñîîòâåòñòâåííî íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòüè îñü z, à

N2(z) = −g
{

1

ρ0(z)

dρ0(z)

dz
+

g

c2(z)

}� êâàäðàò ÷àñòîòû Áðåíòà�Âÿéñÿëÿ, ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé âíóò-ðåííèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí.Åñëè òåïåðü ââåñòè ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè äëÿ âñåõ âåëè÷èí ϕ(t,R, z) ñ ïîìîùüþðàâåíñòâ (R = {x, y})

ϕ(t,R, z) =

∫
dω

∫
dq ϕ(ω,q, z)e−iωt+iqR,

ϕ(ω,q, z) =
1

(2π)3

∫
dt

∫
dRϕ(t,R, z)eiωt−iqR,



124 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõòî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç ñèñòåìû (À.87) ïëîòíîñòè è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåéñêîðîñòè, ïðèäåì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ äàâëåíèÿ è âåðòèêàëüíîé ñêî-ðîñòè:

(
d

dz
+

g

c2(z)

)
p(ω,q, z) − iA(ω,q, z)ρ0(z)

(
1 − N2(z)

c2(z)

)
w(ω,q, z) = Fz(ω,q, z),

(
d

dz
− g

c2(z)
− 1

A(ω,q, z)

dA(ω,q, z)

dz

)
w(ω,q, z) −

− i
A(ω,q, z)

ρ0(z)

(
1

c2(z)
− q2

A2(ω,q, z)

)
p(ω,q, z) =

=
1

ρ0(z)

{
Q(ω,q, z) +

1

A(ω,q, z)
qF⊥(ω,q, z)

}
, (À.88)ãäå

A(ω,q, z) = ω − qU0(z),à ïëîòíîñòü è ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-ìû óðàâíåíèé (À.88) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

ρ(ω,q, z) =
1

c2(z)
p(ω,q, z) +

iN2(z)ρ0(z)

gA(ω,q, z)
w(ω,q, z), (À.89)

u(ω,q, z) =
1

ρ0(z)A(ω,q, z)

{
−iρ0(z)

d

dz
w(ω,q, z) + qp(ω,q, z) + iF⊥(ω,q, z)

}
.Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (À.88) ñëåäóåò äîáàâèòü ëèíåàðèçèðîâàííûå êðàåâûå óñëî-âèÿ: ðàâåíñòâî íóëþ êîëåáàòåëüíîé âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè íà äíå ïðè z = H0 è óñëî-âèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè z = H, êîòîðûå èìåþò âèä

w(ω,q,H0) = 0,

iA(ω,q,H)p(ω,q,H) + gρ0(H)w(ω,q,H) = iA(ω,q,H)pa(ω,q),ãäå pa(ω,q) � ñïåêòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùåíèé àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ íàä ïî-âåðõíîñòüþ îêåàíà. Âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ ðà-âåíñòâîì

ξ(ω,q,H) =
i

A(ω,q,H)
w(ω,q,H).Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå � ñìåùåíèå æèäêèõ ÷àñòèö è äàâëåíèå â òàêèõ ÷àñòèöàõ:

ξ(ω,q, z) =
i

A(ω,q,H)
w(ω,q, z),

P (ω,q, z) = p(ω,q, z) − gρ0(z)ξ(ω,q, z),êðàåâóþ çàäà÷ó (À.88) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(
d

dz
− gq2

A2(ω,q, z)

)
ξ(ω,q, z) +

1

ρ0(z)

(
1

c2(z)
− q2

A2(ω,q, z)

)
P (ω,q, z) =

=
1

ρ0(z)A(ω,q, z)

(
Q(ω,q, z) +

q

A(ω,q, z)
F⊥(ω,q, z)

)
,
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(
d

dz
+

gq2

A2(ω,q, z)

)
P (ω,q, z) − ρ0(z)

(
A2(ω,q, z) − g2q2

A2(ω,q, z)

)
ξ(ω,q, z) =

= Fz(ω,q, z) −
ig

A(ω,q, z)

(
Q(ω,q, z) +

q

A(ω,q, z)
F⊥(ω,q, z)

)
,

ξ(ω,q,H0) = 0, P (ω,q,H) = pa(ω,q). (À.90)Ïðåèìóùåñòâî ïåðåõîäà îò (À.88) ê (À.90) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â (À.90) îòñóòñòâó-þò ïðîèçâîäíûå ïàðàìåòðîâ ñòðàòè�èêàöèè ñðåäû.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.90) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé: ïåðâîå ñî-îòâåòñòâóåò äåéñòâèþ èñòî÷íèêîâ â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (À.90) â îòñóòñòâèå pa(ω,q),à âòîðîå � îòñóòñòâèþ èñòî÷íèêîâ F (ω,q, z), Q(ω,q, z). Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-ñìîòðåíèåì âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è.Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèé Φ(z, z0) = Φ(ω,q, z, z0)è Ψ(z, z0) = Ψ(ω,q, z, z0), îïèñûâàþùèõ ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà:

(
d

dz
− gq2

A2(ω,q, z)

)
Φ(z, z0) +K(z)Ψ(z, z0) = 0,

(
d

dz
+

gq2

A2(ω,q, z)

)
Ψ(z, z0) − L(z)Φ(ω,q, z, z0) = −δ(z − z0),

Φ(H0, z0) = 0, Ψ(H, z0) = 0,

(À.91)

ãäå �óíêöèè
K(z) = K(ω,q, z) =

1

ρ0(z)

(
1

c2(z)
− q2

A2(ω,q, z)

)
,

L(z) = L (ω,q, z) = ρ0(z)

(
A2(ω,q, z) − g2q2

A2(ω,q, z)

)
.

(À.92)Ïîëîæèì òåïåðü â ñèñòåìå óðàâíåíèé (À.91) z0 = H, ò. å. ðàññìîòðèì äåéñòâèåèñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (À.91)ïðèìåò âèä (
d

dz
− gq2

A2(ω,q, z)

)
Φ(z,H) +K(z)Ψ(z,H) = 0,

(
d

dz
+

gq2

A2(ω,q, z)

)
Ψ(z,H) − L(z)Φ(z,H) = 0,

Φ(H0,H) = 0, Ψ(z,H)|z→H = 1.

(À.93)Ïîñëåäíåå êðàåâîå óñëîâèå âûòåêàåò èç óñëîâèÿ ñêà÷êà �óíêöèè Ψ(z, z0) ïðè ïåðåõîäå÷åðåç òî÷êó z0:

Ψ(z0 + 0, z0) − Ψ(z0 − 0, z0) = −1.Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è, ñâÿçàííîé ñ äåéñòâèåìàòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ξ(ω,q, z) = pa(ω,q)Φ(z,H), P (ω,q, z) = pa(ω,q)Ψ(z,H). (À.94)



126 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÄàëåå äåéñòâóåì êàê è â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ. �àññìàòðèâàÿ ðåøåíèå çàäà÷è (À.93)êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà ïîãðóæåíèÿ H � ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ìîæíîïåðå�îðìóëèðîâàòü åå â çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

∂

∂H
Φ(z,H) =

{
gq2

A2(ω,q,H)
− L(H)ΦH

}
Φ(z,H),

∂

∂H
Ψ(z,H) =

{
gq2

A2(ω,q,H)
− L(H)ΦH

}
Ψ(z,H),

Φ(z,H)|H→z+0 = Φz, Ψ(z,H)|H→z+0 = 1,

(À.95)

ãäå �óíêöèÿ ΦH = Φ(H − 0,H) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èêêàòè:

d

dH
ΦH = −K(H) +

2gq2

A2(ω,q,H)
ΦH − L(H)Φ2

H , (À.96)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ΦH→H0 = 0, âûòåêàþùèì èç êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòå-ìû (À.93). Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (À.92) åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dH
ΦH =

1

ρ0(H)

(
q2

A2(ω,q,H)
− 1

c2(H)

)
+

2gq2

A2(ω,q,H)
ΦH +

+ ρ0(H)

(
g2q2

A2(ω,q,H)
−A2(ω,q,H)

)
Φ2
H , ΦH→H0 = 0. (À.97)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷èñòî àêóñòè÷åñêèõ è âíóòðåííèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â îò-ñóòñòâèå ãîðèçîíòàëüíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè, ò. å. ïðè U0(z) = 0, óðàâíåíèå (À.97)óïðîùàåòñÿ (A(ω,q,H) ≡ ω). Òàê

• â ñëó÷àå àêóñòè÷åñêèõ âîëí g = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

d

dH
ΦH = − 1

ρ0(H)ω2

[
ω2

c2(H)
− q2

]
− ρ0(H)ω2Φ2

H , ΦH→H0 = 0, (À.98)
• â ñëó÷àå âíóòðåííèõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí c2(z) → ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,

d

dH
ΦH =

q2

ρ0(H)ω2
+

2gq2

ω2
ΦH + ρ0(H)

(
g2q2

ω2
− ω2

)
Φ2
H , ΦH→H0 = 0. (À.99)Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèé (À.95) èìååò âèä

Φ(z,H) = ΦzΨ(z,H),

Ψ(z,H) = exp





H∫

z

dη

[
gq2

A2(ω,q, η)
− L(η)Φη

]
 .

(À.100)Òàêèì îáðàçîì, ïîëå èçëó÷åíèÿ àêóñòèêî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí îò òî÷å÷íîãî èñ-òî÷íèêà, ðàñïîëîæåííîãî íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ïðîñòûì îáðàçîì (÷åðåç êâàäðà-òóðó) ñâÿçàíî ñ �óíêöèåé ΦH = Φ(H − 0,H), îïèñûâàþùåé ïîëå íà ñàìîé ãðàíèöå
À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 127îò ðàñïîëîæåííîãî òàì æå èñòî÷íèêà. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü òàêæå, ÷òî êàê â óðàâ-íåíèå (À.96), òàê è â ñîïóòñòâóþùèå êâàäðàòóðû äëÿ ðàçëè÷íûõ ãèäðî�èçè÷åñêèõïîëåé âõîäÿò òîëüêî ïàðàìåòðû ñòðàòè�èêàöèè, íî íå èõ ïðîèçâîäíûå. Ýòî ïîçâîëÿ-åò ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (À.96) è âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðà-òóðû íå òîëüêî äëÿ ìîäåëüíûõ ïðî�èëåé ïàðàìåòðîâ ñðåäû, îáëàäàþùèõ õîðîøèìèñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè, íî è äëÿ ðåàëüíûõ ïðî�èëåé, ïîëó÷åííûõ ïóòåì çîíäèðîâàíèÿîêåàíà. Ïðîèçâîäíûå ïàðàìåòðîâ ñòðàòè�èêàöèè âõîäÿò â ðàâåíñòâà (À.90), îïèñû-âàþùèå äðóãèå ãèäðî�èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû.Çàìå÷àíèå À.11. Îá àêóñòè÷åñêèõ øóìàõ â ñëîèñòîì îêåàíåÂåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïîä äåéñòâèåì àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿîïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé, âûòåêàþùåé èç �îðìóëû (À.94):

ξ(ω, q, H) = pa(ω, q)ΦH(ω, q), (À.101)ò. å. �óíêöèÿ ΦH(ω, q) ÿâëÿåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé îò àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ ê ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòè, ó÷èòûâàþùåé, ðàçóìååòñÿ, ñòðàòè�èêàöèþ ñðåäû, ò. å. èçìåíåíèÿ ñ ãëóáè-íîé îêåàíà êàê ïëîòíîñòè ñðåäû, òàê è ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Ïîëåàêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ âíóòðè ñðåäû îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (À.94), ãäå �óíêöèÿΨ(ω, q,z,H),ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (À.100) è (À.92), èìååò âèä
Ψ(ω, q,z,H) = exp



−ω2ρ

H∫

z

dηΦη(ω, q)



 . (À.102)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, pa(t,R), �ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå â ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíîå ïîëå, ñòàöèîíàðíîå âî âðå-ìåíè, èìåþùåå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�óþ ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ ℜa(ω, q). Òîãäà ïîëå âåð-òèêàëüíûõ ñìåùåíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè òàêæå áóäåò ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì è èçî-òðîïíûì â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíûì âî âðåìåíè ñëó÷àéíûì ïîëåì ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé ñïåêòðàëüíîé �óíêöèåé

ℜξ(ω, q) = ℜa(ω, q)|ΦH(ω, q)|
2
. (À.103)Èç �îðìóëû (À.103) âèäíî, ÷òî êàæäàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ ñìåùåíèÿ ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòå ïîëÿ àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ, íîêîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñòðàòè�èêàöèåé ñðåäû. Ñëåäñòâèåì ýòîãî�àêòà ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî óæå ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííûé (èëè âðåìåíí�îé) ñïåêòðïîëÿ ñìåùåíèÿ íå ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñïåêòðîì àòìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ. Òàê, íà-ïðèìåð,

ℜξ(ω ) =

∫
dq ℜa(ω, q)|ΦH(ω, q)|

2
.Èñïîëüçóÿ �óíêöèþ Φ(z,H ) = Φ(ω, q, z,H), ìîæíî îïèñàòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-ðèñòèêè ãèäðî�èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ãëóáèíå ñðåäû, èíäóöèðîâàííûå �ëóêòóàöèÿìè àò-ìîñ�åðíîãî äàâëåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü òàêèå, íàïðèìåð, çàäà÷è, êàê òðàíñ�îðìàöèÿøóìîâ â ãëóáèíå îêåàíà. �Çàìå÷àíèå À.12. Î ñòðóêòóðå ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿÂ ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â îäíîðîäíîé ñðåäå (g = 0,

c = const, ρ = const, A(ω, q) = ω) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (À.98) èìååò âèä

ΦH(ω, q) = − 1

ρω2

√
ω2

c2
− q2 tg

(√
ω2

c2
− q2(H −H0)

)
. (À.104)
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Ψ(ω, q,z,H) =

cos

(√
ω2

c2
− q2(z −H0)

)

cos

(√
ω2

c2
− q2(H −H0)

) . (À.105)Èç âûðàæåíèé (À.104) è (À.105) âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ωn(q), äëÿ êîòî-ðûõ çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ΦH(ω, q) è �óíêöèÿΨ(ω, q, z,H)îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ò. å. èìåþò îäèíàêîâûå îñîáåííîñòè ïîëþñíîãî õàðàêòåðà. Äèñ-êðåòíûé íàáîð òàêèõ çíà÷åíèé ωn(q) ñóòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è,è èì îòâå÷àþò íåíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè Ψ (ωn(q), q,z,H).Îáîçíà÷èì

q =
ω

c
cos θ,òîãäà ñîáñòâåííûå ÷èñëà θn îïèñûâàþòñÿ ðàâåíñòâîì

sin θn =
πc

ω(H −H0)

(
n+

1

2

)
=

λ

2(H −H0)

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, . . . ,ãäå λ = 2πc/ω � äëèíà àêóñòè÷åñêîé âîëíû.�àññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñðåäûïðè ïîñòîÿíñòâå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ è A(ω, q) = ω. Åñëè ïëîòíîñòü ñðåäû âîçðàñòàåò ñ ãëóáè-íîé (â ñëó÷àå îêåàíà, íàïðèìåð) ïî çàêîíó

ρ(z) = ρ0e
2α(H−z),òî êâàäðàò ÷àñòîòû Áðåíòà�Âÿéñÿëÿ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé

N2 = g
(
2α− g

c2

)è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (À.97) èìååò âèä

ΦH(ω, q) = K(H)
sh [∆(ω, q)(H −H0)]

u(ω, q, H −H0)
, (À.106)ãäå �óíêöèè

∆2(ω, q) =

(
gq2

ω2
− α

)2

−K(H)L(H) = α2 − ω2

c2
+ q2

(
1 − N2

ω2

)
,

u(ω, q, x) =

(
gq2

ω2
− α

)
sh [∆(ω, q)x] − ∆(ω, q) ch [∆(ω, q)x] .

(À.107)�åøåíèå (À.106) ñîäåðæèò ìíîãî èí�îðìàöèè. Òàê, çíàê âåëè÷èíû ∆2(ω, q) óêàçûâàåò,ñ êàêèìè òèïàìè âîëí ìû èìååì äåëî (ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ èëè çàòóõàþùèìè), à óñëîâèå
∆2(ω, q) = 0, èëè

α2 − ω2

c2
+ q2

(
1 − N2

ω2

)
= 0, (À.108)ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì äëÿ âîëí â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå è îïðåäåëÿåòäâå âåòâè ω = ω(q), ñîîòâåòñòâóþùèå âíóòðåííèì ãðàâèòàöèîííûì è àêóñòè÷åñêèì âîëíàì.�àâåíñòâî æå

u(ω, q, H −H0) = 0ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ H, H0 îïðåäåëÿåò äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ω = ω(q) äëÿîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (À.91). Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (À.106) èìååò îñîáåííîñòè (ïîëþñûíà äèñïåðñèîííîé êðèâîé), òî ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, âêëþ÷èòü â çàäà÷ó ìàëîå çàòóõàíèå

A→ A+ iγ, îáåñïå÷èâàþùåå ïðàâèëüíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ çàäà÷è. �

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 129Çàìå÷àíèå À.13. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè êðàåâîé çàäà÷è(À.93)Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïîëþñû �óíêöèè ΦH(ω, q) îïðåäåëÿþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàå-âîé çàäà÷è (À.93). Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé (ò. å. äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ) è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.Âûðàæåíèÿ (À.100) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (À.96) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
Φ(ω, q, z,H) = ΦH(ω, q) exp






H∫

z

dη

[
K(ω, q, η)

ξη(ω,q)
− gq2

A2(ω, q, η)

]

 ,

Ψ(ω, q, z,H) =
ΦH(ω, q)

Φz(ω, q)
exp





H∫

z

dη

[
K(ω, q, η)

ξη(ω,q)
− gq2

A2(ω, q, η)

]
 .

(À.109)Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ
fH(ω, q) = 1/ΦH(ω, q),êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èêêàòè, âûòåêàþùèì èç (À.96),

d

dH
fH(ω, q) = L(ω, q, H) − 2gq2

A2(ω, q, z)
fH(ω, q) +K(ω, q, H)f2

H(ω, q). (À.110)�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.93) èìååò ðåçîíàíñíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëþ-ñû �óíêöèè ΦH(ω, q) (èëè íóëè �óíêöèè fH(ω, q) ) îïèñûâàþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (äèñ-ïåðñèîííûå êðèâûå ) è ñîáñòâåííûå �óíêöèè îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (À.93). À èìåííî,ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (äèñïåðñèîííûå êðèâûå) äëÿ íàøåé çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

fH(ωn(q, H), q) = 0,à êâàäðàòóðû (À.109) áóäóò îïèñûâàòü íåíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè

Φn (ωn(q, H), q, z,H) = exp





H∫

z

dη

[
K (ωn(q,H),q, η)

Φη (ωn(q, H), q)
− gq2

A2 (ωn(q, H), q, η)

]
 ,

Ψn (ωn(q, H), q, z,H) =

=
1

Φz (ωn(q, H), q)
exp





H∫

z

dη

[
K (ωn(q,H),q, η)

Φη (ωn(q, H), q)
− gq2

A2 (ωn(q, H), q, η)

]
 . (À.111)Ýòó îñîáåííîñòü ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàê-òåðèñòèê êðàåâîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íèõ ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòü äèíàìè÷å-ñêèå óðàâíåíèÿ (çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè), ïðèãîäíûå äëÿ àíàëèçà êàê äåòåðìèíèðî-âàííûõ, òàê è ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ [13�16,73, 137℄.Àíàëèç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëèçå íóëåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �èêêà-òè, êîòîðîå çàïèøåì â îáùåì âèäå

d

dH
fH = aH(λ) + bH(λ)fH + cH(λ)f2

H , (À.112)ãäå λ� ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

fH(λH) = 0, (À.113)



130 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõãäå ìû ââåëè çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà îò ïàðàìåòðà H . Òàê êàê ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ïàðàìåòðà H , òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

aH(λH) +AH(λH)
d

dH
λH = 0, (À.114)ãäå

AH(λ) =
∂

∂λ
fH(λ),ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè H → 0 (çäåñü ñ÷èòàåì, ÷òî H0 = 0), îïðåäåëÿåìûì èç àñèìïòîòè-÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîíêðåòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. �À.2.2. Âîëíû â ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõÂ ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å äàííîãî ïðèëîæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ïî-ãðóæåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðàåâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëíâ ñëîèñòûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû ê àíàëèçó ïîäîáíûõ çàäà÷â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñâÿçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ èëè èíûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ,è ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðîâåñòè ñîïîñòàâëåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ òî÷-íûì ðåøåíèåì çàäà÷è. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿóðàâíåíèÿìè ïîãðóæåíèÿ, ïîëó÷åííûìè âûøå. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âîçìîæíî-ñòåé ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ðàñïðî-ñòðàíåíèè ïëîñêîé âîëíû â ñëîå ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîé ñðåäû.Çàäà÷à î âîëíàõ â ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ òðàäèöèîííî ïðèâëåêàåò âíèìàíèå �èçè-êîâ ââèäó åå çíà÷èìîñòè ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ îáëàñòåé �èçèêè. Îáçîð ñîâðåìåííîãîñîñòîÿíèÿ òåîðèè ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [95℄. Îáû÷íî èññëåäîâàòåëè îãðàíè÷èâàþòñÿàíàëèçîì äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé (ñóùåñòâîâàíèÿ çîí ïðîçðà÷íîñòè è íåïðîçðà÷-íîñòè), ò. å. ñâÿçè ÷àñòîòû ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ñ åå âîëíîâûì ÷èñëîì, ïðè êî-òîðîì âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû. Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ è çà-äà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè êîíêðåòíîé âîëíû (ñ çàäàííûìè ÷àñòîòîé è âîëíîâûì ÷èñ-ëîì) â ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ïðèìåðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷àî ðàñïðîñòðàíåíèè ðàäèîâîëí â èîíîñ�åðå Çåìëè, íåîäíîðîäíîñòè êîòîðîé ñîçäàþò-ñÿ ìîùíîé âîëíîé íàêà÷êè. Ïðè àíàëèçå òàêèõ çàäà÷ óæå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûåïðèáëèæåííûå ìåòîäû, ãëàâíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä óñðåäíåíèÿ ïî áûñòðûìîñöèëëÿöèÿì (ïåðåõîä ê óêîðî÷åííûì óðàâíåíèÿì). Ýòîò ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ, ñòðîãîãîâîðÿ, àñèìïòîòè÷åñêèì, è åãî ãëàâíîå äîñòîèíñòâî � ïðîñòîòà è �èçè÷åñêàÿ íàãëÿä-íîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ýòîãî ïðèáëèæåííî-ãî ìåòîäà ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è [43℄. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåðàñïðîñòðàíåíèÿ âðåìåíí�ûõ èìïóëüñîâ â ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ áûëîâûïîëíåíî â ðàáîòàõ [30�32, 90℄.Ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîé ñðåäûÏóñòü ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû, êàê è ðàíåå, çàíèìàåò ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà

L0 < x < L, è ñïðàâà èç îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà x < L íà íåãî ïàäàåò ïëîñêàÿâîëíà åäèíè÷íîé àìïëèòóäû e−ik(x−L). Òîãäà âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñëîÿ îïèñûâàåòñÿêðàåâîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (À.14) íà ñ. 103:
(
d2

dx2
+ k2

0 [1 + ε(x)]

)
u(x) = 0,

(
d

dx
+ ik0

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik0.

(À.115)
À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 131Ñ÷èòàåì, ÷òî âíå ñëîÿ ε(x) = 0. Âíóòðè æå ñëîÿ �óíêöèþ ε(x) çàäàäèì â âèäå

ε(x) = −4µ cos(2Kx) + 2iγ, (À.116)ãäå 2γ � êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ.Êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ âîëíû îò ñëîÿ è ïðîõîæäåíèÿ îïðåäåëÿ-þòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.115) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
RL = u(L) − 1, TL = u(L0).Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ðàññòîÿíèÿì (ò. å. ïîëàãàÿ k0 = 1), ïåðåïèøåì êðàåâóþçàäà÷ó (À.115) â âèäå (∆ = (K − k0) /k0)

(
d2

dx2
+ [1 − 4µ cos (2(1 + ∆)x) + 2iγ]

)
u(x) = 0,

(
i
d

dx
− 1

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
i
d

dx
+ 1

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= 2.

(À.117)Óðàâíåíèå (À.117) áåç ó÷åòà êðàåâûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ìàòüå è õîðî-øî èçó÷åíî (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Òàê, ïðè γ = 0 èìåþòñÿ îáëàñòè (íà ïëîñêîñòè µ,∆),ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè (ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ), ïåð-âàÿ èç êîòîðûõ èçîáðàæåíà íà ðèñ. À.3 (çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü).PSfrag replaements
∆

µ

0

1 2

−0,25

0,25

0,25�èñ. À.3. Çîíû ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (À.117) â ïëîñêîñòè ïàðàìåò-ðîâ (µ,∆) ïðè γ = 0Ïðè µ → 0 ýòè îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ∆n = 1/n − 1, n = 1, 2, . . .,(K = k0/n). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è ýòè îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò ïî-âûøåííîé îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ñëîÿ. Âíå ýòèõ îáëàñòåé âîëíà îòíîñèòåëüíîñâîáîäíî äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ñëîé ñðåäû.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.117) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, ñîäåðæàùåì �óíêöèèÌàòüå è èõ ïðîèçâîäíûå. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ýòè �óíêöèè õîðîøî èçó÷å-íû è äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïðîòàáóëèðîâàíû, ïîñòðîèòü êàðòèíó ïîâåäåíèÿ âîëíîâîãîïîëÿ âíóòðè ñëîÿ ñðåäû (è, ñëåäîâàòåëüíî, êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäå-íèÿ âîëíû) äàëåêî íå ïðîñòî ââèäó ñèëüíîé èçìåí÷èâîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ. �îðàçäîïðîùå ïîëó÷èòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.117) íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ ÷èñ-ëåííûå ìåòîäû. Ïðè ýòîì óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè ïîãðóæåíèÿ (À.25),ñ. 105, ðàññìàòðèâàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (À.117) îò ïàðàìåòðà L.Ýòè óðàâíåíèÿ â íàøåì ñëó÷àå èìåþò âèä

∂

∂L
u(x,L) = i

{
1 +

1

2
ε̃(L) (1 +RL)

}
u(x,L), u(x,L)|L=x = 1 +Rx,

d

dL
RL = 2iRL +

i

2
ε̃(L) (1 +RL)2 , RL0 = 0,

(À.118)



132 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõãäå ε̃(L) = −4µ cos (2(1 + ∆)L) + 2iγ.Ïåðâîå óðàâíåíèå â (À.118) èíòåãðèðóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà-÷è (À.117) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ �èêêàòè è âû÷èñëåíèþ êâàäðàòóðû. Îäíà-êî ïðè îòñóòñòâèè çàòóõàíèÿ (γ = 0) êâàäðàòóðà äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ

I(x,L) = |u(x,L)|2 âû÷èñëÿåòñÿ (ñì. (1.17) íà ñ. 12):

I(x,L) = |1 +Rx|2
1 − |RL|2
1 − |Rx|2

, (À.119)è ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ åäèíñòâåííîãî óðàâíåíèÿ �èêêàòè.Îñòàíîâèìñÿ íà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ �èêêàòè, îñíîâàííîì íà óñðåä-íåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì.Ïðåäñòàâèì êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ RL â âèäå

RL = −iρLe2i(1+∆)L.Òîãäà äëÿ �óíêöèè ρL èç (À.118) âûòåêàåò óðàâíåíèå

d

dL
ρL = −2(γ + i∆)ρL + µ

(
1 − ρ2

L

)
+ {. . .}, ρL0 = 0. (À.120)Çäåñü ÷åðåç {. . .} îáîçíà÷åíû ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå îñöèëëèðóþùèå �óíêöèè e±2i(1+∆)L,

e±4i(1+∆)L. Ïðåäïîëàãàÿ ìàëîñòü èçìåíåíèÿ �óíêöèè ρL íà ïåðèîäå îñöèëëÿöèé, ìîæíîóñðåäíèòü (À.120) ïî ýòèì ¾áûñòðûì¿ îñöèëëÿöèÿì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðèáëè-æåííîå óðàâíåíèå

d

dL
ρL = −2(γ + i∆)ρL + µ

(
1 − ρ2

L

)
, ρL0 = 0,ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä (α =

√
µ2 + (γ + i∆)2

)

ρL =
µ

α

shα(L− L0)

chα(L− L0) +
γ + i∆

α
shα(L− L0)

. (À.121)�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ çàòóõàíèÿ (γ = 0). Â ýòîì ñëó÷àå êâàä-ðàò ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ |RL|2 = |ρL|2 è, ñëåäîâàòåëüíî,
|RL|2 =

sh2 α(L− L0)

ch2 α(L− L0) −
∆2

µ2

, α =
√
µ2 − ∆2. (À.122)Èç �îðìóëû (À.119) ïîëó÷àåì â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãîïîëÿ âíóòðè ñðåäû:

I(x,L) =

ch 2α(x − L0) −
∆2

µ2

ch2 α(L− L0) −
∆2

µ2

. (À.123)Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå L0 → −∞, ñîîòâåòñòâóþùåì ïàäåíèþ âîëíû íà ïîëóïðî-ñòðàíñòâî x < L, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
I(x,L) = e−2α(L−x). (À.124)

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 133Ñëåäñòâèåì âûðàæåíèé (À.122)�(À.124) ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ïðè µ2 > ∆2 ñ óâå-ëè÷åíèåì òîëùèíû ñëîÿ |RL|2 → 1 è èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîçàòóõàåò ñ ãëóáèíîé. Â ñëó÷àå æå µ2 < ∆2 âñå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìèâ çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ñëîÿ. Èç ïðèâåäåííîãî âûâîäà �îðìóë (À.122)�(À.124) ÿñ-íî, ÷òî îí íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ∆ ∼ −1. Êðîìå òîãî, ìîæíî îæèäàòü,÷òî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ µ ∼ |∆|, ãäå ïðîèñõîäèò çàìåíà îäíîãî òèïà ðåøåíèé íàäðóãîé, �îðìóëû (À.122)�(À.124) òàêæå íåñïðàâåäëèâû, ïîñêîëüêó îíè ïîëó÷åíû íåïóòåì àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà, à �àêòè÷åñêè èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Îáëàñòüïàðàìåòðîâ µ2 > ∆2, ãäå èçëîæåííàÿ òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò ïîâûøåííóþ âåëè÷èíóîòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ñëîÿ ñðåäû, âûäåëåíà íà ðèñ. À.3 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.×èñëåííûé àíàëèç çàäà÷è ïðåæäå âñåãî ïîêàçûâàåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíî âíóòðèîáëàñòåé ïðîçðà÷íîñòè ðåøåíèå çàäà÷è â îòñóòñòâèå ïîãëîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-ñêèì, à âíóòðè çîí íåïðîçðà÷íîñòè ïîÿâëÿåòñÿ ïîâûøåííàÿ îòðàæàòåëüíàÿñïîñîáíîñòü, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ, îäíàêî, ñèëüíîé èçìåí÷èâîñòüþ. Â çîíàõ ïðîçðà÷-íîñòè (âäàëè îò ãðàíèö) ðåøåíèå õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì óñðåä-íåíèÿ. Òàêæå õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ýòèì ìåòîäîì è ðåøåíèå âíóòðè ïåðâîé çîíû íåïðî-çðà÷íîñòè âäàëè îò ãðàíèö. Íà ðèñ. À.4 èçîáðàæåíî ïîâåäåíèå âåëè÷èíû |RL|2 â çà-âèñèìîñòè îò òîëùèíû ñëîÿ L è ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè âîëíû I(x,L) âíóòðèñëîÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå L = 20, ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷-êå 1 íà ðèñ. À.3. Âáëèçè æå ãðàíèö çîí ïîëîæåíèå óñëîæíÿåòñÿ. Òàê, äëÿ çíà÷åíèéïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå 2 íà ðèñ. À.3, ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòà îòðàæå-íèÿ â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû ñëîÿ è ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ â ñëîå ïðè

L = 100 ïðèâåäåíû íà ðèñ. À.5.PSfrag replaements
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10 20 30 40 50 60 70 80 90�èñ. À.4. Çàâèñèìîñòü |RL|2 îò òîëùè-íû ñëîÿ: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò �îðìó-ëå (À.122); 2 � ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ; 3 � ðàñ-ïðåäåëåíèå I(x)/10 ïðè L = 20 (µ = 0,2,

∆ = 0,1, γ = 0) �èñ. À.5. Çàâèñèìîñòü |RL|2 îò òîëùè-íû ñëîÿ: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò �îðìó-ëå (À.122); 2 � ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ; 3 � ðàñ-ïðåäåëåíèå I(x)/40 ïðè L = 100 (µ = 0,25,

∆ = 0,24, γ = 0)Äîñòàòî÷íî òîíêèé ñëîé (äî L ∼ 10) âåäåò ñåáÿ êàê îòðàæàþùèé ñëîé, õîðîøî îïè-ñûâàåìûé �îðìóëîé ìåòîäà óñðåäíåíèÿ (À.122), îäíàêî ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèèòîëùèíû ñëîÿ îòðàæàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü åãî ïàäàåò. Ïðè L ≈ 53 ñëîé ñòàíîâèòñÿ àá-ñîëþòíî ïðîçðà÷íûì. Äàëåå êàðòèíà ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿåòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì,÷òî ïàðàìåòðû òî÷êè 2 íà ðèñ. À.3 âûáðàíû â çîíå ïðîçðà÷íîñòè.Ïðèâåäåííûå âûøå ðàñ÷åòû ñîîòâåòñòâóþò îòñóòñòâèþ çàòóõàíèÿ. Ïðè íàëè÷èèçàòóõàíèÿ ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ áûëî êà÷åñòâåííî îäèíàêîâûì êàêâ çîíàõ ïðîçðà÷íîñòè, òàê è âíå èõ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé òîëùèíå ñëîÿ çíà÷åíèåìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ íîñèò õàðàêòåð ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè äàæå â çîíåíåïðîçðà÷íîñòè.



134 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÁðýããîâñêèé ðåçîíàíñ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõÂûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ε(x) âèäà (À.116) ïðè óñëîâèè µ2 > ∆2, ñîîòâåòñòâó-þùåì ïåðâîé çîíå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå, ìîäóëüêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ |RL| ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ñëîÿ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöåè èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ I(x) = |u(x,L)|2, óñðåäíåííàÿ ïî îñöèëëÿöèÿì, ýêñ-ïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò îò ãðàíèöû x = L.Ïðè íàëè÷èè îòðàæàþùåé ãðàíèöû x = L0 (ò. å. ïðè êðàåâîì óñëîâèè u(L0, L) = 0)è �óíêöèè ε̃(x) âèäà

ε̃(x) = −4µ cos (2(1 + ∆)x+δ) (|∆| < µ), (À.125)îòëè÷àþùåãîñÿ îò (À.116) íàëè÷èåì ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé �àçû ó ε̃(x), èíòåí-ñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà δ ìîæåò, íàîáîðîò,ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàòü âãëóáü ñðåäû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âîçáóæäåíèþ ðåçîíàòî-ðà çåðêàëî�ðåøåòêà, ðàáîòàþùåãî íà áðåããîâñêîì ðåçîíàíñå. Â ñàìîì äåëå, â ýòîìñëó÷àå |RL| = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ èìååò ñòðóêòóðó

RL = eiφL ,à óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ (À.118) ïðèíèìàþò âèä (ñ÷èòàåì çäåñü, ÷òî L0 = 0)

∂

∂L
I(x,L) = −I(x,L)ε̃(L) sin φL, I(x, x) = 2 (1 + cosφx) ,

d

dL
φL = 2 + ε̃(L) (1 + cosφL)2 , φ0 = π.

(À.126)Ïîäñòàâëÿÿ (À.125) â (À.126) è óñðåäíÿÿ ïî áûñòðûì îñöèëëÿöèÿì (φL = φ0 + 2L),ìîæíî âìåñòî (À.126) ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∂

∂L
ln I(x,L) = 2µ sin [φL − 2(1 + ∆)L− δ] ,

∂

∂L
φL = 2 − 2µ cos [φL − 2(1 + ∆)L− δ] .

(À.127)Ââåäåì âìåñòî φL íîâóþ ïåðåìåííóþ φ̃L:

φ̃L = φL − 2(1 + ∆)L− δ.Òîãäà ñèñòåìà (À.126) ïðèìåò âèä

∂

∂L
ln I(x,L) = 2µ sin φ̃L,

∂

∂L
φ̃L = −2

(
∆ + µ cos φ̃L

)
, φ̃0 = π − δ.

(À.128)Òåïåðü ÿñíî, ÷òî åñëè ∆ + µ cos φ̃0 = 0, ò. å.
δ =

π

2
− arcsin

∆

µ
, (À.129)òî φ̃L ≡ φ̃0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

I(x,L) = 2 (1 + cosφx) exp

{
2
√

(µ2 − ∆2)(L− x)

}
, (À.130)

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 135ò. å. èíòåíñèâíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàåò âãëóáü ñðåäû, äîñòèãàÿ ìàêñèìóìàâ îêðåñòíîñòè ãðàíèöû, íà êîòîðîé I(0, L) = 0.Îïèñàííûé ý��åêò ïîëó÷åí íà îñíîâå ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà (ìåòîäà óñðåäíåíèÿ)è ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ¾òîíêèì¿, òàê êàê íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû δ âåäóò ê ñðûâóðåçîíàíñíîãî âîçáóæäåíèÿ.Â ðàáîòå [44℄ ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàëèñü óðàâíåíèÿ (À.118), (À.119) ñ ε̃(x) âè-äà (À.125) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì R0 = −1 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µ,
∆ è δ. ßâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ðåçîíàòîðà íàáëþäàëîñü êàê âíóòðèïåðâîé çîíû ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, òàê è âíå åå. Íà ðèñ. À.6 ïðåäñòàâëåíûïðèìåðû òàêîãî âîçáóæäåíèÿ.PSfrag replaements I(x)
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�èñ. À.6. Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ðåçîíàòîðà çåðêàëî�ðåøåòêà: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò

µ = 0,2, ∆ = 0,15, δ = π/2 − arcsin(∆/µ) + 0,1; 2 � µ = 0,25, ∆ = −0,5, δ = π/2 − 0,75Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè âíóòðè ñðåäû äëÿ ïåðâîéçîíû, à êðèâàÿ 2 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè äëÿ âòîðîé çîíû. Íåáîëü-øèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà δ íà ±0,05 âåäóò ê ïàäåíèþ èíòåíñèâíîñòè âîëíû â ñðåäåïî êðàéíåé ìåðå íà ïîðÿäîê.À.2.3. Êðàåâàÿ ñòàöèîíàðíàÿ íåëèíåéíàÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à î ñàìî-âîçäåéñòâèè âîëíûÎáùèå óðàâíåíèÿ�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû U(x) = ve−ik0(x−L), ãäå v � ååàìïëèòóäà, íà ñëîé íåëèíåéíîé ñðåäû, çàíèìàþùèé ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà L0 < x < L,äëÿ êîòîðîé �óíêöèÿ

ε(x) = ε(x, J(x))òàêæå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ J(x) = |U(x)|2 âíóòðè ñðåäû (íåëè-íåéíàÿ çàäà÷à î ñàìîâîçäåéñòâèè âîëíû). Âíå ñëîÿ ñðåäû, êàê è ðàíåå, ñ÷èòàåì, ÷òî

ε(x) = 0. Ôîðìóëèðîâêå è äåòàëüíîìó àíàëèçó ýòîé çàäà÷è äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãîñëó÷àÿ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [4, 51, 56, 86℄ (ñì. òàêæå [36℄), à äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ñëó-÷àÿ � [107, 115, 143℄.



136 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ�àññìàòðèâàåìàÿ ñòàöèîíàðíàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ñàìîâîçäåéñòâèè âîëíû îïè-ñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷åé

(
d2

dx2
+ k2

0 [1 + ε (x, J(x))]

)
U(x) = 0,

(
d

dx
+ ik0

)
U(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
U(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik0v.

(À.131)Îòìåòèì òàêæå, ÷òî è çàäà÷è, îïèñûâàåìûå íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà,àíàëîãè÷íû êðàåâîé çàäà÷å (À.131) (ñì. [131�134℄).Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â âèäå

U(x) = vu(x).Òîãäà äëÿ �óíêöèè u(x) ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

(
d2

dx2
+ k2

0 [1 + ε (x,wI(x))]

)
u(x) = 0,

(
d

dx
+ ik0

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(
d

dx
− ik0

)
u(x)

∣∣∣∣
x=L

= −2ik0,

(À.132)ãäå w = |v|2 � èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé âîëíû, à I(x) = |u(x)|2 � èíòåíñèâíîñòüâîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿ ñðåäû.�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (À.132) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ L è w, ò. å.

u(x) = u(x,L,w).Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé ïîãðóæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-íèÿ. Êðàåâàÿ çàäà÷à (À.132) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (À.43), êîòîðîåâ íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

u(x,L,w) = eik0(L−x) + i
k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε (ξ, wI(ξ, L,w)) u(ξ, L,w). (À.133)Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü óðàâíåíèå (À.133) ïî ïàðàìåòðó L. Äëÿ ïðîèçâîäíîé
∂

∂L
u(x,L,w) ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà
∂

∂L
u(x,L,w) = a(L,w)eik0(L−x)| + i

k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|
{
ε (ξ, wI(ξ, L,w))

∂u(ξ, L,w)

∂L
+

+ u(ξ, L,w)
∂ε (ξ, wI(ξ, L,w))

∂I(ξ, L,w)

∂I(ξ, L,w)

∂L

}
, (À.134)ãäå òåïåðü

a(L,w) = ik0

{
1 +

1

2
ε (L,wIL(w)) uL(w)

}
, (À.135)à �óíêöèè

uL(w) = u(L,L,w), IL(w) = I(L,L,w).
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∂

∂L
u(x,L,w) = a(L,w)u(x,L,w) + ψ(x,L,w).Òîãäà äëÿ �óíêöèè ψ(x,L,w) ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ψ(x,L,w) = i
k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε (ξ, wI(ξ, L,w)) ψ(ξ, L,w) +

+ i
k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|u(ξ, L,w)
∂ε (ξ, wI(ξ, L,w))

∂I(ξ, L,w)

∂I(ξ, L,w)

∂L
. (À.136)Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü óðàâíåíèå (À.133) ïî ïàðàìåòðó w. Äëÿ ïðîèçâîäíîé

∂

∂w
u(x,L,w) ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà
∂

∂w
u(x,L,w) = i

k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|ε (ξ,wI(ξ, L,w))
∂

∂w
u(ξ, L,w) +

+ i
k0

2

L∫

L0

dξ eik0|x−ξ|u(ξ, L,w)
∂ε (ξ,wI(ξ, L,w))

w∂I(ξ, L,w)

[
1 + w

∂

∂w

]
I(ξ, L,w). (À.137)Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû I(x,L,w) = u(x,L,w)u∗(x,L,w), ãäå u∗(x,L,w) �êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå âîëíîâîå ïîëå, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (À.135) ìîæíî íàïèñàòüñîîòíîøåíèÿ

∂

∂L
I(x,L,w) = [a(L,w) + a∗(L,w)] I(x,L,w) +

+ u(x,L,w)ψ∗(x,L,w) + u∗(x,L,w)ψ(x,L,w),

1

w

(
I(x,L,w) + w

∂I(x,L,w)

∂w

)
=
I(x,L,w)

w
+

+ u(x,L,w)
∂u∗(x,L,w)

∂w
+ u∗(x,L,w)

∂u(x,L,w)

∂w
,è ïðè óñëîâèè

ψ(x,L,w) = w [a(L,w) + a∗(L,w)]
∂

∂w
u(x,L,w)óðàâíåíèÿ (À.136) è (À.143) ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæèâ åäèíñòâåííîñòüðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∂

∂L
u(x,L,w) =

[
a(L,w) + wb(L,w)

∂

∂w

]
u(x,L,w) (x < L), (À.138)ãäå îáîçíà÷åíî

b(L,w) = a(L,w) + a∗(L,w), (À.139)êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, åñëè ê íåìó äîáà-âèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè L→ x:

u(x,L,w)|L=x = ux(w). (À.140)
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∂

∂L
uL(w) =

∂

∂L
u(x,L,w)

∣∣∣∣
x=L

+
∂

∂x
u(x,L,w)

∣∣∣∣
x=L

. (À.141)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (À.141) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (À.138), â êîòî-ðîì íóæíî ïîëîæèòü x = L, à âòîðîå � êðàåâûì óñëîâèåì â (À.132). Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåì çàìêíóòîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂

∂L
uL(w) = 2ik0 [uL(w)−1] + i

k0

2
ε (L,wIL(w)) u2

L(w) +

+ wb(L,w)
∂

∂w
uL(w)

(
IL(w) = |uL(w)|2

) (À.142)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

uL0(w) = 1,âûòåêàþùèì èç (À.132). Óðàâíåíèÿ (À.138), (À.142) ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû êàêèíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (À.133), òàê è èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷å (À.132), êîòîðàÿñâåäåíà òåïåðü ê çàäà÷å ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ ìåòîäà ïî-ãðóæåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è.Åñëè â óðàâíåíèè (À.138) ïîëîæèòü x = L0, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ êîý��è-öèåíòà ïðîõîæäåíèÿ âîëíû TL(w) = u(L0, L,w):

∂

∂L
TL(w) =

[
a(L,w) + wb(L,w)

∂

∂w

]
TL(w), TL(w) = 1. (À.143)Êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ âîëíû ðàâåí ρL(w) = uL(w) − 1 è îïèñûâàåòñÿ çàìêíó-òûì óðàâíåíèåì, âûòåêàþùèì èç (À.142):

∂

∂L
ρL(w) = 2ik0ρL(w) + i

k0

2
ε
(
L,w|1 + ρL(w)|2

)
(1 + ρL(w))2 +

+ wb(L,w)
∂

∂w
ρL(w), ρL0(w) = 0. (À.144)Åñëè ñðåäà ëèíåéíà, òî èñ÷åçàåò çàâèñèìîñòü îò w è âñå óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿòâ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèåì (À.138) ÿâ-ëÿåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ J(x,L,w) = w|u(x,L,w)|2 :

∂

∂L
J(x,L,w) = wb(w)

∂

∂w
J(x,L,w),

J(x, x,w) = Jx(w) = w|ux(w)|2.
(À.145)Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ýêâè-âàëåíòíû ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ââåñòè õàðàê-òåðèñòè÷åñêèå êðèâûå

wL = w(L,w0)ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

d

dL
wL = −b(L,wL)wL, wL0 = w0, (À.146)òî ïîëå íà ãðàíèöå ñëîÿ uL(w) âäîëü õàðàêòåðèñòèê áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì(

IL = |uL|2
)

d

dL
uL = 2ik0 [uL − 1] + i

k0

2
ε (L,wLIL)u2

L, uL0 = 1, (À.147)
À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 139ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþùèì ïî âíåøíåìó âèäó ñ óðàâíåíèåì ëèíåéíîé çàäà÷è, à óðàâíå-íèå (À.145) ïåðåéäåò â ðàâåíñòâî

d

dL
J(x,L) = 0, J(x, x) = Jx = wx|ux|2, (À.148)è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñðåäû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîéíà õàðàêòåðèñòèêå, ò. å.

J(x,L) = Jx = wx|ux|2. (À.149)Òàêèì îáðàçîì, èíòåíñèâíîñòü âîëíû âíóòðè ñðåäû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðå-øåíèåì çàäà÷è (À.146), (À.147), ò. å. çíà÷åíèåì ïîëÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ. Ïðè ýòîì,åñëè ìû çíàåì äèíàìèêó õàðàêòåðèñòèê wL â çàâèñèìîñòè îò L è ðàñïðåäåëåíèåèíòåíñèâíîñòè âîëíû âíóòðè ñðåäû äëÿ êàêîé-ëèáî �èêñèðîâàííîé òîëùèíû ñëîÿ

J(x,L), òî äëÿ ëþáîé äðóãîé òîëùèíû ñëîÿ L1 6 L ïîâåäåíèå èíòåíñèâíîñòè âíóòðèñðåäû îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, íî ñîîòâåòñòâóåò óæå èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîë-íû wL1 , ò. å.
J(x,L1) = J(x,L).Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (À.149) îòðàæàåò ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿèíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿ ñðåäû ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ òîë-ùèíû ñëîÿ è èíòåíñèâíîñòè âîëíû, ïàäàþùåé íà ñëîé. Ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòèÿâëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì è îáîáùàåòñÿ íà òðåõìåðíûå çàäà÷è.Â ñèëó (À.149) ïðè x = L0

J(0, L) = w0.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëå íà ãðàíèöå ñëîÿ ñðåäû x = L0 îïðåäåëÿåò êîìïëåêñíûé êîý�-�èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç ñëîé ñðåäû TL = u(L0, L), äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿêîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

|TL|2 =
1

wL
J(L0, L) =

w0

wL
,êîòîðîå ðàñêðûâàåò �èçè÷åñêèé ñìûñë õàðàêòåðèñòèê wL = w(L,w0), à ñàìà âåëè÷èíà

|TL|2 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dL
|TL|2 = b(L,wL)|TL|2, |TL0 |2 = 1.Ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ â ñðåäå è ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ñëîÿ èíòåíñèâíîñòüâîëíû íà ãðàíèöå x = L0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà |TL|2) äîëæíà óìåíüøàòüñÿ.Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ L âåëè÷èíà wL äîëæíà ðàñòè ñ óâåëè÷å-íèåì L.Ââåäåì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè âîëíîâîãî ïîëÿ íà õàðàêòåðèñòèêå:

uL = R(L) + iS(L).Òîãäà óðàâíåíèÿ (À.146), (À.147) ïðèìóò âèä

d

dL
wL = [γ (L, JL)R(L) + ε1 (L, JL)S(L)]wL, wL0 = w0,

d

dL
R(L) = −2S(L) − ε1 (L, JL)R(L)S(L) − 1

2
γ (L, JL)

[
R2(L) − S2(L)

]
,

d

dL
S(L) = 2 [R(L) − 1] +

1

2
ε1 (L, JL)

[
R2(L) − S2(L)

]
− γ (L, JL)R(L)S(L),

(À.150)
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JL = wL
[
R2(L) + S2(L)

]
.Êâàäðàò ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ âîëíû îò ñëîÿ ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ âû-ðàæåíèåì

|ρL|2 = [R(L) − 1]2 + S2(L).Ïðè γ = 0 èç (À.150) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

|ρL|2 + |TL|2 = 1,ñîîòâåòñòâóþùåå ñîõðàíåíèþ ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè

ε(L, JL) ≡ ε(JL) = ε1(JL) + iγ(JL),ãäå ε∗1(J) = ε1(J), à âåëè÷èíà γ(J) îïèñûâàåò çàòóõàíèå âîëíû, òî, èñêëþ÷àÿ èç (À.150)ïåðåìåííóþ L, ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò uL =
u(wL):

wL [γ (JL)R(L) + ε1 (JL)S(L)]
dR(L)

dwL
=

= −2S(L) − ε1 (JL)R(L)S(L) − 1

2
γ (JL)

[
R2(L) − S2(L)

]
,

wL [γ (JL)R(L) + ε1 (JL)S(L)]
dS(L)

dwL
=

= 2 [R(L) − 1] +
1

2
ε1 (JL)

[
R2(L) − S2(L)

]
− γ (JL)R(L)S(L). (À.151)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû uL îò òîëùèíû ñëîÿ Lîïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çàâèñèìîñòüþ wL îò L.Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íåïðåðûâíîå âîçðàñòàíèåçíà÷åíèé wL ïðè �èêñèðîâàííîì L ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîìó âîçðàñòàíèþ ñîîò-âåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé w0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè L ïðè �èêñèðîâàííîì çíà-÷åíèè wL îáëàñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé w0 ñæèìàåòñÿ ê çíà÷åíèþ w0= 0, êî-òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ wL= 0 (ñëó÷àé ëèíåéíîé çàäà÷è),ìîæíî, î÷åâèäíî, ñ÷èòàòü íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ (À.151) ïðè L → ∞ ðåøåíèå ëè-íåéíîé çàäà÷è. Åñëè æå âåëè÷èíà b(wL) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ wL ðàñòåò ñ ðîñòîì

wL, òî äëÿ ëþáîãî w0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå òîëùèíû ñëîÿ L(w0), ÷òî
wL = ∞. È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé âåëè÷èíû L ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåäåëüíîåçíà÷åíèå w̃0, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå åé wL = ∞. Èçìåíåíèþ âåëè÷èíû w0 â îáëàñòè
0 6 w0 6 w̃0 ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå wL â îáëàñòè 0 6 wL < ∞. Ïðèóâåëè÷åíèè òîëùèíû ñòîÿ L âåëè÷èíà w̃0 → 0. Íèæå íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ìûóáåäèìñÿ, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî.Âûøå áûëî ðàññìîòðåíî ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäû. Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæåñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèê ïîëÿ íàõîäèòñÿ âíóòðè ñëîÿ ñðåäû. Ïîñêîëüêó òàêàÿ çàäà÷àíå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî �èçè÷åñêîãî èíòåðåñà, íå áóäåì íà íåé îñòàíàâëèâàòüñÿ. Îò-ìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à î íàêëîííîì ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû äëÿ ïðîñòåéøèõ òèïîâíåëèíåéíîñòè ñâîäèòñÿ ê äàííîé ïðè ïðîñòîì ïåðåîáîçíà÷åíèè ïåðåìåííûõ.

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 141Ïàäåíèå âîëíû íà ïîëóïðîñòðàíñòâî íåëèíåéíîé ñðåäûÅñëè �óíêöèÿ ε(x,wI(x)) íå çàâèñèò ÿâíî îò x, ò. å. ε(x,wI(x)) = ε(wI(x)), òîâ óðàâíåíèè (À.144) ìîæíî ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä L0 → −∞, ñîîòâåòñòâó-þùèé ïàäåíèþ âîëíû íà ïîëóïðîñòðàíñòâî x < L. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëÿ íà ãðàíèöåñðåäû ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà(
I(w) = |u(w)|2

)

wb(w)
d

dw
u(w) = −2i [u(w) − 1] − i

1

2
ε (wI(w)) u2(w) (À.152)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, îïðåäåëÿåìûì ðåøåíèåì ëèíåéíîé çàäà÷è ïðè w = 0,

u(0) =
2

1 + α
, α =

√
1 + ε(0), Imα > 0, Reα > 0,à âîëíîâîå ïîëå u(x,w) âíóòðè ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì (k(L− x)= ξ)

∂

∂ξ
u(ξ, w) =

[
a(w) + wb(w)

∂

∂w

]
u(ξ, w) (ξ > 0) (À.153)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(0, w) = u(w), ãäå

a(w) = i

{
1 +

1

2
ε(wI(w))u(w)

}
, b(w) = a(w) + a∗(w).Äëÿ èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñðåäû J(ξ, w) = w|u(ξ, w)|2 èç (À.153)âûòåêàåò óðàâíåíèå

∂

∂ξ
J(ξ, w) = wb(w)

∂

∂w
J(ξ, w), J(0, w) = wI(w) = w|u(w)|2. (À.154)Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (À.154) ëåãêî ñòðîèòñÿ ìåòîäîìõàðàêòåðèñòèê ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì w̄:

ξ = −
w∫

w̄

dw

wb(w)
, J(ξ, w) = w̄I(w̄). (À.155)Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð w̄, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì â ÿâíîì âèäå çàâèñèìîñòü J(ξ, w).Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîëÿ íà ãðàíèöå u(w) èëèêîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ ρ(w) = u(w) − 1.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ε(0) = 0, u(0) = 1 â îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ ëåãêî íàéòè ÷àñòíîåðåøåíèå, êîãäà �óíêöèÿ u(w) âåùåñòâåííà. Â ýòèõ óñëîâèÿõ b(w) ≡ 0 è èç (À.152)ñëåäóåò òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ u(w):

4 [u(w) − 1] = −ε(wI(w))u2(w).Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (À.153) ñëåäóåò ðåøåíèå

u(ξ, w) = u(w) exp

{
iξ

2 − u(w)

u(w)

}
, (À.156)îòâå÷àþùåå ñèòóàöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé âîëíû â íåëèíåéíîé ñðåäå.�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðó ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî

ε(J) = ε1(J) + iγ(J),



142 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõãäå ε∗1(J) = ε1(J), à âåëè÷èíà γ(J) îïèñûâàåò çàòóõàíèå âîëíû. Ïîëîæèì

u(w) = R(w) + iS(w)è ðàçäåëèì â (À.152) âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

wb(w)
d

dw
R(w) = 2S(w) + ε1 (wI(w))R(w)S(w) +

1

2
γ (wI(w))

[
R2(w) − S2(w)

]
,

wb(w)
d

dw
S(w) = 2 [1 −R(w)] + γ (wI(w))R(w)S(w) −

− 1

2
ε1 (wI(w))

[
R2(w) − S2(w)

]
, (À.157)ãäå

I(w) = R2(w) + S2(w),

b(w) = − [γ (wI(w))R(w) + ε1 (wI(w)) S(w)] .Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (À.157) �îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíå-íèé (À.151). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê ñèñòåìå (À.157) âûòåêàþò èç (À.152). Èç óñëîâèÿ

|ρ(w)|2 6 1 âûòåêàþò îãðàíè÷åíèÿ

0 6 R(w) 6 2, |S(w)| 6 1.Ïðè÷åì ðàâåíñòâà ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ëèøü ïðè γ = 0.Ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé (À.157) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà

b(w)
d

dw
wR(w) = 2S(w) − 1

2
γ (wI(w)) I(w),

b(w)
d

dw
wI(w) = 4S(w).

(À.158)�àññìîòðèì ïðåæäå âñåãî ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ çàòóõàíèÿ, ò. å. γ (wI(w)) = 0. Òîãäàñèñòåìà óðàâíåíèé (À.157) óïðîùàåòñÿ:

ε1(wI(w))wS(w)
d

dw
R(w) = −S(w) [2 + ε1(wI(w))R(w)] ,

ε1(wI(w))wS(w)
d

dw
S(w) = 2 [R(w) − 1] +

1

2
ε1(wI(w))

[
R2(w) − S2(w)

]
,

(À.159)à ðàâåíñòâà (À.158) ïðèíèìàþò �îðìó
ε1 (wI(w))wS(w)

d

dw
wR(w) = −2S(w),

ε1 (wI(w))wS(w)
d

dw
wI(w) = −4S(w).

(À.160)�àññìàòðèâàÿ ñèñòåìó (À.159) êàê ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (áåç ó÷åòà íà÷àëüíûõ óñëîâèé), âèäèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ðàñïàäà-þòñÿ íà ðåøåíèÿ äâóõ òèïîâ.

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 1431. S(w) = 0. Òîãäà ïåðâîå èç óðàâíåíèé (À.159) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî,à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ R(w):
4 [1−R(w)] = R2(w)ε1(wR

2(w)). (À.161)Â ýòîì ñëó÷àå b(w) ≡ 0 è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (À.155) èìååò âèä
J(ξ, w) = wR2(w). (À.162)Ýòîò òèï ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ïëîñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â íåëè-íåéíîé ñðåäå. Âîëíîâîå ïîëå â ýòîì ñëó÷àå, êàê ýòî ñëåäóåò èç (À.153), èìååò âèä

u(ξ, w) = R(w) exp

{
iξ

2 −R(w)

R(w)

}
. (À.163)Âòîðîé òèï ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ2. S(w) 6= 0. Ïóñòü ïðè w = w0 �óíêöèè R(w0) = R0, S(w0) = S0. Òîãäà, ñîêðàùàÿ(À.159), (À.160) íà S(w), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ε1 (wI(w))w
d

dw
R(w) = − [2 + ε1 (wI(w))R(w)] ,

ε1 (wI(w))wS(w)
d

dw
S(w) = 2 [R(w) − 1] +

1

2
ε1 (wI(w))

[
R2(w) − S2(w)

]
,

(À.164)è ðàâåíñòâà
ε1 (wI(w))

d

dw
wR(w) = −2,

ε1 (wI(w))
d

dw
wI(w) = −4.

(À.165)Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâà (À.165), ïîëó÷àåì

wI(w)∫

w0I0

dt ε1(t) = −4(w − w0), I0 = R2
0 + S2

0 , (À.166)

wI(w) − 2wR(w) = w0 [I(w0) − 2R(w0)] . (À.167)�àâåíñòâî (À.166) îïðåäåëÿåò I(w) êàê �óíêöèþ w, à ðàâåíñòâî (À.167) îïðåäåëÿåò�óíêöèþ R(w). Ôóíêöèÿ S(w) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

S(w) = ±
√
I(w) −R2(w), (À.168)ãäå çíàê êîðíÿ äîëæåí áûòü âûáðàí ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ èëè, ïðè óñëîâèè

S(w0) = 0, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ ïðè ξ > 0. Èç (À.166) ñëåäóåòâûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ:

|ρ(w)|2 = [R(w) − 1]2 + S2(w) = 1 − w0

w
(2R0 − I0). (À.169)Ñëåäîâàòåëüíî, 2R0 > I0, è äëÿ ýòîãî òèïà ðåøåíèÿ ìîäóëü êîý��èöèåíòà îòðàæå-íèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû. Äàííûé òèï ðåøåíèÿìîæåò ñóùåñòâîâàòü, òîëüêî åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (À.168) ïîëîæèòåëüíî.



144 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÂ òî÷êàõ, ãäå

I(w1) = R2(w1),ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñìåíà ðåæèìîâ ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî òèïà ðåøåíèÿ ëåãêî íàïèñàòüíåÿâíóþ �îðìóëó äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ âíóòðè ñðåäû, âûòåêàþùóþ èç (À.155). Âñåýòè �îðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü, åñòåñòâåííî, ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿóðàâíåíèÿ (À.131) íà ñ. 136 (ïðè γ = 0, ε = ε(wI)) ñ ïîìîùüþ äâóõ èíòåãðàëîâ

U(x)
d

dx
U∗(x) − U∗(x)

d

dx
U(x) = const,

dU(x)

dx

dU∗(x)
dx

+ k2

J(x)∫

J0

dt [1 + ε(t)] = const.

(À.170)Îäíàêî îíè äàþò ÿâíóþ çàâèñèìîñòü âñåõ âåëè÷èè îò èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîë-íû, êîòîðóþ âûäåëèòü èç èíòåãðàëîâ (À.170) íåïðîñòî. Îáû÷íî, èñõîäÿ èç (À.170),àâòîðû àíàëèçèðóþò âîçìîæíûå òèïû ðåøåíèé, êîòîðûå çàòåì ñøèâàþòñÿ íà ãðàíè-öå ñëîÿ ñ ïàäàþùåé âîëíîé. Ïðè ýòîì â ðÿäå ñëó÷àåâ âîçíèêàþò íåîäíîçíà÷íîñòè,êîãäà îäíîìó è òîìó æå ïîëþ âíóòðè ñðåäû ñîîòâåòñòâóþò íåñêîëüêî çíà÷åíèé êîý�-�èöèåíòà îòðàæåíèÿ. Ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü íå ñíèìàåò â ðÿäå ñëó÷àåâ äàæå íàëè÷èåçàòóõàíèÿ. �àçâèâàåìûé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà äðóãîì ïðèíöèïå. Ïðè ìàëûõ èí-òåíñèâíîñòÿõ ïàäàþùåé âîëíû w ìû èìååì ëèíåéíóþ çàäà÷ó. Äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿïîëÿ ñ ðîñòîì w îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (À.157) ñ çàäàííûìèíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Åñòåñòâåííî äóìàòü, ÷òî ýòà ýâîëþöèÿ äîëæíà âûäåëèòü èçâîçìîæíûõ òèïîâ ðåøåíèé òå, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ, è ìûäîëæíû àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èòü òîò òèï ðåøåíèÿ (1 èëè 2), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåòíà÷àëüíûì äàííûì, à òàêæå âîçìîæíûå ïåðåõîäû îò îäíîãî òèïà ê äðóãîìó. Èçìå-íåíèå èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû, åñòåñòâåííî, ïðîèñõîäèò àäèàáàòè÷åñêè. Ïðèíàëè÷èè çàòóõàíèÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ (À.157) àíàëèòè÷åñêè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-ìîæíûì. Àíàëèç ñèñòåìû (À.157) â îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ãäåèìåþò ìåñòî îñîáåííîñòè â ðåøåíèÿõ, à äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîâåäåíèÿ â îêðåñòíîñòèýòèõ îñîáåííîñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûé ñ÷åò.Ïðèìåðû ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ïîëåé â íåëèíåéíîé ñðåäå�àññìîòðèì êîíêðåòíî äâà ïðîñòåéøèõ òèïà íåëèíåéíîñòåé: ε1(t) = ±βt, β > 0.Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé ìàëîãî çàòóõàíèÿ. Îáñóæäåíèå äðóãèõ òèïîâ íåëèíåé-íîñòåé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [36, 110℄.Ïðèìåð 1. Ïóñòü ε1(t) = βt, β > 0, γ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ε1(0) = 0 è íà÷àëüíûå óñëîâèÿäëÿ ñèñòåìû (À.157) èìåþò âèä

R(0) = 1, S(0) = 0.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïàðàìåòð β âõîäèò òîëüêî â êîìáèíàöèè βw > 0, ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè ïîëîæèòü åãî ðàâíûì åäèíèöå. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñèñòåìó:
[
R2(w) + S2(w)

]
w2S(w)

d

dw
R(w) = S(w)

{
2+wR(w)

[
R2(w) + S2(w)

]}
, R(0) = 1,

[
R2(w) + S2(w)

]
w2S(w)

d

dw
S(w) = 2 [R(w) − 1] +

1

2
w
[
R4(w) − S4(w)

]
, S(0) = 0.(À.171)

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 145Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò S(w) íå ðàâíî òîæäåñòâåííî íóëþ.Ñîêðàùàÿ (À.171) íà S(w) è ëèíåàðèçèðóÿ îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷èì
w2 d

dw
R(w) = −2 − wR(w),îòêóäà íàõîäèì èíòåãðàë

wR(w) = −2 lnw + const,êîòîðûé íè ïðè îäíîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé íå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ R(0) = 1.Ñëåäîâàòåëüíî, S(w) = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ïåðâîå óðàâíåíèå(À.171) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ðåøåíèå òèïà 1, è �óíêöèÿ
R(w) îïðåäåëÿåòñÿ èç àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (À.161), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

4 [1 −R(w)] = wR4(w).Ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïî �îðìóëå Ôåððàðèâåòâü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ R(0) = 1, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R(w) =

√
2

w
√

2y
− y

2
− 1

2

√
2y, (À.172)ãäå

y =
4√
3w

sh
ϕ

3
, shϕ =

9

8
√

3w
.Ïðè ìàëûõ w èìååì

R(w) ≈ 1 − w/4, ρ(w) ≈ −w/4 (w → 0).Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà
R(w) ≈

√
2w−1/4, ρ(w) ≈ −1 +

√
2w−1/4 (w → ∞),è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ R(w) ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè w, à êîý��èöè-åíò îòðàæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê −1. Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ïëîñêîé âîëíû â íåëè-íåéíîé ñðåäå, è èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿ îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (À.162).�àññìîòðèì òåïåðü ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû è ïðîñëåäèì, êàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷èäëÿ êîíå÷íîãî ñëîÿ ïåðåõîäèò â ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííîå âûøå.Äëÿ òèïà íåëèíåéíîñòè ε1(J) = J âñå õàðàêòåðèñòèêè wL ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè �óíêöèÿìèòîëùèíû ñëîÿ L, íå ïåðåñåêàþùèìè è íå êàñàþùèìèñÿ äðóã äðóãà íè â êàêîé òî÷êå. Ïîýòî-ìó äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû w ïðè ëþáîé òîëùèíå ñëîÿ èìååòñÿåäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íà ðèñ. À.7, à ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòèâîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè òîíêîãî ñëîÿ ñðåäû L = 10 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè ïà-äàþùåé âîëíû w è γ = 0,05.Õàðàêòåðíî íàëè÷èå îñöèëëÿöèé, òåì áîëüøèõ, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð w, îáóñëîâëåííûõèíòåð�åðåíöèåé ïðÿìîé è îòðàæåííîé â ñðåäå âîëí. Ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ñëîÿ àìïëèòó-äà îñöèëëÿöèé óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. À.7, á ), è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïàäåíèÿ âîëíû íà ïîëóïðî-ñòðàíñòâî (ðèñ. À.7, â) êðèâûå ñòàíîâÿòñÿ ìîíîòîííî çàòóõàþùèìè. Ïðè òîëùèíå ñëîÿ L =

100íà ðàññòîÿíèÿõ ξ = L − x ≈ 60 îò ãðàíèöû ñëîÿ, íà êîòîðóþ ïàäàåò âîëíà, ðåøåíèå çàäà-÷è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ëèíåéíîé çàäà÷è. ×òî êàñàåòñÿ çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè ïîëÿíà ãðàíèöå ñëîÿ è êâàäðàòà ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî òîíêîãîñëîÿ íàáëþäàþòñÿ ñèëüíûå êîëåáàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò w, êîòîðûå èñ÷åçàþò ïðè ïåðåõîäåê ïîëóïðîñòðàíñòâó (ðèñ. À.8). �Ïðèìåð 2. Ïóñòü òåïåðü ε1(t) = −βt, β > 0, γ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ïîëîæèòü

β = 1, è çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

[
R2(w) + S2(w)

]
w2S(w)

d

dw
R(w) = S(w)

{
2+wR(w)

[
R2(w) + S2(w)

]}
, R(0) = 1,

[
R2(w) + S2(w)

]
w2S(w)

d

dw
S(w) = 2 [R(w) − 1] +

1

2
w
[
R4(w) − S4(w)

]
, S(0) = 0.(À.173)
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40 60 80 100�èñ. À.7. �àñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè âîëíû J(x) âíóòðè ñëîÿ ñðåäû ïðè ε1(J) = J , γ =0,05. �èñ. (à) ñîîòâåòñòâóåò L = 10: êðèâàÿ 1 � w = 0,32; 2 � w = 0,61; 3 � w = 1,23; 4 �
w = 1,76; 5 � w = 2,58; 6 � w = 2,95. �èñ. (á ) ñîîòâåòñòâóåò L = 30: 1 � w = 0,32; 2 �
w = 0,87; 3 � w = 1,35; 4 � w = 1,79: 5 � w = 2,45. �èñ. (â) ñîîòâåòñòâóåò L = 100: 1 �

w = 0,49; 2 � w = 0,86; 3 � w = 1,46; 4 � w = 1,95; 5 � w = 2,39PSfrag replaements

0
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I
II

1
1

2
2

3
3JL(w), 10|̺|2(w)

w�èñ. À.8. Çàâèñèìîñòè JL(w) (ñïëîøíûå ëèíèè I) è 10|ρ|2(w) (øòðèõîâûå ëèíèè II) ïðè

ε1(J) = J , γ = 0,05. Êðèâàÿ 1 � L = 10; 2 � L = 30; 3 � L = 100

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 147Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè w = 0 âåëè÷èíà S(w) = 0, òàê æå êàê è â ïðèìåðå 1.Ôóíêöèÿ R(w) îïèñûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì
4 [R(w) − 1] = wR4(w). (À.174)Íåñëîæíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïðè
0 < w < wr = (3/4)3èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ; íóæíàÿ íàì âåòâü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ R(0) = 1,çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ 0 < R < Rr = 3/4. �åøåíèå ñíîâà íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå Ôåððàðèè èìååò âèä

R(w) =
1

2

√
2y −

√
2

w
√

2y
− y

2
, (À.175)ãäå òåïåðü

y =
4√
3w

ch
ϕ

3
, chϕ =

9

8
√

3w
=
(w0

w

)1/2

.Ïðè ìàëûõ w èìååì
R(w) ≈ 1 + w/4, ρ(w) ≈ w/4 (w → 0).Ïðè w → wr − 0 íåòðóäíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå

R(w) ≈ 4

3
− 2

3

√
1 − w

wcr
,îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî dR(w)/dw → ∞ ïðè w → wr − 0. Ýòîò òèï ðåøåíèÿ òàêæåñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ïëîñêîé âîëíû, è èíòåíñèâíîñòü âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿ J(ξ, w) =

wR2(w). Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå J(ξ, wr) = 3/4 è â ýòîì ñëó÷àå 1 + ε(J) = 1/4.Ïðè w > wr óðàâíåíèå (À.174) íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

S(w) 6= 0, è ìû ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ òèïà 2. Ôîðìàëüíî ïðè w > wr äàííàÿ çàäà÷à èìååòêîíòèíóóì ðåøåíèé, îïèñûâàåìûé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (À.164) ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíû-ìè óñëîâèÿìè ïðè w = wr. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è êàê�óíêöèè w. Òîãäà, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè w = wr �óíêöèè R(wr) = 4/3, S(wr) = 0, èç �îðìóë(À.166)�(À.168) ïîëó÷àåì ðåøåíèå âèäà (w > wr)
I(w) =

1

4w
Q(w), R(w) =

1

8w

[
Q(w)+

3

2

]
,

S(w) =
1

16
√

2w
[Q(w) − 3]

√
Q(w) − 2,

(À.176)ãäå
Q(w) =

√
128w− 45.Êâàäðàò ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ, ñîãëàñíî (À.169), �îðìóëîé

|ρ(w)|2 = 1 − 3

8w
, |ρ(wr)|2 =

1

9
.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

wb(w) =
1

64
√

2
Q(w) [Q(w) − 3]

√
Q(w) − 2,èíòåãðàë (À.155), îïðåäåëÿþùèé õàðàêòåðèñòèêó, ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì îêîí-÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ âíóòðè ñðåäû:

J(ξ, w) =
1

2



1 +

1

2

[
q(w)eξ/

√
2+1

q(w)eξ/
√

2−1

]2


 , (À.177)
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q(w) =

√
Q(w) − 2 + 1√
Q(w) − 2 − 1

.Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è ε(J) = −J , �îðìóëà (À.177) îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèåäèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè â çàâèñèìîñòè îò w è ξ, ñ�îðìèðîâàííîå ïàäàþùåé âîëíîé.Ìû âèäèì, ÷òî ïåðåñòðîéêà ïîëÿ ñ ðåæèìà ïëîñêîé âîëíû íà áîëåå ñëîæíûé ðåæèì (À.177)íà÷èíàåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàíüøå, ÷åì îáðàòèòñÿ â íóëü âåëè÷èíà ε̃(J) = 1 + ε(J). Ïðè wr <
w < w1 = 61/128âåëè÷èíà ε̃(J) â íóëü âîîáùå íå îáðàùàåòñÿ. Ïðè w > w1 âñåãäà èìååòñÿòî÷êà

ξ0(w) =
√

2 ln

[√
2 + 1√
2 − 1

] √
Q(w) − 2−1√
Q(w) − 2+1

,â êîòîðîé ε̃(J) = 0. Ïðè ýòîì â îáëàñòè 0 6 ξ 6 ξ0 âåëè÷èíà ε̃(J) 6 0. Ïðè w = w1 çíà÷åíèå

ξ0 = 0, à ïðè w ≫ w1

ξ0(w) =
√

2 ln

[√
2 + 1√
2 − 1

]
≈ 2,5.Â îñòàëüíîé æå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà (ξ > ξ0) âåëè÷èíà ε̃(J) > 0.Òàêèì îáðàçîì, âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà ïîÿâëÿåòñÿ óçêèé ñëîé, èìåþùèé òîëùèíó ïî-ðÿäêà äëèíû âîëíû, ãäå ε̃(J) < 0, è èìåííî ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì îáóñëîâëåí òîò �àêò, ÷òîñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû ïîëå ïðîíèêàåò äàëåêî â ãëóáü ñðåäû ( J(ξ, w) ≈ 3/4ïðè ξ ≫ 1).Âûøå ìû ïðåäïîëîæèëè âîçìîæíîñòü íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ÷åðåç êðèòè-÷åñêóþ òî÷êó wr è âûÿñíèëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå âñåõ ðàññìîòðåííûõ âåëè÷èíòåðïÿò ðàçðûâ â ýòîé òî÷êå. Îòâåò íà âîïðîñ, èìååò ëè ýòî ìåñòî íà ñàìîì äåëå, ìîæíîïîëó÷èòü, èçó÷èâ ðåøåíèå çàäà÷è ïðè íàëè÷èè êîíå÷íîãî (õîòü è ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) çà-òóõàíèÿ. Óðàâíåíèÿ (À.157) ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàëèñü äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ñ ïîñòîÿííûìèìàëûìè çíà÷åíèÿìè êîý��èöèåíòà çàòóõàíèÿ γ. Ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà γ íàáëþäàåòñÿñòðåìëåíèå íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ ê ðåøåíèþ, îïèñàííîìó âûøå, ò. å. ê íåïðåðûâíîìó ïî wðåøåíèþ, íî ñ ðàçðûâíîé ïðîèçâîäíîé (ðèñ. À.9).PSfrag replaements
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�èñ. À.9. Çàâèñèìîñòü ïîëÿ íà ãðàíèöå îò w: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå (R(w) − 1);êðèâàÿ 2 ñîîòâåòñòâóåò (−S(w)) (γ = 0,01)�àññìîòðèì òåïåðü ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû. Íàñ èíòåðåñóåò, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìå-ðå, êîãäà è êàêèì îáðàçîì ðåøåíèå çàäà÷è ïåðåõîäèò â ðåøåíèå çàäà÷è î ïàäåíèè âîëíû íà ïî-ëóïðîñòðàíñòâî. Íåîáõîäèìî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ñðåäå îáÿçàòåëüíî èìååòñÿ ïîãëîùåíèå, ò. å.âåëè÷èíà γ ìîæåò áûòü õîòü è ìàëîé âåëè÷èíîé, íî îòëè÷íîé îò íóëÿ. Äëÿ òèïà íåëèíåéíîñòè

ε1(J) = −J êàðòèíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà γ. Òàê, ïðè γ > 0,05 õàðàêòåðèñòèêè,êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íèãäå íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïåðåõîä ê çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íàïîëóïðîñòðàíñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðè L ∼ 70. Ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðà γ õàðàêòåðèñòèêè íà÷èíàþò ïåðåñåêàòüñÿ, è â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ çíà÷åíèÿ JL è |ρ|2

À.2. Ñòàöèîíàðíûå êðàåâûå âîëíîâûå çàäà÷è 149íà ðàçíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ íå ñîâïàäàþò. Òàê, ïðè γ = 0,01 èìååòñÿ ïó÷îê õàðàêòåðèñòèê,ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì 0,25 < w0 < 0,33, â êîòîðîì êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿïðè 7,4 < L < 33. Ïðè÷åì â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê 0,36 < wL < 0,41. Íàïîìíèì,÷òî â çàäà÷å î ïàäåíèè âîëíû íà ïîëóïðîñòðàíñòâî ïðè γ = 0 ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷å-íèå èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû wr = (3/4)2 ≈ 0,42, ïðè êîòîðîì ñòðóêòóðà ïîëÿ â ñðåäåêîðåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ. Ñóùåñòâîâàíèå æå ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñâèäåòåëüñòâóåòî òîì, ÷òî äëÿ ñëîÿ êîíå÷íîé òîëùèíû èìååòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü êàê äëÿ ïîëÿ íà ãðàíèöåñëîÿ, òàê è âíóòðè ñðåäû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. À.10, á ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷èäëÿ ñëîÿ òîëùèíû L = 14,15. Êðèâûå 3, 4 íà ðèñ. À.10, a ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòèêàì,ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðè äàííîé òîëùèíå ñëîÿ è îãðàíè÷èâàþùèì äðóãèå ïåðåñåêàþùèåñÿ õàðàê-òåðèñòèêè. Êðèâîé 5 îòâå÷àåò îäíà èç ¾áëèæàéøèõ¿ õàðàêòåðèñòèê, óæå íå ïåðåñåêàþùèõñÿñ äðóãèìè. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ýòà õàðàêòåðèñòèêà óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ïðàêòè÷åñêèïðè äàííîé òîëùèíå ñëîÿ.
PSfrag replaements L

wL à
á

âJ, 5|ρ|2

J, 5|ρ|2

x

x

w

w

J(x)

J(x)

0

0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

2,0

2,0

0,5

5

5

10

10

50 100

I

I

I

II

II

II

1
1

1
2

2
2

3
3

3
4 4

4
5

5

�èñ. À.10. �åøåíèå çàäà÷è ïðè ε1(J) = −J , γ = 0,01: (à) çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê wLîò òîëùèíû ñëîÿ; (á ) ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè âîëíû J(x) âíóòðè ñëîÿ ïðè L = 14,15:êðèâàÿ 1 � w = 0,14; 2 � w = 0,29; 3 � w = 0,40; 4 � w = 1,40; 5 � w = 2,13 (JL = 3,75)(íà âðåçêå � çàâèñèìîñòè I − J(w), II − 5|ρ|2(w)); (â) ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè âîëíû

J(x) âíóòðè ñëîÿ ïðè L = 155,23: 1 ñîîòâåòñòâóåò w = 0,13; 2 � w = 0,30; 3 � w = 0,55; 4 �

w = 2,33 (JL = 3.93) (íà âðåçêå � çàâèñèìîñòè I − J(w), II − 5|ρ|2(w))



150 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÊðèâûå äëÿ çàâèñèìîñòè ïîëÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ îò w áûëè ïîëó÷åíû ïóòåì ïîñëåäîâà-òåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ êîíå÷íûõ òî÷åê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (À.150) â òîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,â êîòîðîé âûáèðàëèñü òî÷êè w0 (íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ w0 âûáèðàëèñü ïî âîçðàñòàíèþ).Èç ðèñóíêà âèäíî íàëè÷èå íåîäíîçíà÷íîñòè â îêðåñòíîñòè w ∼ 0,40, êîòîðàÿ ñâèäåòåëü-ñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè ðàçðûâà, íàïðèìåð, ìîäóëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ è î íàëè÷èèãèñòåðåçèñà êàê ïðè óâåëè÷åíèè w, òàê è ïðè åãî óìåíüøåíèè.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà íåëèíåéíîñòè ëþáàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ óõîäèò íàáåñêîíå÷íîñòü ïðè êîíå÷íîé òîëùèíå ñëîÿ. Ïðè òîëùèíå ñëîÿ L ≈ 33 ñàìàÿ íèæíÿÿ èç ñå-ìåéñòâà ïåðåñåêàþùèõñÿ õàðàêòåðèñòèê óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, è ðåøåíèå çàäà÷è ñòàíî-âèòñÿ åäèíñòâåííûì è ãëàäêèì äëÿ ëþáîé òîëùèíû ñëîÿ è èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû.Íà ðèñ. À.10, â ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ L = 155,23, ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ðå-øåíèþ çàäà÷è î ïàäåíèè âîëíû íà ïîëóïðîñòðàíñòâî. Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷èäèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ε̃(x) = 1−J(x), èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî âáëèçè ãðàíèöûîáðàçóåòñÿ òîíêèé ñëîé, ãäå ε̃(x) < 0, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïîëó÷åííûìè ðàíåå. Âíååãî ε̃(x) > 0 è ðåøåíèå áûñòðî âûõîäèò íà ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è. �À.3. Îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ âîëíîâàÿçàäà÷àÂ ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè ëèíåéíûå ñòàöèîíàðíûå êðà-åâûå âîëíîâûå çàäà÷è. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò êðàåâîé çàäà÷è ê çàäà÷å ñ íà-÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñêàëÿðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþòïðè àíàëèçå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âðåìåíí�ûõ èìïóëüñîâ â ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàð-íûõ ñðåäàõ, à òàêæå ïðè ðàññåÿíèè âîëí îäíîãî òèïà íà âîëíàõ äðóãîãî òèïà (íà-ïðèìåð, ðàññåÿíèå ñâåòà íà óëüòðàçâóêå èëè ðàññåÿíèå çâóêà íà âíóòðåííèõ âîëíàõ).�àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ñ íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé.À.3.1. Ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíîé ñðåäûÏóñòü, êàê è ðàíåå, ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû çàíèìàåò ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà
L0 < x < L è â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�îé òî÷êå (x0, t0) ðàñïîëàãàåòñÿ òî÷å÷íûéèñòî÷íèê. Îïðåäåëèì �óíêöèþ �ðèíà äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (âîëíîâîå ïîëå òî-÷å÷íîãî èñòî÷íèêà) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂t2
1

c2(x, t)

)
G(x, t, x0, t0) = − 2

c0
δ(x− x0)δ(t − t0), (À.178)ãäå �óíêöèÿ c(x, t) îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�ûå íåîäíîðîäíîñòè ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñðåäå. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ G(x, t, x0, t0) áóäåò áåçðàç-ìåðíîé �óíêöèåé. Âíå ñëîÿ ñðåäû ïðîñòðàíñòâî ñ÷èòàåì îäíîðîäíûì, ñêîðîñòü ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â êîòîðîì ðàâíà c0. Åñëè c(L, t) 6= c0, òî ñóùåñòâóåò ðàçðûâñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íà ãðàíèöå x = L. Òàêóþ ãðàíèöó, êàê è äëÿ ñòà-öèîíàðíûõ çàäà÷, áóäåì íàçûâàòü íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé. Åñëè æå c(L, t) = c0,òî ðàçðûâà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íåò è ãðàíèöó áóäåì íàçûâàòü ñîãëàñî-âàííîé. �àññìîòðèì ñëó÷àé íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöû. Óðàâíåíèÿ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿäëÿ ñîãëàñîâàííîé ãðàíèöû ñì. â ðàáîòå [112℄.Ââåäåì �óíêöèþ

ε(x, t) =
c20

c2(x, t)
− 1. (À.179)

À.3. Îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷à 151Òîãäà âîëíîâîå óðàâíåíèå (À.178) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(
∂2

∂x2
− ∂2

c20∂t
2

)
G(x, t, x0, t0) −

∂2

c20∂t
2

[ε(x, t)G(x, t, x0, t0)] = − 2

c0
δ(x − x0)δ(t− t0).(À.180)Âíå ñëîÿ ñðåäû ðåøåíèå èìååò âèä óõîäÿùèõ âîëí:

G(x, t, x0, t0) = T1(x− L− c0t) (x > L),

G(x, t, x0, t0) = T2(x− L0 + c0t) (x 6 L0),è êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ ýòîé çàäà÷è, êàê è ðàíåå, ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòèïîëÿ u(x, t) è ïðîèçâîäíîé ∂u(x, t)/∂x íà ãðàíèöàõ ñëîÿ, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå (
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
G(x, t, x0, t0)

∣∣∣∣
x=L

= 0,

(
∂

∂x
− ∂

c0∂t

)
G(x, t, x0, t0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0.

(À.181)Ôóíêöèÿ G(x, t, x0, t0) íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, à åå ïðîñòðàí-ñòâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x èñïûòûâàåò ñêà÷îê â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà:

∂

∂x
G(x, t, x0, t0)

∣∣∣∣
x=x0+0

− ∂

∂x
G(x, t, x0, t0)

∣∣∣∣
x=x0−0

= − 2

c0
δ(t− t0). (À.182)Ïðè îòñóòñòâèè íåîäíîðîäíîñòåé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ò. å.ïðè ε(x, t) = 0, �óíêöèÿ �ðèíà ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà

g0(x, t, x0, t0) = g0(x− x0, t− t0)îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
g0(x, t) = θ (c0t− |x|) = − 1

2iπ

∞∫

−∞

dω

ω + i0
e−iω(c0t−|x|), (À.183)è ïðè �èêñèðîâàííîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê íàáëþäåíèÿ è èñòî÷íèêà (íàïðèìåð ïðè

x < x0) äëÿ íåå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂

∂x0
g(x− x0, t− t0) = − ∂

∂x
g(x− x0, t− t0) =

= − ∂

c0∂t
g(x− x0, t− t0) =

∂

c0∂t0
g(x− x0, t− t0), (À.184)âûðàæàþùèå ñâîéñòâî �àêòîðèçàöèè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (ñì. ïðèëîæåíèå Á).Êðàåâîé çàäà÷å (À.180), (À.181) ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

G(x, t, x0, t0, L) = g0(x− x0, t− t0) −

− 1

2c0

L∫

L0

dx1

∞∫

−∞
dt1g0(x− x1, t− t1)

∂2

∂t21
[ε(x1, t1)G(x1, t1, x0, t0, L)] . (À.185)



152 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÏóñòü òåïåðü èñòî÷íèê âîëí íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ x0 = L. Òîãäà êðàåâàÿçàäà÷à (À.180), (À.181) çàïèøåòñÿ â âèäå (ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (À.182))

(
∂2

∂x2
− ∂2

c20∂t
2

)
G(x, t, L, t0) =

∂2

c20∂t
2

[ε(x, t)G(x, t, L, t0)] ,

(
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L

=
2

c0
δ(t− t0),

(
∂

∂x
− ∂

c0∂t

)
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,

(À.186)

÷òî ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

G(x, t, L, t0) = g0(x− L, t− t0) −

− 1

2c0

L∫

L0

dx1

∞∫

−∞
dt1 g0(x− x1, t− t1)

∂2

∂t21
[ε(x1, t1)G(x1, t1, L, t0)] . (À.187)Çàìå÷àíèå À.14. Ïàäåíèå âîëíû íà ñëîé ñðåäûÎòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (À.187) (èëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (À.186))îïèñûâàåò çàäà÷ó î ïàäåíèè âîëíû íà ñëîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû. Ïóñòü ñïðàâà èç îáëàñòè

x > L íà íåãî ïàäàåò âîëíà u0(x − L + c0t), ãäå c0 � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñâî-áîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà â îáëàñòè x > L âîëíîâîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(x, t) = u0(x− L+ c0t) +R(x− L− c0t) (x > L),ãäå R(x− L− c0t) � îòðàæåííàÿ âîëíà. Â îáëàñòè x < L0 èìååì ïðîõîäÿùóþ âîëíó
u(x, t) = T (x− L0 + c0t) (x 6 L0),à â îáëàñòè L0 < x < L âîëíîâîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

(
∂2

∂x2
− ∂2

c20∂t
2

)
u(x, t) =

∂2

c20∂t
2

[ε(x, t)u(x, t)] (À.188)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
u(x, t)

∣∣∣∣
x=L

= 2
∂

c0∂t
u0(c0t),

(
∂

∂x
− ∂

c0∂t

)
u(x, t)

∣∣∣∣
x=L0

= 0.

(À.189)Ïðè ýòîì ïàäàþùåå ïîëå u0(x − L + c0t) íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L ñîçäàåò ðàñïðåäåëåíèåèñòî÷íèêîâ f(t0) òàêîå, ÷òî

u0(c0t) =

∞∫

−∞

dt0 θ(t− t0)f(t0), f(t0) =
∂

∂t0
u0(c0t0),è âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñëîÿ u(x, t) îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

u(x, t) =

∞∫

−∞

dt0G(x, t, L, t0)f(t0).

À.3. Îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷à 153Îòìåòèì, ÷òî ïàäàþùàÿ âîëíà âèäà ¾ñòóïåíüêè¿, ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèè (À.183),
g0(x− L, t) = θ(x − L+ c0t),ñîçäàåò ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ

f(t0) = δ(t0),è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñðåäû
u(x, t) = G(x, t, L, 0). �Ïîëó÷èì òåïåðü óðàâíåíèÿ ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (À.186). Ïðî-äè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (À.187) ïî ïàðàìåòðó L. Ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì (À.184) èí-òåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷èíû ∂G(x, t, L, t0)/∂L âèäà

∂

∂L
G(x, t, L, t0) = Â(L, t0)g0(x− L, t− t0) −

− 1

2c0

L∫

L0

dx1

∞∫

−∞
dt1 g0(x− x1, t− t1)

∂2

∂t21

[
ε(x1, t1)

∂

∂L
G(x1, t1, L, t0)

]
, (À.190)ãäå îïåðàòîð Â(L, t0) äåéñòâóåò ïî ïåðåìåííîé t0 íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ F (t0)ñîãëàñíî �îðìóëå

Â(L, t0)F (t0) =
∂

c0∂t0
F (t0) −

1

2c0

∞∫

−∞
dt1 F (t1)

∂2

∂t21
[ε(L, t1)GL(t1, t0)] , (À.191)à �óíêöèÿ GL(t, t0) = G(L, t, L, t0) îïèñûâàåò âîëíîâîå ïîëå â ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà

x = L.�åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (À.190) ìîæíî ñâÿçàòü ñ ñàìèì âîëíîâûì ïîëåì

G(x, t, L, t0) â îïåðàòîðíîì âèäå:

∂

∂L
G(x, t, L, t0) = Â(L, t0)G(x, t, L, t0),èëè â âèäå ñîîòíîøåíèÿ

(
∂

∂L
− ∂

c0∂t0

)
G(x, t, L, t0) = − 1

2c0

∞∫

−∞
dt1G(x, t, L, t1)

∂2

∂t21
[ε(L, t1)GL(t1, t0)] ,(À.192)êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, åñëè äîïîë-íèòü åãî íà÷àëüíûì óñëîâèåì

G(x, t, x, t0) = Gx(t, t0). (À.193)Äëÿ �óíêöèè GL(t, t0) = G(L, t, L, t0) èìååì

∂

∂L
GL(t, t0) =

∂

∂L
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L

+
∂

∂x
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L

. (À.194)



154 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÏåðâîå ñëàãàåìîå â (À.194) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (À.192) ïðè x = L, à âòîðîå �èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (À.186). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàìêíóòîå èíòåãðî-äè��åðåíöè-àëüíîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, âûòåêàþùèì èç (À.186):

(
∂

∂L
− ∂

c0∂t0
+

∂

c0∂t

)
GL(t, t0) =

2

c0
δ(t− t0) −

− 1

2c0

∞∫

−∞
dt1GL(t, t1)

∂2

∂t21
[ε(L, t1)GL(t1, t0)] , (À.195)

GL0(t, t0) = g0(0, t− t0) = θ(t− t0).Óðàâíåíèÿ (À.192), (À.193), (À.195) è ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äëÿäàííîé çàäà÷è ñ íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöåé [6, 36℄.Çàìå÷àíèå À.15. Ó÷åò êðàåâîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå x = L0Âûøå ðàññìàòðèâàëîñü ñâîáîäíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî x < L0, â êîòîðîì ñêîðîñòü ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ âîëíû ðàâíÿëàñü c0. Åñëè æå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû îòëè÷íà îò ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > L è ðàâíà c1, òî î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïîëó÷åí-íûå óðàâíåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå. Â ýòîì ñëó÷àå ìåíÿåòñÿ ëèøü êðàåâîå óñëîâèå â (À.186) íàãðàíèöå x = L0 íà óñëîâèå(
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L

=
2

c0
δ(t− t0),

(
∂

∂x
− ∂

c1∂t

)
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíÿåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ �óíêöèè GL(t, t0) íà óñëîâèå

GL(t, t0) =
2c1

c0 + c1
θ(t− t0). �À.3.2. Ñòàöèîíàðíàÿ ñðåäàÂ ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ñðåäû, êîãäà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íå çàâèñèòîò âðåìåíè, �óíêöèÿ ε(x, t) ≡ ε(x) è âñå ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ óïðîùàþòñÿ, òàê êàêèõ ðåøåíèÿ çàâèñÿò ëèøü îò ðàçíîñòè âðåìåí (t− t0). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü

t0 = 0 è ïåðåïèñàòü, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ (À.192) è (À.195) â âèäå
(
∂

∂L
+

∂

c0∂t

)
G(x, t, L) = − 1

2c0
ε(L)

∞∫

−∞
dt1

∂G(x, t− t1, L)

∂t

∂GL(t1)

∂t1
, (À.196)

(
∂

∂L
+

2

c0

∂

∂t

)
GL(t) =

2

c0
δ(t) − 1

2c0
ε(L)

∞∫

−∞
dt1

∂GL(t− t1)

∂t

∂GL(t1)

∂t1
,

GL0(t) = g0(0, t) =
2c1

c0 + c1
θ(t),

(À.197)åñëè ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ñâîáîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå x < L0 � c1.Ïîëàãàÿ â (À.196) x = L0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ âûõîäÿùåé èç ñëîÿ âîëíû
TL(t) = G(L0, t, L) âèäà

(
∂

∂L
+

∂

c0∂t

)
TL(t) = − 1

2c0
ε(L)

∞∫

−∞
dt1

∂TL(t− t1)

∂t

∂GL(t1)

∂t1
,

TL0(t) = g0(0, t) =
2c1

c0 + c1
θ(t).

(À.198)
À.3. Îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷à 155Çàìå÷àíèå À.16. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëîå îäíîðîäíîé ñðåäûÅñëè ïàðàìåòðû ñðåäû ïîñòîÿííû (c(x) ≡ c), òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìû ìî-æåì ëåãêî ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîãðóæåíèÿ (èëè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è).À èìåííî, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L(äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîëàãàåì t0 = 0):

GL(t) = −1 +R1

2πi

∫
dω

ω + i0
e−iωt 1 +R2 exp (2iωτL0

)

1 +R1R2 exp (2iωτL0
)

=

= (1 +R1) [θ(t) +R2(1 −R1)θ(t− 2τL0
) + . . .] , (À.199)ãäå τL0

= (L − L0)/c � âðåìÿ, çà êîòîðîå âîëíà ïðîõîäèò ñëîé ñðåäû, è âåëè÷èíû Ri �ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí îò ãðàíèö x = Lè x = L0:

R1 =
c− c0
c+ c0

, R2 =
c1 − c

c1 + c
.Èç âûðàæåíèÿ (À.199) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà

GL0
(t) = − (1 +R1) (1 +R2)

1 +R1R2
θ(t) =

2c1
c0 + c1

θ(t) (À.200)ïðè L → L0 (ò. å. ïðè ñòðåìëåíèè òîëùèíû ñëîÿ ê íóëþ), è ìû äîëæíû ó÷èòûâàòü âñåìíîãîêðàòíûå ïåðåîòðàæåíèÿ îò ãðàíèö ñëîÿ. Îäíàêî çíà÷åíèå ïîëÿ íà ãðàíèöå GL(t = +0)îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ãðàíèöåé x = L:
GL(t = +0) = 1 +R1 =

2c

c+ c0
. (À.201)Â ìîìåíò âðåìåíè t = 2τL0

+0, ò. å. êîãäà âîëíà, îòðàæåííàÿ îò ãðàíèöû x = L0, ïðèõîäèòê ãðàíèöå x = L, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:
GL(2τL0

+ 0) = (1 +R1) [1 +R2 (1 −R1)] . (À.202)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ñëîÿ ñðåäû ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæå-íèå:
G(x, t, L) = (1 +R1) [θ(t− τx) +R2θ(t− 2τL0

+ τx) + ...] ,ãäå τx = (L − x)/c � âðåìÿ ïðèõîäà âîëíû â òî÷êó x. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,ñëåäóåò, ÷òî
G(x, τx + 0, L) =

2c

c+ c0
, TL(τL0

= 0) =
4cc1

(c+ c0)(c+ c1)
, (À.203)ãäå TL(t) = G(L0, t, L) � êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ âîëíû ÷åðåç ñëîé ñðåäû. Íèæå áóäåòïîêàçàíî, ÷òî âûðàæåíèÿ (À.200)�(À.203) ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíîé ñðåäû.

�Çàìå÷àíèå À.17. Ïåðåõîä ê ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé çàäà÷åÏðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå

GL(t) = − 1

2iπ

∞∫

−∞

dω

ω + i0
GL(ω)e−iωt.Òîãäà, íàïðèìåð, óðàâíåíèå (À.197) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ

d

dL
GL(ω) = 2i

ω

c0
[GL(ω) − 1] + i

ω

2c0
ε(L)G2

L(ω).



156 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÎòñþäà äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ íà ÷àñòîòå ω,

RL(ω) = GL(ω) − 1,ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �èêêàòè

d

dL
RL(ω) = 2i

ω

c0
RL(ω) + i

ω

2c0
ε(L) [1 +RL(ω)]2 , RL0

(ω) =
c1 − c0
c1 + c0

,ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å. �Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, �óíêöèÿ G(x, t, L) ïðè t > 0 îïèñûâàåò âîëíîâîå ïîëåâ ñðåäå ïðè ïàäåíèè íà íåå âîëíû âèäà

g0(x− L, t) = θ(x− L+ c0t).Ïðè ýòîì �óíêöèÿ GL(t), îïèñûâàþùàÿ âîëíîâîå ïîëå â ïëîñêîñòè x = L, ò. å. îáðàò-íîðàññåÿííîå ïîëå, èìååò ñòðóêòóðó

GL(t) = HL(t)θ(t). (À.204)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (À.204) â óðàâíåíèå (À.197) è ðàçäåëÿÿ ñèíãóëÿðíóþ δ(t)è ðåãóëÿðíóþ θ(t) ÷àñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé(ñì., íàïðèìåð, [89℄), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

HL(+0) =
2c(L)

c(L) + c0
. (À.205)Äàííîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, è âûðàæàåò òó îñîáåííîñòü, ÷òî â ìîìåíò ïðèõîäà âîëíûê ãðàíèöå x = L îòðàæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ñêà÷êà âåëè÷èíû c(x) íàãðàíèöå ñëîÿ x = L. Åãî ìîæíî áûëî áû âçÿòü çà îñíîâó ñ ñàìîãî íà÷àëà. Óðàâíåíèåæå äëÿ �óíêöèè HL(t) ïðè t > 0 ïðèíèìàåò âèä

(
∂

∂L
+

2

c(L)

∂

∂t

)
HL(t) = − 1

2c0
ε(L)

t∫

0

dt1
∂HL(t− t1)

∂t

∂HL(t1)

∂t1
,

HL0(t) =
2c1

c0 + c1
.

(À.206)Áëàãîäàðÿ ñòðóêòóðå óðàâíåíèÿ (À.206), ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòüêîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè HL(t) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0.Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ t = 0 â óðàâíåíèè (À.206), ïîëó÷àåì
∂HL(t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −c(L)

2

∂

∂L
HL(0) = − c0c(L)c′(L)

(c(L) + c0)
2 , (À.207)ãäå c′(L) = dc(L)/dL. Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (À.206) ïî t è ïîëàãàÿ îïÿòü t = 0,ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ∂2HL(t)/∂t2

∣∣
t=0, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âòîðóþ ïðîèç-âîäíóþ c′′(L) = d2c(L)/dL2, è ò. ä.Âîëíîâîå ïîëå âíóòðè ñëîÿ ñðåäû G(x, t, L) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (À.196) è èìå-åò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

G(x, t, L) = H(x, t, L)θ(t− τx(L)), (À.208)
À.3. Îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷à 157ãäå âåëè÷èíà τx(L) � âðåìÿ ïðèõîäà âîëíû îò ãðàíèöû x = L â òî÷êó x. Ïîäñòàâ-ëÿÿ âûðàæåíèå (À.208) â óðàâíåíèå (À.196) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîý��èöèåíò ïðè

θ(t− τx(L) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷èíû τx(L), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
τx(L) =

L∫

x

dξ

c(ξ)
. (À.209)Äëÿ âðåìåí t > τx(L) �óíêöèÿ H(x, t, L) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(
∂

∂L
+

2

c(L)

∂

∂t

)
H(x, t, L) =

1

2c0

(
1 − c20

c2(L)

)
H(x, τx(L), L)

∂HL(t− τx(L))

∂t
+

+
1

2c0

(
1 − c20

c2(L)

) t−τx(L)∫

0

dt1
∂H(x, t− t1, L)

∂t

∂HL(t1)

∂t1

(À.210)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì H(x, t, L)
∣∣
L=x

= Hx(t). Óðàâíåíèå (À.210) íå çàìêíóòî îòíîñè-òåëüíî �óíêöèèH(x, t, L), òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò îò âåëè÷èíûH(x, τx(L), L).×òîáû îïðåäåëèòü ýòó âåëè÷èíó, ïîëîæèì t = τx(L) â óðàâíåíèè (À.210). Òîãäà, ó÷è-òûâàÿ ðàâåíñòâà (À.209) è (À.207), ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d

dL
H(x, τx(L), L) = − c′(L)

2c(L)

c(L) − c0
c(L) + c0

H(x, τx(L), L), (À.211)ðåøåíèå êîòîðîãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
H(x, τx(L), L)|L=x = Hx(0) =

2c(x)

c(x) + c0èìååò âèä
H(x, τx(L), L) =

2
√
c(x)c(L)

c(L) + c0
. (À.212)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü è äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âå-ëè÷èíû TL (τL0(L)), îïèñûâàþùåé âûõîäÿùóþ èç ñëîÿ ñðåäû âîëíó, ïîëàãàÿ x = L0â óðàâíåíèè (À.211):

d

dL
TL (τL0(L)) = − c′(L)

2c(L)

c(L) − c0
c(L) + c0

TL (τL0(L)) .Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (À.203) ïðè L→ L0:

TL(τL0 = 0)
∣∣∣
L→L0

=
4c(L0)c1

(c(L0) + c0) (c(L0) + c1)
.Ñëåäîâàòåëüíî,

TL (τL0(L)) =
4c1
√
c(L0)c(L)

(c(L0) + c0) (c(L0) + c1)
.Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà âîëíîâîãî ïîëÿ (ñêà÷îê) â ìîìåíò ïðèõîäà âîëíû â êàêóþ-ëèáî òî÷êó ñëîÿ ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû c(x) â ýòîé òî÷êåè íå çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.



158 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõÏðèâåäåííîå óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ èíòåðâàëà âðåìåí t, ïîêà îò-ñóòñòâóåò âîëíà, îòðàæåííàÿ îò ãðàíèöû x = L0. Òàê, �óíêöèÿ GL(t) îïðåäåëÿåò-ñÿ óðàâíåíèåì (À.206) òîëüêî äëÿ âðåìåí 0 ≤ t < 2τL0(L). Äëÿ èíòåðâàëà âðåìåí

0 ≤ t < 4τL0(L) �óíêöèÿ GL(t) óæå èìååò ñòðóêòóðó

GL(t) = HL(t)θ(t) + FL(t)θ(t− 2τL0(L)).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêà÷îê âîëíîâîãî ïîëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 2τL0(L)+
0 è îí âûçâàí ïðèõîäîì âîëíû, îòðàæåííîé îò ãðàíèöû x = L0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ñòðóê-òóðó â óðàâíåíèå (À.197), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè FL(t) è âûðàæåíèå äëÿ

FL(2τL0) [9℄:

FL(2τL0) =
4c0c(L) (c1 − c(L0))

(c(L) + c0)
2 (c(L0) + c1)

. (À.213)Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ñêà÷êà íà �ðîíòå îáðàòíîðàññåÿííîé âîëíû â ìîìåíò ååïðèõîäà îò îòðàæàþùåé ãðàíèöû x = L0 òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíûìè çíà÷åíèÿìèâåëè÷èíû c(x) íà ãðàíèöàõ ñëîÿ.Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèè HL(t) ïðè t → ∞ ìîæíî íàéòè èç óðàâíå-íèÿ (À.206), åñëè ó÷åñòü, ÷òî åãî ðåøåíèå ïðè t → ∞ íå äîëæíî çàâèñåòü îò íà-÷àëüíîãî (ïî âðåìåíè) óñëîâèÿ HL(0). Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíèè ïðåíåáðåãàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

d

dL
HL(p) = − 2p

c(L)
HL(p) − p

2c0
ε(L)H2

L(p),

HL0(p) =
2c1

c0 + c1
,ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

HL(p) = HL0(p)
exp (−2pτL0(L))

1 +
p

2c0
HL0(p)

L∫

L0

dξ ε(ξ) exp (−2pτL0(ξ))

, τL0(L) =

L∫

L0

dη

c(η)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

HL(t) =
1

2πi

i∞+σ∫

−i∞+σ

dp exp (p (t− 2pτL0(L))) ×

× HL0(p)

1 +
p

2c0
HL0(p)

L∫

L0

dξ ε(ξ) exp (−2pτL0(ξ))

, (À.214)

è ðåøåíèå ïðè t→ ∞ âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå HL(t) = 1.
À.3. Îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷à 159Çàìå÷àíèå À.18. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷èÏîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ è óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó î âîñ-ñòàíîâëåíèè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû c(x) ïî èçâåñòíîé âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè ðàñ-ñåÿííîãî íàçàä ïîëÿ [9, 124℄.Àíàëèç îáðàòíîé çàäà÷è ïðè çàäàííîé âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè âîëíîâîãî ïîëÿ â êàêîé-ëèáî òî÷êå âíóòðè ñëîÿ ñðåäû ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [114℄. Â ñàìîì äåëå, ðàññåÿííîå íàçàäïîëå îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé HL(t), ðàçëîæåíèå êîòîðîé â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè t = 0îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ c(L), c′(L) è ò. ä. Åñëè òåïåðü ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (À.206) êàêâñïîìîãàòåëüíîå è ïåðåïèñàòü åãî â âèäå

(
∂

∂x
+

2

c(x)

∂

∂t

)
Hx(t) =

1

2c0

(
1 − c20

c2(x)

) t∫

0

dt1
∂Hx(t− t1)

∂t

∂Hx(t1)

∂t1

(À.215)ñ ¾íà÷àëüíûì¿ óñëîâèåì
Hx(t)

∣∣∣
x=L

= H(t),òî ïî èçâåñòíîìó ïîâåäåíèþ c(x) â îêðåñòíîñòè x = L ìîæíî, ðåøèâ óðàâíåíèå (À.215),íàéòè Hx(t) ïðè x = L − δ. Ïî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ Hx(t) ñíîâà íàõîäèì c(x), c′(x) è ò. ä.ïî �îðìóëàì
Hx(0) =

2c(x)

c(x) + c0
,

∂

∂t
Hx(t)

∣∣∣∣
t=0

= − c0c(x)c
′(x)

(c0 + c(x))
2 , . . .

(À.216)Íàêîíåö, ïî çíà÷åíèþ
GL (2τL0

(L)) = HL (2τL0
(L)) + FL (2τL0

(L)) ,ñîãëàñíî �îðìóëå (À.213), îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà c1, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî

x < L0.Îïèñàííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äîïóñêàåò äâà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿ: äëÿýêñïîíåíöèàëüíîé è ëèíåéíîé ïî âðåìåíè �óíêöèé HL(t).Â ñàìîì äåëå, åñëè
HL(t) = αeβt, (À.217)òî âåëè÷èíû α è β îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ c(L) è c′(L). Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (À.215)òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèåé âðåìåíè, ò. å. ñîãëàñíî (À.216)

Hx(t) = α(x)eβ(x)t,

α(x) =
2c(x)

c(x) + c0
, β(x) = − c0c

′(x)

2 (c(x) + c0)
.

(À.218)Ïîäñòàâëÿÿ (À.218) â (À.215), ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ

c(x) âèäà

c′′(x) − [c′(x)]2

2c(x)
= 0 (À.219)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

c′(x)|x=L = c′(L), c(x)|x=L = c(L).�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò äâå âåòâè:

c(x) = c(L)

(
1 ± ξ

2

)2

, ξ =
|c′(L)|
c(L)

(L− x), (À.220)



160 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõãäå âåðõíèé çíàê îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ c′(L) > 0, à íèæíèé � c′(L) < 0. Èíòåðåñíîé îñî-áåííîñòüþ ðåøåíèÿ (À.220) äëÿ c′(L) > 0 ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî âðåìÿ ïðèõîäà âîëíûâ òî÷êó ξ0 = 2, â êîòîðîé c(x) = 0, îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïàäàþùàÿâîëíà ïîëíîñòüþ îòðàæàåòñÿ îò ñëîÿ, ïðîõîäÿ âíóòðü ëèøü íà êîíå÷íóþ ãëóáèíó

L− x0 = 2c(L)/c′(L).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è äëÿ ëèíåéíîé ïî âðå-ìåíè �óíêöèè

HL(t) = α+ βt. (À.221)Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (À.216)

Hx(t) = α(x) + β(x)t,

α(x) =
2c(x)

c(x) + c0
, β(x) = − c0c(x)c

′(x)

(c(x) + c0)
2 ,

(À.222)à ïîäñòàíîâêà (À.222) â óðàâíåíèå (À.215) ïðèâîäèò ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñëåäóþ-ùåãî âèäà:

c′′(x) − 1

2c(x)

c(x) − c0
c(x) + c0

[c′(x)]
2

= 0. (À.223)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (À.223) ëåãêî íàõîäèòñÿ èç òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

arctg

√
c(x)

c0
−
√
c(x)

c0
− arctg

√
c(L)

c0
+

√
c(L)

c0
= ±

√
c(L)

c0

|c′(L)|
c(L) + c0

(L− x) (À.224)(ãäå, êàê è ðàíåå, âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì c′(L) > 0, à íèæíèé � c′(L) < 0)è çàâèñèò òåïåðü îò âåëè÷èíû ñêà÷êà ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íà ãðàíèöå L. Âðåìÿïðèõîäà âîëíû â òî÷êó x, íàïðèìåð äëÿ c′(L) < 0, îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèåì
τx(L) =

2 (c(L) + c0)√
c(L)c0|c′(L)|


arctg

√
c(x)

c0
− arctg

√
c(L)

c0


 .Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ íàéäåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ëåãêî çàìåòèòü, åñëè ðàñ-ñìîòðåòü â (À.223) ïðåäåëüíûå ñëó÷àè c(x) ≫ c0è c(x) ≪ c0. Òàê, ïðè c(x) ≫ c0 âñþäó â ñëîåóðàâíåíèå (À.223) ïåðåõîäèò â (À.219), à ïðè c(x) ≪ c0 â óðàâíåíèå

c(x) +
[c′(x)]2

2c(x)
= 0, (À.225)ðåøåíèå êîòîðîãî òàêæå èìååò äâå âåòâè:

c(x) = c(L)

(
1 ∓ 3

2
ξ

)2/3

, ξ =
|c′(L)|
c(L)

(L− x). (À.226)Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü òîëüêî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è â ñëó÷àå c′(L) < 0 ýòè ïðå-äåëüíûå ïåðåõîäû ìîãóò ïðèâåñòè ê íåóñòîé÷èâîñòè, ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî �óíêöèÿ HL(t),ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèÿì (À.219) è (À.226), ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî, â òî âðåìÿ êàê äëÿòî÷íîãî ðåøåíèÿ (À.223) ðîñò HL(t) ëèíåéíûé. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèâåäåííûõ ðåøåíèé îá-ðàòíîé çàäà÷è, êîãäà ïîëå íà ãðàíèöå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè (À.217) è (À.221), ïîëåâíóòðè ñðåäû � òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ëèíåéíàÿ �óíêöèè âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî.Âûøå ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé íåñîãëàñîâàííîé ãðàíèöû. Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ïîãðó-æåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ñëó÷àÿ ñîãëàñîâàííîé ãðàíèöû, îíè òàêæå ïîçâîëÿþò ðåøèòüîáðàòíóþ çàäà÷ó, ò. å. âîññòàíîâèòü �óíêöèþ c(x) ïî èçâåñòíîé âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè ïîëÿíà ãðàíèöå ñëîÿ HL(t) [92�94,125�130℄. �

À.3. Îäíîìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ êðàåâàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷à 161À.3.3. Îäíîìåðíàÿ íåëèíåéíàÿ âîëíîâàÿ çàäà÷àÏîëó÷åííûå âûøå óðàâíåíèÿ íåòðóäíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà â ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (À.188) íà ñ. 152 ñîäåðæèòñÿ íåëèíåéíûé îïåðàòîð ℑ(u), íàïðèìåð, âèäà
ℑ(u) =

∂2

c20∂t
2

[ε (x, t, u(x, t)) u(x, t)] .Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî êðàåâîé çàäà÷è (À.188), (À.189) ïîëó÷àåì êðàåâóþ íåëèíåéíóþçàäà÷ó [36℄

(
∂2

∂x2
− ∂2

c20∂t
2

)
u(x, t) =

∂2

c20∂t
2

[ε (x, t, u(x, t)) u(x, t)] ,

(
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
u(x, t)

∣∣∣∣
x=L

= 2
∂

c0∂t
u0(c0t),

(
∂

∂x
− ∂

c0∂t

)
u(x, t)

∣∣∣∣
x=L0

= 0.Ïàäàþùåå ïîëå u0(c0t) ñîçäàåò íà ãðàíèöå ñëîÿ x = L ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ

f(t), òàêîå ÷òî
u0(c0t) =

∫
dt0 g0(0, t− t0)f(t0),ãäå

g0(x− L, t− t0) = θ(c0(t− t0) − L+ x)� �óíêöèÿ �ðèíà â ñâîáîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå x > L. Ñëåäîâàòåëüíî,

u(x, t, L) =

∫
dt0G(x, t, L, t0)f(t0),ãäå �óíêöèÿ G(x, t, L, t0) îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

(
∂2

∂x2
− ∂2

c20∂t
2

)
G(x, t, L, t0) =

∂2

c20∂t
2

[ε (x, t, u(x, t))G(x, t, L, t0)] ,

(
∂

∂x
+

∂

c0∂t

)
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L

=
2

c0
δ(t− t),

(
∂

∂x
− ∂

c0∂t

)
G(x, t, L, t0)

∣∣∣∣
x=L0

= 0,êîòîðîé ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

G(x, t, L, t0) = g0(x− L, t− t0) −

− 1

2c0

L∫

L0

dx1

∞∫

−∞
dt1 g0(x− x1, t− t1)

∂2

∂t21
[ε (x1, t1, u(x1, t1, L))G(x1, t1, L, t0)] . (À.227)Äëÿ �óíêöèèG(x, t, L, t0) ëåãêî ïîëó÷èòü îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî ñ âàðèàöèîííûìèïðîèçâîäíûìè:

∂G(x, t, L, t0)

∂L
= Â(t0)G(x, t, L, t0) +

∞∫

−∞
dt′ f(t′)Â(t′)

δG(x, t, L, t0)

δf(t′)
, (À.228)



162 Ìåòîä ïîãðóæåíèÿ â êðàåâûõ âîëíîâûõ çàäà÷àõ â ñëîèñòûõ ñðåäàõêîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, åñëè åãî äîïîëíèòüíà÷àëüíûì óñëîâèåì

G(x, t, L, t0)|L=x = Gx(t, t0). (À.229)Â ðàâåíñòâå (À.228) äåéñòâèå îïåðàòîðà Â(t0) íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ F (t0)îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Â(t0)F (t0) =
∂

c0∂t0
F (t0) −

1

2c0

∞∫

−∞
dt1 F (t1)

∂2

∂t21

[
ε

(
L, t1,

∫
dt̃ GL(t1, t̃)f(t̃)

)
GL(t1, t0)

]
,ãäå �óíêöèÿ

GL(t, t0) = G(L, t, L, t0)îïèñûâàåò âîëíîâîå ïîëå íà ãðàíèöå x = L, ò. å. îáðàòíîðàññåÿííóþ âîëíó.Äëÿ �óíêöèè GL(t, t0), ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (À.119) íà ñ. 132, ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

(
∂

∂L
+

∂

c0∂t

)
GL(t, t0) =

=
2

c0
δ(t − t0) + Â(t0)GL(t, t0) +

∞∫

−∞
dt′ f(t′)Â(t′)

δG(x, t, L, t0)

δf(t′)

(À.230)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

GL0(t, t0) = θ(t− t0). (À.231)Óðàâíåíèÿ (À.228)�(À.231) è ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ìåòîäà ïîãðóæåíèÿ äëÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòüäëÿ àíàëèçà çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè �ðîíòà ïàäàþùåé âîëíû àíàëîãè÷íî ëèíåéíîéçàäà÷å [22℄.Åñëè â óðàâíåíèè (À.230) îïóñòèòü ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ε(x, t, u), òî ðåøåíèåì óïðî-ùåííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò �óíêöèÿ

GL(t, t0) = g0(0, t− t0),÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåíåáðåæåíèþ îáðàòíûì ðàññåÿíèåì. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèåâ óðàâíåíèå (À.228), ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ �óíêöèè G(x, t, L, t0) èíòåãðàëüíîå óðàâíå-íèå

G(x, t, L, t0) = g0(x− L, t− t0) −

− 1

2c0

L∫

x

dx1

∞∫

−∞
dt1 g0(x− x1, t− t1)

∂2

∂t21
[ε (x1, t1, u(x1, t1, L))G(x1, t1, L, t0)] .Äëÿ âîëíîâîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååì óðàâíåíèå

u(x, t) = u0(x, t) −
1

2c0

L∫

x

dx1

∞∫

−∞
dt1 g0(x− x1, t− t1)

∂2

∂t21
[ε (x1, t1, u(x1, t1)) u(x1, t1)] ,êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

(
∂

∂x
− ∂

c0∂t

)
u(x, t) = − 1

2c0

∞∫

−∞
dt1 g0(0, t − t1)

∂2

∂t21
[ε (x, t1, u(x, t1)) u(x, t1)] =

= − 1

2c0

∂

∂t
[ε (x, t, u(x, t)) u(x, t)] .

Ïðèëîæåíèå ÁÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÂÎËÍÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×Â ÑÂÎÁÎÄÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ È Â ÑËÎÈÑÒÛÕ Ñ�ÅÄÀÕÂ äàííîì ïðèëîæåíèè ìû îáñóäèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé(�óíêöèé �ðèíà) âîëíîâûõ óðàâíåíèé â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå è ñëîèñòûõ ñðåäàõ,ñëåäóÿ ìîíîãðà�èè [36℄ è ðàáîòàì [102, 112℄.Á.1. Ñëó÷àé ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâàÏðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì �óíêöèþ �ðèíà äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüì-ãîëüöà
d2

dx2
g(x, x0) + k2g(x, x0) = δ(x− x0). (Á.1)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (Á.1) ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ ïðè x→ ±∞ èìååò âèä

g(x, x0) = g(x− x0) =
1

2ik
eik|x−x0|. (Á.2)Ïîÿâëåíèå ìîäóëÿ |x−x0| â ïðàâîé ÷àñòè (Á.2) îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî óðàâíåíèå (Á.1) �óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x. Îäíàêî, åñëè ìû çà�èêñèðóåì âçàèìíîå ðàñïîëîæå-íèå òî÷åê íàáëþäåíèÿ è ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà, òî �óíêöèÿ �ðèíà áóäåò óäîâëå-òâîðÿòü ðàâåíñòâó (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x0 > x)

∂

∂x0
g(x− x0) = ikg(x − x0),êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè äîïîëíèòü åãîíà÷àëüíûì óñëîâèåì

g(x− x0)|x0=x = g(0) =
1

2ik
.Òàêèì îáðàçîì, ïðè �èêñèðîâàííîì ðàñïîëîæåíèè èñòî÷íèêà îòíîñèòåëüíî òî÷êèíàáëþäåíèÿ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè �ðèíà ïîíèæàåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâîÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âîëíîâûõ çàäà÷ (ñâîéñòâî �àêòîðèçàöèè âîëíîâûõ óðàâíåíèé)è ñîîòâåòñòâóåò òîìó �àêòó, ÷òî â îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå âîëíà, èçëó÷àåìàÿ, íà-ïðèìåð, â íàïðàâëåíèè x < x0 (èëè x > x0), ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâ-ëåíèÿ.Â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿ �ðèíà óäîâëåòâîðÿåò îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãîïîðÿäêà {

∂2

∂x2
+ M̂2(η)

}
g(x− x0,η − η0) = δ(x− x0)g(η − η0), (Á.3)ãäå îïåðàòîð M̂(η) äåéñòâóåò íà âðåìåíí�óþ è äðóãèå ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå,îáîçíà÷åííûå ÷åðåç η . Òàê, äëÿ óðàâíåíèÿ (Á.1) îïåðàòîð M̂2(η) åñòü ïðîñòî ÷èñëî

M̂2(η) = k2. 163
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g(x− x0,η − η0) = ei|x−x0|M̂(η)g(0,η − η0) = ei|x−x0|M̂(−η0)g(0,η − η0) (Á.4)è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðèìåð ïðè x < x0, îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì ïåð-âîãî ïîðÿäêà ïî x (x0) âèäà

∂

∂x0
g(x− x0,η − η0) = − ∂

∂x
g(x− x0,η − η0) =

= iM̂(η)g(x− x0,η − η0) = iM̂(−η0)g(x− x0,η − η0)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

g(x − x0, η − η0)|x0=x = g(0, η − η0) ≡ g(η − η0).�åøåíèå óðàâíåíèÿ (Á.3) íåïðåðûâíî ïî x, à åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî x òåðïèò ðàçðûââ òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà x = x0:

∂

∂x
g(x− x0,η − η0)

∣∣∣∣
x=x0+0

− ∂

∂x
g(x− x0,η − η0)

∣∣∣∣
x=x0−0

= δ(η − η0). (Á.5)Ïîäñòàâëÿÿ (Á.4) â (Á.5), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

2iM̂ (η)g(0,η − η0) = δ(η − η0). (Á.6)Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð M̂(η) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëüíûé îïåðà-òîð. Â ñàìîì äåëå, äåéñòâèå îïåðàòîðà M̂(η) íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f(η) ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå

M̂(η)f(η) =

∞∫

−∞
dξ M̂(η)δ(η − ξ)f(ξ) =

∞∫

−∞
dξM(η − ξ)f(ξ),ãäå ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

M(η − ξ) = M̂(η)δ(η − ξ). (Á.7)Ìîæíî ââåñòè è îáðàòíûé îïåðàòîð M̂−1(η) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÿäðîìM−1(η−ξ).Äåéñòâóÿ íà ðàâåíñòâî (Á.6) îïåðàòîðîì M̂ (η), ïîëó÷àåì, ñîãëàñíî (Á.7), ÿäðîèíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

M(η − η0) = 2iM̂2(η)g(0,η − η0), (Á.8)à äåéñòâóÿ íà (Á.6) îáðàòíûì îïåðàòîðîì M̂−1(η), ïîëó÷àåì ÿäðî îáðàòíîãî èíòå-ãðàëüíîãî îïåðàòîðà

M−1(η − η0) = M̂−1(η)δ(η − η0) = 2ig(0,η − η0). (Á.9)Òàêèì îáðàçîì, ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ M̂(η) è M̂−1(η) ïðîñòî îïðåäåëÿ-þòñÿ ñàìèì �óíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì âîëíîâûõ óðàâíåíèé.

Á.1. Ñëó÷àé ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà 165�àññìîòðèì òåïåðü êîíêðåòíûå âîëíîâûå çàäà÷è.1. Óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà çàïèøåì â âèäå

(
∂2

∂x2
+ ∆R + k2

)
g(x− x0,R−R0) = δ(x− x0)δ(R −R0), (Á.10)ãäå ÷åðåç R îáîçíà÷åíû êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè x.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (Á.10) ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò âèä

g(r − r0) = − 1

4π|r − r0|
eik|r−r0|, r = {x,R}.Ôóíêöèÿ g(r) äîïóñêàåò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

g(x,R) =
1

8iπ2

∫
dq√
k2 − q2

exp

{
i
√
k2 − q2|x| + iqR

}
.Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð M̂(R) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

M̂(R) =
√
k2 + ∆R, M̂(R0) =

√
k2 + ∆R0 ,è ñîîòâåòñòâóþùèå ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ îïðåäåëÿþòñÿ, ñîãëàñíî (Á.8), (Á.9),âûðàæåíèÿìè

M(R) = 2i
(
k2 + ∆R

)
g(R) = − i

2πR2

(
1

R
− ik

)
eikR,

M−1(R) = − i

2πR
eikR.

(Á.11)Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååì ñîîòâåòñòâåííî

g(r − r0) = − i

4
H

(1)
0 (k|r − r0|) (r = {x, y}),ãäå H(1)

0 (k|r|) � �óíêöèÿ �àíêåëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåã-ðàëüíûõ îïåðàòîðîâ
M̂(y) =

[
k2 +

∂2

∂y2

]1/2

, M̂−1(y) =

[
k2 +

∂2

∂y2

]−1/2îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

M(y) =
k

2|y|H
(1)
1 (k|y|), M−1(y) =

1

2
H

(1)
0 (k|y|). (Á.12)Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, îïåðàòîðû M̂, M̂−1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî÷èñëàìè.2. Íåñòàöèîíàðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå (Á.3)

(
∂2

∂x2
+∆R− 1

c2
∂2

∂t2

)
g(x−x0,R−R0, t− t0) = δ(x−x0)δ(R−R0)δ(t− t0). (Á.13)Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîð M̂2(η) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ:

M̂2(R, t) = ∆R − 1

c2
∂2

∂t2
.



166 Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ âîëíîâûõ çàäà÷�åøåíèå óðàâíåíèÿ (Á.13) ñ óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ (çàïàçäûâàþùåå ðåøåíèå) â òðåõ-ìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä

g(x,R, t) = − c

2π
θ(t)δ

(
c2t2 − x2−R2

)
,ãäå θ(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. È, ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðà ñîîòâåòñòâóþùèõèíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èìåþò âèä

M(R, t) =
i

πct
θ(t)

∂

∂t
δ
(
c2t2−R2

)
,

M−1(R, t) = − ic
π
θ(t)δ

(
c2t2 −R2

)
.

(Á.14)Â äâóìåðíîì ñëó÷àå

g(x, y, t) = − c

2π

θ
(
ct−

√
x2 + y2

)

√
c2t2 − x2 − y2

= − c

2π

θ
(
c2t2 − x2 − y2

)
√
c2t2 − x2 − y2è, ñëåäîâàòåëüíî,

M(y, t) =
i

πct
θ(t)

∂

∂t

θ
(
c2t2 − y2

)
√
c2t2 − y2

,

M−1(y, t) = − ic
π

θ (ct− y)√
c2t2 − y2

.

(Á.15)Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

g(x, t) = − c
2
θ(ct− |x|)è, ñëåäîâàòåëüíî,

M(t) =
i

c
δ′(t), M−1(t) = −icθ(t). (Á.16)Âûøå ìû ðàññìîòðåëè íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (�óíê-öèé �ðèíà) âîëíîâûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â íåîãðà-íè÷åííîì ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííûé àíàëèç â ñëó÷àå ñâîáîä-íîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ è äëÿ çàäà÷ î ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêàâ êîíå÷íîì ñëîå ñâîáîäíîãî èëè ñëîèñòîãî ïðîñòðàíñòâà.Á.2. Ñëó÷àé ñëîèñòîé ñðåäûÂîëíîâûå óðàâíåíèÿ â ñëîèñòîé ñðåäå, äëÿ êîòîðîé ε(x, y, z) = ε(z), �àêòîðèçó-þòñÿ, òàê êàê âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ïëîñêîñòè (x, y) è íå ðàññåèâàþòñÿ íàçàä.Îáîçíà÷èì âîëíîâîå ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç�óíêöèþ G(1)(z, z0). Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

[
d2

dz2
+ k2(z)

]
G(1)(z, z0) = δ(z − z0),ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî çàïèñàòü â îïåðàòîðíîì âèäå

G(1)(z, z0) = L̂−2(z)δ(z − z0),

Á.2. Ñëó÷àé ñëîèñòîé ñðåäû 167ãäå îïåðàòîð

L̂2(z) =
d2

dz2
+ k2(z).Âîëíîâîå ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ �óíê-öèåé �ðèíà G(2)(x, z, z0), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

[
∂2

∂x2
+ L̂2(z)

]
G(2)(x, z, z0) = δ(x)δ(z − z0).�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñòðóêòóðó

G(2)(x, z, z0) = ei|x|L̂(z)G(2)(0, z, z0), (Á.17)ãäå �óíêöèÿ G(2)(0, z, z0) îïèñûâàåò âîëíîâîå ïîëå íà îñè x = 0. Ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé

∂

∂x
G(2)(x, z, z0) â òî÷êå x = 0 îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

∂

∂x
G(2)(x, z, z0)

∣∣∣∣
x=+0

− ∂

∂x
G(2)(x, z, z0)

∣∣∣∣
x=−0

= δ(z − z0),è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (Á.17) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

2iL̂(z)G(2)(0, z, z0) = δ(z − z0), (Á.18)èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
G(2)(0, z, z0) =

1

2i
L̂−1(z)δ(z − z0). (Á.19)Äåéñòâóÿ òåïåðü îïåðàòîðîì L̂2(z) íà (Á.18), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

L̂2(z)G(2)(0, z, z0) =
1

2i
L̂(z)δ(z − z0). (Á.20)Îïåðàòîðû L̂(z) è L̂−1(z) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû,è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâà (Á.20), (Á.19) îïðåäåëÿþò èõ ÿäðà. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíè-ìàíèå, âèäèì, ÷òî ðàâåíñòâî (Á.19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâ-íåíèå äëÿ �óíêöèè G(2)(0, z, z0), îïèñûâàþùåé âîëíîâîå ïîëå íà îñè x = 0:

∞∫

−∞
dξ G(2)(0, z, ξ)G(2)(0, ξ, z0) = −1

4
G(1)(z, z0),ãäå �óíêöèÿ G(1)(z, z0) � �óíêöèÿ �ðèíà äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è.Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå â ñëîèñòîé ñðåäå �óíêöèÿ �ðèíà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

[
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+L̂2(z)

]
G(3)(x, y, z, z0) = δ(x)δ(y)δ(z − z0).Çàïèøåì åãî ðåøåíèå â âèäå

G(3)(x, y, z, z0) = ei|x|L̂(y,z)G(3)(0, y, z, z0), (Á.21)



168 Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ âîëíîâûõ çàäà÷ãäå îïåðàòîð

L̂(y, z) =
∂2

∂y2
+ L̂2(z),à �óíêöèÿ G(3)(0, y, z, z0) îïèñûâàåò âîëíîâîå ïîëå â ïëîñêîñòè (y, z). Óñëîâèå ñêà÷êàäëÿ ïðîèçâîäíîé ∂

∂x
G(3)(x, y, z, z0) â ïëîñêîñòè x = 0 äàåò îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî

G(3)(0, y, z, z0) =
1

2i
L̂−1(y, z)δ(y)δ(z − z0),êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå, ñîäåðæàùåì �óíêöèþ �àíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà:

G(3)(0, y, z, z0) = − i

4
H

(1)
0

[
yL̂(z)

]
δ(z − z0).Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè �àíêåëÿ,

H
(1)
0 (βµ) =

1

iπ

∞∫

0

dx

x
exp

{
i
µ

2

(
x+

β2

x

)}
,ïîëó÷àåì ñâÿçü �óíêöèè G(3)(0, y, z, z0) ñ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂t
u(t, z, z0) =

i

2k
L̂2(z)u(t, z, z0),

u(0, z, z0) = δ(z − z0)ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïàðàìåòðó t â âèäå êâàäðàòóðû

G(3)(0, y, z, z0) = − 1

4π

∞∫

0

dt

t
exp

[
i
k

2t
y2
]
u(t, z, z0)èëè â âèäå

G(3)(0, y, z, z0) = − 1

4π

∞∫

0

dt

t
exp

{
i
k

2t

(
y2 + t2

)}
ψ(t, z, z0),ãäå �óíêöèÿ ψ(t, z, z0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂t
ψ(t, z, z0) =

i

2k

[
∂2

∂z2
+ k2(z) − k2

]
ψ(t, z, z0),

ψ(0, z, z0) = δ(z − z0).

(Á.22)Òàê êàê îðèåíòàöèÿ îñè x áûëà ïðîèçâîëüíîé, òî ïðè y > 0 �óíêöèÿ
G(3)(x, y, z, z0) = G(3)(ρ, z, z0),ãäå ρ2 = x2 + y2, îïðåäåëÿåò �óíêöèþ �ðèíà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå:

G(3)(x, y, z, z0) = − 1

4π

∞∫

0

dt

t
exp

{
i
k

2t

(
x2 + y2 + t2

)}
ψ(t, z, z0). (Á.23)

Á.2. Ñëó÷àé ñëîèñòîé ñðåäû 169Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (Á.23) ñïåðâà ïî y, à çàòåì è ïî x, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþ-ùèå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äâóìåðíîé è îäíîìåðíîé �óíêöèé �ðèíà â âèäå
G(2)(x, z, z0) =

1

2ik

(
k

2πi

)1/2
∞∫

0

dt√
t
exp

{
i
k

2t

(
x2 + t2

)}
ψ(t, z, z0), (Á.24)

G(1)(z, z0) =
1

2ik

∞∫

0

dt exp

{
i
kt

2

}
ψ(t, z, z0). (Á.25)



Ïðèëîæåíèå ÂÝËÅÌÅÍÒÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÀÏÏÀ�ÀÒÀ ÄËßÎÏÈÑÀÍÈß ÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÕ ßÂËÅÍÈÉÎñòàíîâèìñÿ òåïåðü êðàòêî íà ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå, ïîçâîëÿþùåì îïèñàòüêîãåðåíòíûå ïðîöåññû â ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äëÿ áîëåå ïîëíîéèí�îðìàöèè ñì. ìîíîãðà�èè [37, 38, 40℄.Â.1. Âàðèàöèîííûå (�óíêöèîíàëüíûå) ïðîèçâîäíûåÏðåæäå âñåãî íàïîìíèì îáùåå îïðåäåëåíèå �óíêöèîíàëà. Ìû ãîâîðèì, ÷òî çàäàííåêîòîðûé �óíêöèîíàë, åñëè óñòàíîâëåíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîé �óíêöèè èçíåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî. Ïðèìåðû �óíêöèîíàëîâ:à) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτ a(τ)ϕ(τ),ãäå a(t) � çàäàííàÿ (�èêñèðîâàííàÿ) �óíêöèÿ, à ïðåäåëû t1, t2 ìîãóò áûòü êàê êî-íå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè. Ýòî � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë.á) F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2B(τ1, τ2)ϕ(τ1)ϕ(τ2),ãäå B(t1, t2) � �èêñèðîâàííàÿ çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Ýòî � êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë.â) F [ϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) ,ãäå f(x) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, à âåëè÷èíà Φ[ϕ(τ)] ñàìà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì.Îöåíèì ðàçíîñòü çíà÷åíèé îäíîãî è òîãî æå �óíêöèîíàëà (ñì. ðèñ. Â.1), âçÿòîãîäëÿ äâóõ �óíêöèé ϕ(τ) è ϕ(τ) + δϕ(τ), δϕ(τ) 6= 0 ïðè
t− 1

2
∆t < τ < t+

1

2
∆tÂàðèàöèåé �óíêöèîíàëà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ïî δϕ(τ) ÷àñòü ðàçíîñòè

δF [ϕ(τ)] = {F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)]} .Âàðèàöèîííîé (èëè �óíêöèîíàëüíîé) ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (ñì., íàïðè-ìåð, [?℄)

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)dt
= lim

∆t→0

δF [ϕ(τ)]∫

∆t
dτδϕ(τ)

. (Â.1)Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ δF [ϕ(τ)]/δϕ(t)dt áóäåì èñïîëüçî-âàòü δF [ϕ(τ)]/δϕ(t). 170
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PSfrag replaements ϕ(τ)
ϕ(τ) + δϕ(τ)

ϕ(τ)

t− ∆τ
2 t+ ∆τ

2

τt�èñ. Â.1. Ê îïðåäåëåíèþ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîéÎòìåòèì, ÷òî åñëè â (Â.1) âçÿòü â êà÷åñòâå �óíêöèè δϕ(τ) = αδ(τ), ãäå δ(τ) �îáû÷íàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, òî �îðìóëó (Â.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, èìåþùåìâèä îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé:
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

α→0

d

dα
F [ϕ(τ) + αδ(τ − t)].Âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèîíàëà F [ϕ(τ)] ÿâëÿåòñÿ ñíîâà �óíêöèîíà-ëîì îò ϕ(τ), çàâèñÿùèì åùå îò òî÷êè t êàê îò ïàðàìåòðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà âàðèàöè-îííàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü ïðîèçâîäíûå äâîÿêîãî òèïà: åå ìîæíî äè��åðåíöè-ðîâàòü îáû÷íûì îáðàçîì ïî ïàðàìåòðó t, à ìîæíî òàêæå ñîñòàâèòü åå âàðèàöèîííóþïðîèçâîäíóþ ïî ϕ(τ) â òî÷êå τ = t′, ÿâëÿþùóþñÿ âòîðîé âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîéîò èñõîäíîãî �óíêöèîíàëà:

δ2F [ϕ(τ)]

δϕ(t′)δϕ(t)
=

δ

δϕ(t′)

[
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)

]
.Âòîðàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò óæå �óíêöèîíàëîì îò ϕ(τ), çàâèñÿùèì îòïàðû òî÷åê t, t′, è ò. ä.Íàéäåì âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèîíàëîâ (à), (á) è (â).Â ñëó÷àå (à) èìååì

δF [ϕ(τ)] = F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] − F [ϕ(τ)] =

t+∆t/2∫

t−∆t/2

dτ a(τ)δϕ(τ).Åñëè �óíêöèÿ a(t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå ∆t, òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

δF [ϕ(τ)] = a(t′)
∫

∆t

dτ δϕ(τ),ãäå òî÷êà t′ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [t− ∆t/v, t+ ∆t/2], òàê ÷òî

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
= lim

∆t→0
a(t′) = a(t). (Â.2)



172 Ïðèëîæåíèå Â. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèéÀíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (á) ïîëó÷àåì

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=

t2∫

t1

dτ [B(τ,t)+B(t, τ)]ϕ(τ) (t1 < t < t2).Îòìåòèì, ÷òî çäåñü �óíêöèþ B(τ1, τ2) âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íîé �óíêöèåéñâîèõ àðãóìåíòîâ.Â ñëó÷àå (â) èìååì

F [ϕ(τ) + δϕ(τ)] = f (Φ[ϕ(τ)]) +
∂

f
(Φ[ϕ(τ)])∂ΦδΦ[ϕ(τ)] + . . . =

= F [ϕ(τ)] +
∂f(Φ[ϕ(τ)])

∂Φ
δΦ[ϕ(τ)] + . . .è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

δ

δϕ(t)
f (Φ[ϕ(τ)]) =

∂f (Φ[ϕ(τ)])

∂Φ

δ

δϕ
(t)Φ[ϕ(τ)]. (Â.3)�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèîíàë Φ[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)]. Äëÿ íåãî èìååì

δΦ[ϕ(τ)] = {F 1[ϕ(τ) + δϕ(τ)]F 2[ϕ(τ) + δϕ(τ)]−F 1[ϕ(τ)]F 2[ϕ(τ)]} =

= F1[ϕ(τ)]δF2[ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]δF1 [ϕ(τ)],è, ñëåäîâàòåëüíî,

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]F2[ϕ(τ)] = F1[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F2[ϕ(τ)] + F2[ϕ(τ)]

δ

δϕ(t)
F1[ϕ(τ)]. (Â.4)Ìîæíî �îðìàëüíî îïðåäåëèòü è âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé �óíê-öèîíàëà ϕ(τ0) ïî �óíêöèè ϕ(t) ñîîòíîøåíèåì

δϕ(τ0)

δϕ(t)
= δ(τ0 − t). (Â.5)Ôîðìóëó (Â.5) ìîæíî îáîñíîâàòü, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ëèíåéíûé �óíêöèîíàëâèäà

F [ϕ(τ)] =
1√
2πσ

∞∫

−∞
dτ ϕ(τ) exp

{
−(τ − τ0)

2

2σ2

}
. (Â.6)Äëÿ íåãî, ñîãëàñíî (Â.2), âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)] =

1√
2πσ

exp

{
−(t− τ0)

2

2σ2

}
. (Â.7)Ïåðåõîäÿ òåïåðü �îðìàëüíî ê ïðåäåëó ïðè σ → 0 â âûðàæåíèÿõ (Â.6) è (Â.7), ìûè ïîëó÷àåì �îðìóëó (Â.5). È ïðè ýòîì

δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
=
∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)

δϕ(τ)

δϕ(t)
=
∂F [ϕ(τ)]

∂ϕ(τ)
δ(τ − t).Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (Â.5) î÷åíü óäîáíî ïðîèçâîäèòü �óíêöèîíàëüíîå äè��åðåí-öèðîâàíèå �óíêöèîíàëîâ, ÿâíî çàâèñÿùèõ îò ϕ(τ). Òàê äëÿ êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèî-íàëà (á) èìååì
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δ

δϕ(t)

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2B(τ1, τ2)ϕ(τ1)ϕ(τ2)

(Â.4)

=

=

t2∫

t1

t2∫

t1

dτ1dτ2B(τ1, τ2)

[
δϕ(τ1)

δϕ(t)
ϕ(τ2) + ϕ(τ1)

δϕ(τ2)

δϕ(t)

] (Â.5)
=

=

t2∫

t1

dτ [B(t, τ)+B(τ, t)]ϕ(τ) (t1 < t < t2).Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì �óíêöèîíàë
F [ϕ(τ)] =

t2∫

t1

dτ L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)
.Â ýòîì ñëó÷àå

δ

δϕ(t)
F [ϕ(τ)]

(Â.3)
=

t2∫

t1

dτ



∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+
∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ



δϕ(τ)

δϕ(t)

(Â.5)
=

=

t2∫

t1

dτ



∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ(τ)
+
∂L

(
τ, ϕ(τ),

dϕ(τ)

dτ

)

∂ϕ̇(τ)

d

dτ


 δ(τ − t) =

=

(
− d

dt

∂

∂ϕ̇(t)
+

∂

∂ϕ(t)

)
L

(
t, ϕ(t),

dϕ(t)

dt

)
,ãäå ϕ̇(t) =

d

dt
ϕ(t), åñëè òî÷êà t ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (t1, t2).Ïîäîáíî òîìó êàê �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà, �óíêöèîíàë

F [ϕ(τ) + η(τ)] ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ïî �óíêöèè η(τ)â îêðåñòíîñòè η(τ) ∼ 0:
F [ϕ(τ) + η(τ)] = F [ϕ(τ)] +

∞∫

−∞
dt
δF [ϕ(τ)]

δϕ(t)
η(t) +

+
1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞
dt1dt2

δ2F [ϕ(τ)]

δϕ(t1)δϕ(t2)
η(t1)η(t2) + . . . (Â.8)Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå òèïà

1 +

∞∫

−∞
dt η(t)

δ

δϕ(t)
+

1

2!

∞∫

−∞

∞∫

−∞
dt1dt2 η(t1)η(t2)

δ2

δϕ(t1)δϕ(t2)
+ . . . =

= 1 +

∞∫

−∞
dt η(t)

δ

δϕ(t)
+

1

2!




∞∫

−∞
dt η(t)

δ

δϕ(t)




2

+ . . . (Â.9)ìîæíî ñîêðàùåííî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîðà

exp





∞∫

−∞
dt η(t)

δ

δϕ(t)



 , (Â.10)



174 Ïðèëîæåíèå Â. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèéäåéñòâèå êîòîðîãî íàäî ïîíèìàòü èìåííî â ñìûñëå ðàçëîæåíèÿ (Â.9). Ñ ïîìîùüþýòîãî îïåðàòîðà �îðìóëó (Â.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

F [ϕ(τ) + η(τ)] = exp






∞∫

−∞
dt η(t)

δ

δϕ(t)




F [ϕ(τ)], (Â.11)÷òî ïîçâîëÿåò íàì èíòåðïðåòèðîâàòü îïåðàòîð (Â.10) êàê îïåðàòîð �óíêöèîíàëüíîãîñäâèãà.�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèîíàë F [t;ϕ(τ)], çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà t. Ýòîò �óíê-öèîíàë ìîæíî äè��åðåíöèðîâàòü ïî t, à òàêæå íàéòè åãî âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþïî ϕ(t′). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè îïåðàöèè ïåðåñòàíîâî÷íû, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂

∂t

δF [t;ϕ(τ)]

δϕ(t′)
=

δ

δϕ(t′)
∂F [t;ϕ(τ)]

∂t
. (Â.12)Åñëè îáëàñòü èçìåíåíèÿ τ íå çàâèñèò îò t, òî ðàâåíñòâî (Â.12) î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå, íàïðèìåð äëÿ �óíêöèîíàëîâ F [t;ϕ(τ)], ó êîòîðûõ 0 ≤ τ ≤ t, ðàâåíñòâî (Â.12)ïðîâåðÿåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèîíàëà F [t;ϕ(τ)] â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåé-ëîðà.Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî �îðìàëèçìà, ðàññìîò-ðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé:

d

dt
r(t) = U (r, t), r(t0) = r0. (Â.13)Â.2. Ïðèíöèï äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòèÄëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòå-ðèñòèê èõ ðåøåíèé, òðåáóåòñÿ çíàíèå çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ îò êîý��èöè-åíòîâ óðàâíåíèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, �óíêöèîíàëüíîé). Ýòè çàâèñèìîñòü îáëàäàåò íåêî-òîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè. Ïðîèëëþñòðèðóåì èõ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé çàäà÷è �ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (Â.13), êîòîðóþ ìîæíî ïåðå-ïèñàòü â âèäå íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

r(t) = r0 +

t∫

t0

dτ U(r(τ), τ). (Â.14)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (Â.14) çàâèñèò ïàðàìåòðè÷åñêè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé r0, t0è �óíêöèîíàëüíî îò âåêòîðíîãî ïîëÿ U(r′, τ).Ïðîâàðüèðóåì óðàâíåíèå (Â.14) ïî ïîëþ U (r, t). Ñ÷èòàÿ, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå
r0 íå çàâèñèò îò ïîëÿ U(r, t), ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (Â.5), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àåèìååò âèä

δUi(r(τ), τ)

δUj(r′, t′)
= δijδ(r(τ) − r′)δ(τ − t′),ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé:

δri(t)

δUj(r, t′)
= δijδ(r − r(t′))θ(t′ − t0)θ(t− t′) +

t∫

t0

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rk

δrk(τ)

δUj(r, t′)
, (Â.15)

Â.3. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ 175ãäå δ(r − r′) � äåëüòà �óíêöèÿ Äèðàêà, à

θ(t) =

{
1, åñëè t > 0,

0, åñëè t < 0,� ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Èç óðàâíåíèÿ (Â.15) ñëåäóåò, ÷òî
δri(t)

δUj(r, t′)
= 0, åñëè t′ > t èëè t′ < t0, (Â.16)ò. å. ðåøåíèå r(t) äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è (Â.14), åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê �óíêöèî-íàë ïîëÿ U(r, t′), çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé U(r, t′) ïðè t0 < t′ < t. Ñëåäîâàòåëüíî,�óíêöèÿ r(t) íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ïîëå U(r, t′) èçìåíÿåòñÿ âíå èíòåðâàëà (t0, t

′), ò. å. äëÿ

t′ < t0 èëè t′ > t. Óñëîâèå (Â.16) áóäåì íàçûâàòü óñëîâèåì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííî-ñòè.Ïðèíèìàÿ ýòî óñëîâèå âî âíèìàíèå, óðàâíåíèå (Â.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(ïðè t0 < t′ < t)
δri(t)

δUj(r, t′)
= δijδ(r − r(t′)) +

t∫

t′

dτ
∂Ui(r(τ), τ)

∂rk

δrk(τ)

δUj(r, t′)
, (Â.17)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó t→ t′ + 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= δijδ(r − r(t′)), (Â.18)èëè æå â ïðåäåëå t′ → t− 0

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t′=t−0

= δijδ(r − r(t)), (Â.19)Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (Â.17) äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé, î÷åâèäíî, ýêâèâà-ëåíòíî ëèíåéíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

∂

∂t

(
δri(t)

δUj(r, t′)

)
=
∂Ui(r(t), t)

∂rk

(
δrk(t)

δUj(r, t′)

)
,

δri(t)

δUj(r, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′

= δijδ(r − r(t′)).

(Â.20)Óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì çàäà÷, îïèñûâàå-ìûõ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.Â.3. Óðàâíåíèå ËèóâèëëÿÑîâðåìåííûé àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü çàìêíó-òîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, åñëè ýòè ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äèíà-ìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè è îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè



176 Ïðèëîæåíèå Â. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èëè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè îïðåäåëåííîãî òèïà. Ïåðå-õîä îò îïèñàíèÿ èñõîäíîé, âîîáùå ãîâîðÿ íåëèíåéíîé, ñèñòåìû ê ýêâèâàëåíòíîìó îïè-ñàíèþ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî îñóùåñòâèòüñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðíûõ �óíêöèé. Îäíàêî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ. �àññìîòðèì òàêîé ïåðåõîä íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (Â.13).Ïóñòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (Â.13):

d

dt
r(t) = U(r(t), t), r(t0) = r0. (Â.21)Ââåäåì ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ â ïðîñòðàíñòâå (r, t):

ϕ(r, t) = δ(r(t) − r), (Â.22)îáû÷íî íàçûâàåìóþ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ñå÷åíèè ñëó÷àéíî-ãî ïðîöåññà r(t) çàäàííîé ïëîñêîñòüþ r(t) = const.Äè��åðåíöèðóÿ (Â.22) ïî âðåìåíè t ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (Â.21), ïîëó÷àåì ðà-âåíñòâà

∂

∂t
ϕ(r, t) = −dr(t)

dt

∂

∂r
δ(r(t) − r) = −U(r(t), t)

∂

∂r
δ(r(t) − r) =

= − ∂

∂r

[
U(r(t), t)δ(r(t) − r)

]
.Èñïîëüçóÿ äàëåå ¾âûêàëûâàþùåå¿ ñâîéñòâî äåëüòà-�óíêöèè

U(r(t), t)δ(r(t) − r) = U(r, t)δ(r(t) − r),ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

(
∂

∂t
+

∂

∂r
U(r, t)

)
ϕ(r, t) = 0, ϕ(r, t0) = δ(r − r0), (Â.23)êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîé ñèñòåìå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Ýòî óðàâ-íåíèå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè äëÿ äâèæåíèÿ �àçîâûõ òî÷åê â �àçî-âîì ïðîñòðàíñòâå {r, t}.Çàìå÷àíèå Â.1. Îñîáåííîñòü ðàáîòû ñ äåëüòà-�óíêöèåéÈç èçëîæåííîãî ìåòîäà âûâîäà óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî âèäåòüðàçëè÷èå ìåæäó �óíêöèåé r(t) è ïàðàìåòðîì r. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòûñ äåëüòà-�óíêöèåé íåîáõîäèìî âûïèñûâàòü àðãóìåíò �óíêöèè r(t) âî âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõâûêëàäêàõ (ñð. çàïèñü óðàâíåíèé (Â.21) è (Â.13). Ïðåíåáðåæåíèå ýòèì ïðàâèëîì ïðèâîäèò,êàê ïðàâèëî, ê îøèáêå. �Ïåðåõîä îò ñèñòåìû (Â.21) ê óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (Â.23) ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàñøè-ðåíèåì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (r, t), êîòîðîå, îäíàêî, èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.Óðàâíåíèå (Â.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(r, t) = δ(r − r0) −
t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)ϕ(r, τ)

}
,

Â.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 177âàðèàöèÿ êîòîðîãî ïî �óíêöèè Ui(r′, t′) ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû (Â.5) ïðèâîäèòê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= −

t∫

t0

dτ
∂

∂ri

{
δUi(r, τ)

δUj(r′, t′)
ϕ(r, τ)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
=

= −θ(t− t′)θ(t′ − t0)
∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t0

dτ
∂

∂r

{
U(r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (Â.24)ãäå, êàê è ðàíåå, θ(t) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ñëåäîâàòåëüíî,

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
∼ θ(t− t′)θ(t′ − t0),è âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= 0, åñëè t′ < t0 èëè t′ > t,êîòîðîå âûðàæàåò óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (Â.23).Ïðè óñëîâèè t0 < t′ < t óðàâíåíèå (Â.24) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
= − ∂

∂rj

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
−

t∫

t′

dτ
∂

∂r

{
U (r, τ)

δϕ(r, τ)

δUj(r′, t′)

}
, (Â.25)îòêóäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δϕ(r, t)

δUi(r′, t′)

∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri

{
δ(r − r′)ϕ(r, t′)

}
. (Â.26)Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (Â.26) ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ(Â.18). Â ñàìîì äåëå, âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ δϕ(r, t)/δUj(r
′, t′), â ñèëó îïðåäåëå-íèÿ �óíêöèè ϕ(r, t),

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)
=

δ

δUj(r′, t′)
δ(r(t) − r) = −

∂

∂ri
δ(r(t) − r) δri(t)

δUj(r′, t′)
, (Â.27)è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t = t′ + 0 èìååì ðàâåíñòâî

δϕ(r, t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

= − ∂

∂ri
δ(r(t′) − r) δri(t)

δUj(r′, t′)

∣∣∣∣∣
t=t′+0

=

= − ∂

∂rj

{
δ(r(t′) − r)δ(r′ − r)

}
= − ∂

∂rj

{
ϕ(r, t′)δ(r′ − r)

}
. (Â.28)Â.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ è ïîëåéÂ.4.1. Îáùèå çàìå÷àíèÿÅñëè ìû èìååì ñëó÷àéíóþ �óíêöèþ z(t) (ñëó÷àéíûé ïðîöåññ), òî âñå åå ñòàòè-ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàþòñÿ îäíîâðå-ìåíí�îé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé

P (z, t) = 〈δ(z(t) − z)〉 , (Â.29)
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〈f(z(t))〉 =

∞∫

−∞
dz f(z)P (z, t).Â �îðìóëå Â.29 ÷åðåç ñêîáêè 〈. . .〉 îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).Èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ýòîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿþùàÿ âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîöåññ z(t) < Z, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

F (t, Z) = P (z(t) < Z) =

Z∫

−∞
dz P (z, t),è, ñëåäîâàòåëüíî,

F (t, Z) = 〈θ(Z − z(t))〉 , F (t,∞) = 1, (Â.30)ãäå θ(z) � �óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè z < 0 è åäèíèöå ïðè z > 0.Îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì óñðåäíå-íèÿ â (Â.29):

ϕ(z, t) = δ(z(t) − z),íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðíîé �óíêöèåé.Äëÿ ïîëíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè z(t) äîñòàòî÷íî çíàòüåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë

Φ[v(τ)] =

〈
exp




i
∞∫

−∞
dτ v(τ)z(τ)






〉
,ãäå �óíêöèÿ v(t) � ïðîèçâîëüíàÿ (äîñòàòî÷íî ¾õîðîøàÿ¿) �óíêöèÿ. Çíàÿ �óíêöèî-íàë Φ[v(τ)], ìîæíî íàéòè òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé �óíêöèè z(t), êàê åå ñðåä-íåå çíà÷åíèå 〈z(t)〉, êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ 〈z(t1)z(t2)〉, n-òî÷å÷íóþ ìîìåíòíóþ�óíêöèþ 〈z(t1) . . . z(tn)〉 è ò. ä.Â ñàìîì äåëå, ðàñêëàäûâàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë Φ[v(τ)] â �óíêöèî-íàëüíûé ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì äëÿ íåãî âûðàæåíèå ÷åðåç ìîìåíòíûå �óíêöèè ïðî-öåññà z(t):

Φ[v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞
dt1 . . .

∞∫

−∞
dtnMn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn),

Mn(t1, . . . , tn) = 〈z(t1) . . . z(tn)〉 =
1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Φ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0

.Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòíûå �óíêöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåçâàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà. Âàðèàöèîííûå ïðî-èçâîäíûå è ïðàâèëà ðàáîòû ñ íèìè îïðåäåëåíû â Ïðèëîæåíèè À.Ïðåäñòàâèì òåïåðü Φ[v(τ)] â âèäå Φ[v(τ)] = exp{Θ[v(τ)]}. Ôóíêöèîíàë Θ[v(τ)] òàê-æå ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà:
Θ[v(τ)] =

∞∑

n=1

in

n!

∞∫

−∞
dt1 . . .

∞∫

−∞
dtnKn(t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn), (Â.31)

Â.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 179ãäå �óíêöèÿ

Kn(t1, . . . , tn) =
1

in
δn

δv(t1) . . . δv(tn)
Θ[v(τ)]

∣∣∣∣
v=0íàçûâàåòñÿ êóìóëÿíòíîé �óíêöèåé n-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t).Â.4.2. �àñùåïëåíèå êîððåëÿöèé äëÿ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâè ïîëåé (�îðìóëà Ôóðóòöó�Íîâèêîâà)Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòüêîððåëÿöèþ 〈z(t)R[z(τ)]〉, ãäå R[z(τ)] � �óíêöèîíàë, êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü îò ïðî-öåññà z(t) êàê ÿâíûì, òàê è íåÿâíûì îáðàçîì.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèî-íàë R[z(τ)+η(τ)], ãäå η(t) � ïðîèçâîëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, è âû÷èñëèìâåëè÷èíó 〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉. Èíòåðåñóþùóþ íàñ êîððåëÿöèþ ïîëó÷èì, ïîëîæèâ âîêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå η(τ) = 0.Ôóíêöèîíàë R[z(τ) + η(τ)] ìîæíî ðàçëîæèòü â �óíêöèîíàëüíûé ðÿä Òåéëîðà ïî

z(τ) è ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå
R[z(τ) + η(τ)] = e

∞∫
−∞

dτz(τ) δ
δη(τ)

R[η(τ)],ââîäÿ îïåðàòîð �óíêöèîíàëüíîãî ñäâèãà. Òîãäà äëÿ êîððåëÿöèè 〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:
〈z(t)R [z(τ) + η(τ)]〉 = Ω

[
t,

δ

iδη(τ)

]
〈R [z(τ) + η(τ)]〉 ,ãäå �óíêöèîíàë Ω[t, v(τ)] îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

Ω[t, v(τ)] =

〈
z(t) exp

{
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉

〈
exp

{
i

∞∫
−∞

dτz(τ)v(τ)

}〉 =
1

Φ[v(τ)]

δ

iδv(t)
Φ[v(τ)] ≡ δ

iδv(t)
Θ[v(τ)],(Â.32)ãäå Θ[v(τ)] = ln Φ[v(τ)], à Φ[v(τ)] � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà z(t).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âàðèàöèîííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïî η(τ) ìîæíî çàìåíèòü äè�-�åðåíöèðîâàíèåì ïî z(τ) è ïîëîæèòü çàòåì η(τ) = 0, ïîëó÷àåì äëÿ èíòåðåñóþùåéíàñ êîððåëÿöèè îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

〈z(t)R[z(τ)〉 =

〈
Ω

[
t,

δ

iδz(τ)

]
R[z(τ)]

〉
. (Â.33)Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì �óíêöèîíàëà Θ[v(τ)] â �óíêöèîíàëüíûé ðÿäÒåéëîðà (??), òî �óíêöèîíàë

Ω[t, v(τ)] =
∞∑

n=0

in

n!

∞∫

−∞
dt1 . . .

∞∫

−∞
dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn)
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〈z(t)R[z(τ)]〉 =
∞∑

n=0

1

n!

∞∫

−∞
dt1 . . .

∞∫

−∞
dtnKn+1(t, t1, . . . , tn)

〈
δnR[z(τ)]

δz(t1) . . . δz(tn)

〉
. (Â.34)Â �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè ïîâðåìåíè t, ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿþòñÿñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(τ) ïðè 0 ≤ τ ≤ t, êîòîðûåïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì �óíêöèîíàëîì

Φ[t; v(τ)] = eΘ[t,v(τ)] =

〈
exp




i
t∫

0

dτz(τ)v(τ)






〉
.Â ýòîì ñëó÷àå âñå ïîëó÷åííûå âûøå �îðìóëû îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòà-òèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ 〈z(t′)R[t; z(τ)]〉 ïðè t′ < t, τ ≤ t, ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

〈
Ω

[
t′, t,

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
(0 < t′ < t), (Â.35)ãäå

Ω[t′, t, v(τ)] =
δ

iδv(t′)
Θ[t, v(τ)] =

=
∞∑

n=0

in

n!

t∫

0

dt1 . . .

t∫

0

dtnKn+1(t
′, t1, . . . , tn)v(t1) . . . v(tn). (Â.36)Â ñëó÷àå, êîãäà t′ = t− 0, �îðìóëà â (Â.35) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî, ò. å.

〈z(t)R[t; z(τ)]〉 =

〈
Ω

[
t, t,

δ

iδz(τ)

]
R[t; z(τ)]

〉
. (Â.37)Îäíàêî ðàçëîæåíèå (Â.36) íå âñåãäà äàåò ïðàâèëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîäïðè t′ → t − 0 (ò. å. îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è ðàçëîæåíèÿ â �óíêöèîíàëü-íûé ðÿä Òåéëîðà ìîãóò áûòü è íå ïåðåñòàíîâî÷íû). Â ýòîì ñëó÷àå

Ω[t, t, v(τ)] =
1

Φ[t; v(τ)]

d

idv(t)
Φ[t; v(τ)] =

d

idv(t)
Θ[t, v(τ)] (Â.38)è ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå â (Â.35) è (Â.37) ìîãóò áûòü ðàçðûâíû ïðè t′ = t− 0.Äëÿ ãàóññîâîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) âñå �îðìóëû, ïîëó÷åííûå âûøå, ñóùå-ñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ëîãàðè�ì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà

Φ[v(τ)] èìååò âèä (ñðåäíèå çíà÷åíèå ïðîöåññà z(t) ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ) (Â.53) è,ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèîíàë Ω[t, v(τ)] (Â.32) ïðèíèìàåò âèä ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà
Ω[t, v(τ)] = i

∞∫

−∞
dτ1B(t, τ1)v(τ1), (Â.39)à �îðìóëà (Â.33) ïðèíèìàåò âèä

〈z(t)R[z(τ) + η(τ)]〉 =

∞∫

−∞
dτ1B(t, τ1)

δ

δη(τ1)
〈R[z(τ) + η(τ)]〉 . (Â.40)

Â.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 181Çàìåíÿÿ òåïåðü äè��åðåíöèðîâàíèå ïî η(τ) íà äè��åðåíöèðîâàíèå ïî z(τ) è ïîëàãàÿ
η(τ) = 0, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

〈z(t)R[z(τ)]〉 =

∞∫

−∞
dτ1B(t, τ1)

〈
δ

δz(τ1)
R[z(τ)]

〉
, (Â.41)êîòîðîå â �èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü �îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà ïîèìåíè àâòîðîâ, âïåðâûå åå ïîëó÷èâøèõ [68, 98℄.Ëåãêî íàïèñàòü è ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå �îðìóëû (Â.41), êîòîðîå ìîæíî çàïè-ñàòü â âèäå

〈zi1,...,in(r)R[z]〉 =

∫
dr′

〈
zi1,...,in(r)zj1,...,jn(r′)

〉
〈

δR[z]

δzj1,...,jn(r′)

〉
, (Â.42)ãäå ÷åðåç r îáîçíà÷åíû âñå íåïðåðûâíûå àðãóìåíòû ñëó÷àéíîãî ïîëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

z(r), à ÷åðåç i1, . . . , in � èíäåêñíûå àðãóìåíòû. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñíûì àðãó-ìåíòàì â ïðàâîé ÷àñòè (Â.42) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(τ) îïðåäåëåí òîëüêî íà îòðåçêå âðåìåíè [0, t], òî �óíê-öèîíàë Θ[t, v(τ)] áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì
Θ[t, v(τ)] = −1

2

t∫

0

t∫

0

dτ1dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2), (Â.43)à �óíêöèîíàëû Ω[t′, t, v(τ)], Ω[t, t, v(τ)] áóäóò ëèíåéíûìè �óíêöèîíàëàìè:

Ω[t′, t, v(τ)] =
δ

iδv(t′)
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτ B(t′, τ)v(τ),

Ω[t, t, v(τ)] =
d

iv(t)dt
Θ[t, v(τ)] = i

t∫

0

dτ B(t, τ)v(τ),

(Â.44)è, ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû (Â.35), (Â.37) áóäóò èìåòü âèä

〈
z(t′)R[t; z(τ)]

〉
=

t∫

0

dτB(t′, τ)
〈
δR[z(τ)]

δz(τ)

〉
(t′ 6 t), (Â.45)ñîâïàäàþùèé ñ ðàâåíñòâîì (Â.41) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

δR[t; z(τ)]

δz(τ)
= 0 ïðè τ < 0, τ > t. (Â.46)Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå ìíîãîìåðíîé �îðìóëû (Â.42) íà ñëó÷àé ïðè÷èííîãîâî âðåìåíè �óíêöèîíàëà R[t;z(r̃, τ)] èìååò âèä

〈zi1,...,in(r, t)R[t;z(r̃, τ)]〉 =

∫
dr′

t∫

0

dt′
〈
zi1,...,in(r, t)zj1,...,jn(r′, t′)

〉
〈
δR[t;z(r̃, τ)]

δzj1,...,jn(r′, t′)

〉
.(Â.47)Ïîëíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñîäåðæèòñÿ â èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíê-öèîíàëàõ. Îäíàêî äàæå çíàíèå îäíîòî÷å÷íûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ äàåò îïðåäåëåííóþ èí�îðìàöèþ îá ýâîëþöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ âî âñåìèíòåðâàëå âðåìåí.Ïðåæäå âñåãî îáñóäèì ïîíÿòèå òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), êî-òîðîå õàðàêòåðèçóåò îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îòäåëüíîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññàâ öåëîì íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåí.



182 Ïðèëîæåíèå Â. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèéÂ.4.3. Òèïè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàÍàçîâåì êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) äåòåðìèíèðîâàí-íóþ êðèâóþ z∗(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé èíòåãðàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëå-íèÿ (Â.30) è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

F (t, z∗(t)) =

z∗(t)∫

−∞
dz P (z, t) =

1

2
. (Â.48)Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ìåäèàíû, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî äëÿëþáîãî èíòåðâàëà âðåìåíè (t1, t2) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(t) êàê-áû ¾îáâèâàåò¿ êðèâóþ

z∗(t) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

z(t) > z∗(t), ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîåíåðàâåíñòâî z(t) < z∗(t) (ðèñ. Â.2), ò. å.

〈
Tz(t)>z∗(t)

〉
=
〈
Tz(t)<z∗(t)

〉
=

1

2
(t2 − t1). (Â.49)Â ñàìîì äåëå, èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (Â.48) ïî âðåìåíè â èíòåðâàëå (t1, t2), ïîëó-÷àåì

t2∫

t1

dt F (t, z∗(t)) =
1

2
(t2 − t1). (Â.50)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (Â.30),èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (Â.50) ðàâåí

t2∫

t1

dt F (t, z∗(t)) = 〈T (t1, t2)〉 , (Â.51)ãäå T (t1, t2) =
∑N

1 ∆tk � îáùåå âðåìÿ èç èíòåðâàëà (t1, t2), â òå÷åíèå êîòîðîãî ðåàëè-çàöèÿ ïðîöåññà z(t) ëåæèò âûøå êðèâîé z∗(t). Ñîïîñòàâëÿÿ (Â.50) ñ (Â.51), è ïîëó÷àåìðàâåíñòâî (Â.49).Êðèâàÿ z∗(t) ìîæåò, åñòåñòâåííî, ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ëþáîé êîíêðåòíîéðåàëèçàöèè ïðîöåññà z(t) è íå îïèñûâàåò âåëè÷èíó âîçìîæíûõ âûáðîñîâ. Òàêèì îá-ðàçîì, êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè z∗(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), ïîëó÷åííàÿ ñ ïî-ìîùüþ îäíîâðåìåíí�îé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåíà òåì íå ìåíåå íà âñåì èí-òåðâàëå âðåìåíè t ∈ (0,∞).Äëÿ êîíêðåòíûõ òèïîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæíî ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþèí�îðìàöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ óæå âûáðîñû îòíîñèòåëüíî ýòîé êðèâîé.�àññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

{ { {

PSfrag replaements

z∗(t)
z(t)

tt1 t2

∆t1 ∆t2 ∆t3�èñ. Â.2. Ê îïðåäåëåíèþ êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
Â.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé 183Â.4.4. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ�àóññîâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.Ïðåæäå âñåãî îáñóäèì ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà � ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà z(t) ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ (〈z(t)〉 = 0), è êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèåé B(t1, t2) = 〈z(t1)z(t2)〉. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë èìååò âèä

Φ[v(τ)] = exp



−1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞
dt1dt2B(t1, t2)v(t1)v(t2)



 . (Â.52)Äëÿ ýòîãî ïðîöåññà åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò íóëÿ êóìóëÿíòíîé �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿåãî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ K2(t1, t2) = B(t1, t2), è, ñëåäîâàòåëüíî,

Θ[v(τ)] = −1

2

∞∫

−∞

∞∫

−∞
dt1dt2B(t1, t2)v(t1)v(t2). (Â.53)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãàóññîâà ïðîöåññà ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ, âñå ìî-ìåíòíûå �óíêöèè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, à ìîìåíòíûå �óíêöèè ÷åòíîãîïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ ñóììîé, â êîòîðîé ïðîöåññû z(ti)z(tk) óñðåäíÿþòñÿ ïîïàðíîâñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.Åñëè �óíêöèÿ v(τ) â �îðìóëå (Â.53) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â èíòåðâàëå 0 < τ < t,òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë

Φ[t; v(τ)] =

〈
exp


i

t∫

0

dτ z(τ)v(τ)



〉

= exp



−

t∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2B(τ1, τ2)v(τ1)v(τ2)



(Â.54)çàâèñèò òàêæå è îò âðåìåíè t, è â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèîíàë Φ[t; v(τ)], êàê �óíêöèÿïàðàìåòðà t, óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d

dt
Φ[t; v(τ)] = −v(t)

t∫

0

dt1B(t, t1)v(t1)Φ[t; v(τ)], Φ[0, v(τ)] = 1. (Â.55)×òîáû ïîëó÷èòü îäíîâðåìåíí�óþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ â ìîìåíò âðåìå-íè t äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîëîæèì â (Â.52) �óíêöèþ v(τ) â âèäå

v(τ) = vδ(τ − t).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Φ(v, t) =
〈
eivz(t)

〉
=

∞∫

−∞
dz P (z, t)eivz = exp

{
−1

2
σ2(t)v2

}
, (Â.56)ãäå σ2(t) = B(t, t). Îäíîâðåìåíí�óþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðî-öåññà ïîëó÷èì, âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò (Â.56):

P (z, t) =
1

2π

∞∫

−∞
dvΦ(v, t)e−ivz =

1√
2πσ2(t)

exp

{
− z2

2σ2(t)

}
. (Â.57)



184 Ïðèëîæåíèå Â. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèéÎòìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) âåëè÷èíà äèñ-ïåðñèè σ2(t) íå çàâèñèò îò âðåìåíè t, ò. å. σ2(t) = σ2 = const.Ôóíêöèÿ P (z, t) ñèììåòðè÷íà ïî z îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 0, ò. å.

P (z, t) = P (−z, t). (Â.58)Ïðè íàëè÷èè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) � 〈z(t)〉âìåñòî (Â.57) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

P (z, t) =
1√

2πσ2(t)
exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
, (Â.59)è êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè (Â.48) äëÿ ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t), â ñèëóñâîéñòâà ñèììåòðèè (Â.58), î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïðîöåññà z(t),ò. å.

z∗(t) = 〈z(t)〉 , (Â.60)òàê êàê ðàâåíñòâî (Â.48)

1√
2πσ2(t)

z∗(t)∫

−∞
dz exp

{
−(z − 〈z(t)〉)2

2σ2(t)

}
=

1√
2πσ2(t)

z∗(t)−〈z(t)〉∫

−∞
dz exp

{
− z2

2σ2(t)

}
=

1

2âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè (Â.60).Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òàê íàçûâàåìîãî ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîãî (ëîãíîðìàëüíî-ãî) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t), ëîãàðè�ì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ñëó÷àéíûì ïðî-öåññîì

y(t) = ez(t),îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (y, t) èìååò âèä
P (y, t) =

1

y
P (z = ln y, t) =

1

y
√

2πσ2(t)
exp




−
ln2
[
e−〈z(t)〉y

]

2σ2(t)




 ,è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë

y∗(t)∫

−∞
dy P (y, t) =

1√
2πσ2(t)

y∗(t)∫

−∞

dy

y
exp



−

ln2
[
e−〈z(t)〉y

]

2σ2(t)



 =

=
1√

2πσ2(t)

ln[e−〈z(t)〉y∗(t)]∫

−∞
dz exp

{
− z2

2σ2(t)

}ðàâåí 1/2 ïðè óñëîâèè, ÷òî e−〈z(t)〉y∗(t) = 1, ò. å. êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè äëÿëîãíîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
y∗(t) = e〈z(t)〉 = e〈ln y(t)〉. (Â.61)

Â.5. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ 185Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ìû çíàåì ïîâåäåíèå ìîìåíòíûõ �óíêöèé ñëó÷àéíîãîïðîöåññà y(t) âî âðåìåíè, ò. å. �óíêöèè 〈yn(t)〉 (n = 1, 2, . . .), òî òåì ñàìûì ìû çíàåìè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà z(t) = ln y(t). Â ñàìîì äåëå,
〈yn(t)〉 =

〈
en ln y(t)

〉
= exp

{
n 〈ln y(t)〉 +

n2

2
σ2

ln y(t)

}
,è, ñëåäîâàòåëüíî,

〈ln y(t)〉 = lim
n→0

1

n
ln 〈yn(t)〉 , σ2

ln y(t) = lim
n→∞

2

n2
ln 〈yn(t)〉 . (Â.62)Â.5. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâàñëó÷àéíîãî ïîëÿÂ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü îáùèå ñëó÷àè àíàëèçà ñòîõà-ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãîâî âðåìåíè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ â ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ è îáñóäèì åãî�èçè÷åñêèé ñìûñë. Ýòî ïðèáëèæåíèå íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèèïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.Â.5.1. Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�ÏëàíêàÏóñòü âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ x(t) = {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)} óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷å-ñêîìó óðàâíåíèþ

d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (Â.63)ãäå vi(x, t), (i = 1, . . . , n) � äåòåðìèíèðîâàííûå �óíêöèè, à fi(x, t)� ñëó÷àéíûå �óíê-öèè (n+ 1) ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:à) fi(x, t) � ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå â (n+ 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x, t),á) 〈fi(x, t)〉 = 0.Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî t � âðåìåíí�àÿ êîîðäèíàòà, à x � ïðî-ñòðàíñòâåííàÿ.Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ fi(x, t) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ çàäàíèåìåãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà

Bij(x, t,x
′, t′) =

〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.Òàê êàê óðàâíåíèå (Â.63) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûì óñëî-âèåì, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè

δ

δfj(x′, t′)
xi(t) = 0 ïðè t′ < t0 è t′ > t, (Â.64)ò. å. åãî ðåøåíèå x(t) �óíêöèîíàëüíî çàâèñèò ëèøü îò ïðåäøåñòâóþùèõ ïî t çíà÷åíèé

fj(x, t
′) èç èíòåðâàëà t0 ≤ t′ ≤ t. Ïðè ýòîì äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé èìååìðàâåíñòâî

δ

δfj(x′, t− 0)
xi(t) = δijδ(x(t) − x′). (Â.65)



186 Ïðèëîæåíèå Â. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèéÎäíàêî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó x(t) è ïîñëåäóþùèìèçíà÷åíèÿìè fj(x, t
′′), ãäå t′′ > t, òàê êàê òàêèå çíà÷åíèÿ fj(x, t

′′) êîððåëèðîâàííûñî çíà÷åíèÿìè fj(x, t′) ïðè t′ ≤ t. ßñíî, ÷òî êîððåëÿöèÿ �óíêöèè x(t) ñ ïîñëåäóþùèìèçíà÷åíèÿìè fj(x, t′′) çàìåòíà ëèøü ïðè t′′ − t ≤ τ0, ãäå τ0 � ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ

f(x, t) ïî ïåðåìåííîé t.Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êëàññà ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ õàðàêòåðíûéâðåìåíí�îé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ �óíêöèè x(t) èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà T ≫ τ0, è â ýòîìñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð � τ0/T , êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ýòîìó ïàðàìåòðó ìàëîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àñèìï-òîòèêó ïðè τ0 → 0. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ x(t′) ïðè t′ < t áóäóò íå òîëüêî �óíêöèîíàëüíî,íî è ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò çíà÷åíèé f(x, t′′) ïðè t′′ > t. Ýòî ïðèáëèæåíèå ýê-âèâàëåíòíî çàìåíå êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà Bij íà íåêîòîðûé ý��åêòèâíûé òåíçîð,îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Be�

ij (x, t,x′, t′) = 2δ(t− t′)Fij(x,x
′, t). (Â.66)Âåëè÷èíà Fij(x,x

′, t) ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà èíòåãðàëîâ îò

Bij(x, t,x
′, t′) è Be�

ij (x, t,x′, t′) ïî t′:

Fij(x,x
′, t) =

1

2

∞∫

−∞
dt′Bij(x, t,x

′, t′),÷òî è ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ãàóññîâîìó äåëüòà-êîððåëèðîâàííîìó ïî âðåìåíè tñëó÷àéíîìó ïîëþ.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(x, t) = δ(x (t) − x), (Â.67)ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (Â.63), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (Â.68)Ïðè ýòîì

δ

δfj(x′, t− 0)
ϕ(x, t) = − ∂

∂xj

{
δ(x− x′)ϕ(x, t)

}
. (Â.69)Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Â.63)

P (x, t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉ïîëó÷èì, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (Â.68) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ f(x, t):
(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 . (Â.70)Óðàâíåíèå (Â.70) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′Bij(x, t,x
′, t′)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t′)

〉
. (Â.71)

Â.5. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ 187Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü �îðìóëîé Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (Â.42) íà ñ. 181:
〈fk(x, t)R[t;f(y, τ)]〉 =

∫
dx′

∫
dt′Bkl(x, t,x

′, t′)
〈
δR[t;f(y, τ)]

δ fl(x′, t′)

〉
, (Â.72)ñïðàâåäëèâîé äëÿ êîððåëÿöèè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ñ ïðîèçâîëüíûì �óíê-öèîíàëîì R[t;f(y, τ)] îò íåãî, è óñëîâèåì äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè (Â.64).Óðàâíåíèå (Â.71) ïîêàçûâàåò, ÷òî îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ

x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ x(t)îò ïîëÿ f(x′, t) äëÿ âñåõ âðåìåí â èíòåðâàëå (t0, t).Â îáùåì ñëó÷àå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé P (x, t) íå îïèñûâàåòñÿ çàìêíóòûì óðàâíå-íèåì. Åñëè æå äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ f(x, t) âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæå-íèåì (Â.66), òî âîçíèêíóò ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñî çíà÷åíèÿìè δϕ[x, t,f(y, τ)]/δfj(x
′, t′)ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíí�ûõ àðãóìåíòàõ t′ = t− 0,

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′ Fij(x,x

′, t)

〈
δϕ(x, t)

δfj(x′, t− 0)

〉
,êîòîðûå, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (Â.69), âûðàæàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ñàìó âåëè÷è-íó ϕ[x, t,f (y, τ)]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàìêíóòîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà

(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) +Ak(x, t)]

)
P (x, t) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x, t)P (x, t)] , (Â.73)ãäå

Ak(x, t) =
∂

∂x′l
Fkl(x,x

′, t)

∣∣∣∣∣
x′=x

.Óðàâíåíèå (Â.73) ñëåäóåò ðåøàòü ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (x, t0) = δ(x − x0),èëè æå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì áîëåå îáùåãî âèäà: P (x, t0) = W0(x), åñëè íà÷àëüíûåóñëîâèÿ òàêæå ñëó÷àéíû, íî ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò ïîëÿ f(x, t).Óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà (Â.73) � óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è åãîäàëüíåéøèé àíàëèç ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò �îðìóëèðîâêè êðàåâûõ óñëîâèé ïî x,êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíûõ çàäà÷.�àññìîòðèì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (Â.73). ×ëåíû ýòîãî óðàâíåíèÿñ Ak(x, t) è Fkl(x,x
′, t) îáóñëîâëåíû �ëóêòóàöèÿìè ïîëÿ f(x, t). Åñëè ïîëå f(x, t)ñòàöèîíàðíî âî âðåìåíè, òî âåëè÷èíû Ak(x) è Fkl(x,x′) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Åñëèê òîìó æå ïîëå f(x, t) îäíîðîäíî è èçîòðîïíî ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì,òî âåëè÷èíà Fkl(x,x, t) = const, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó òåíçîðó êîý��èöèåí-òîâ äè��óçèè, à âåëè÷èíà Ak(x, t) = 0 (çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî çàâèñèìîñòü Fkl(x,x′, t)è Ak(x, t) îò x ìîæåò áûòü ñâÿçàíà è ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò).Â.5.2. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäàÂåðíåìñÿ òåïåðü ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Â.63) è ðàññìîòðèì m-âðåìåíí�óþ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòåé

Pm(x1, t1, . . . ,xm, tm) = 〈δ(x(t1) − x1) . . . δ(x(tm) − xm)〉 , (Â.74)îòíîñÿùóþñÿ ê m ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè t1 < t2 < . . . < tm. Äè��åðåíöè-ðóÿ (Â.74) ïî âðåìåíè tm è èñïîëüçóÿ çàòåì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (Â.63), óñëî-âèå äèíàìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòè (Â.64), îïðåäåëåíèå �óíêöèè Fkl(x,x′, t) è �îðìóëó



188 Ïðèëîæåíèå Â. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ÿâëåíèéÔóðóòöó�Íîâèêîâà (Â.72), ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ Ôîê-êåðà�Ïëàíêà (Â.73):

∂

∂tm
Pm(x1, t1, . . . ,xm, tm) +

+
n∑

k=1

∂

∂xmk
[vk(xm, tm) +Ak(xm, tm)]Pm(x1, t1, . . . ,xm, tm) =

=
n∑

k=1

n∑

l=1

∂2

∂xmk∂xml
[Fkl(xm,xm, tm)Pm(x1, t1, . . . ,xm, tm))] . (Â.75)Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó m íå ïðîèçâîäèòñÿ. Íà÷àëüíîå óñëîâèå ê (Â.75)ìîæíî íàéòè èç �îðìóëû (Â.74). Ïîëàãàÿ tm = tm−1 â (Â.74), ïîëó÷àåì

Pm(x1, t1, . . . ,xm, tm−1) = δ(xm − xm−1)Pm−1(x1, t1, . . . ,xm−1, tm−1). (Â.76)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (Â.75) ìîæíî èñêàòü â âèäå

Pm(x1, t1, . . . ,xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1)Pm−1(x1, t1, . . . ,xm−1, tm−1). (Â.77)Òàê êàê âñå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàöèè â (Â.75) îòíîñÿòñÿ ê tm è xm, òî, ïîä-ñòàâëÿÿ (Â.77) â (Â.75) è (Â.76), íàõîäèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðî-ÿòíîñòåé ïåðåõîäà:

(
∂

∂t
+

∂

∂xk
[vk(x, t) +Ak(x, t)]

)
p(x, t|x0, t0) =

∂2

∂xk∂xl
[Fkl(x,x, t)p(x, t|x0, t0)] (Â.78)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

p(x, t|x0, t0)|t→t0 = δ(x− x0),ãäå

p(x, t|x0, t0) = 〈δ(x(t) − x)|x(t0) = x0〉 .Â óðàâíåíèè (Â.78) ìû îáîçíà÷èëè ïåðåìåííûå xm, tm ÷åðåç x, t, à ïåðåìåííûå
xm−1, tm−1 � ÷åðåç x0, t0.Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (Â.77) (m− 1) ðàç, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Pm(x1, t1, . . . ,xm, tm) = p(xm, tm|xm−1, tm−1) . . . p(x2, t2|x1, t1)P (x1, t1), (Â.79)ãäå P (x1, t1)� ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (Â.73) è îòíîñÿùàÿ-ñÿ ê îäíîìó ìîìåíòó âðåìåíè t1. �àâåíñòâî (Â.79) âûðàæàåò ìíîãîâðåìåíí�óþ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòåé ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà è îçíà÷àåò,÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.Â.5.3. Îá óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�ÏëàíêàÄëÿ îöåíêè ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà íåîáõîäèìî ó÷èòû-âàòü êîíå÷íîñòü ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ïîëÿ f(x, t) ïî âðåìåíí�îé êîîðäèíàòå. Â ýòîìñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (Â.73) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

ÊP (x, t) = − ∂

∂xk
S′(x, t),

Â.5. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ 189ãäå Ê � îïåðàòîð, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (Â.73), â êîòîðîì âåëè÷èíà
Fkl(x,x

′, t) çàìåíåíà íà

F̃kl(x,x
′, t) =

t∫

0

dt′Bkl(x,x
′, t),à ÷ëåí S′(x, t) ó÷èòûâàåò ïîïðàâêè ê âåêòîðó ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòåé, ñâÿ-çàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ τ0. Ïðè τ0 → 0 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèþ (Â.73). Òàêèìîáðàçîì, óñëîâèå ìàëîñòè ïàðàìåòðà τ0/T ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,íå äîñòàòî÷íûì äëÿ âîçìîæíîñòè îïèñûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (Â.63) íà îñíîâå ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ,êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷èíåîáõîäèìî ïðîâîäèòü áîëåå äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Äàëåå ìû ïðèâåäåì �èçè÷åñêèáîëåå íàãëÿäíûé ìåòîä, íàçûâàåìûé äè��óçèîííûì ïðèáëèæåíèåì, òàêæå ïðèâîäÿ-ùèé ê ìàðêîâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Â.63), íî ó÷èòûâàþùèé, â îïðåäåëåííîé ìåðå,êîíå÷íîñòü âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè.Çäåñü æå ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿíå îçíà÷àåò �îðìàëüíîé çàìåíû ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) â (Â.63) íà ñëó÷àéíîå ïîëåñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé (Â.66). Ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîñòðîåíèþ àñèìï-òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè τ0 ïîëÿ

f(x, t) ê íóëþ. È ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå òî÷íûå ñðåäíèå âåëè÷èíû òèïà

〈
f(x, t)R[t;f(x′, τ)]

〉ïåðåõîäÿò â âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ �îðìàëüíîé çàìåíû êîððåëÿöèîííî-ãî òåíçîðà ïîëÿ f(x, t) íà ý��åêòèâíûé òåíçîð (Â.66).Â.5.4. Ïðîñòåéøèå ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññûÑóùåñòâóåò ëèøü íåáîëüøîå ÷èñëî óðàâíåíèé Ôîêêåðà�Ïëàíêà, äîïóñêàþùèõ òî÷-íîå ðåøåíèå. Ýòî ïðåæäå âñåãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèìñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ñàìè äîïóñêàþò îòûñêàíèå ðåøåíèÿ â àíàëèòè-÷åñêîì âèäå. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ çà÷àñòóþ óäàåòñÿ îïðåäåëèòü íå òîëüêî îäíîòî÷å÷íóþïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé, íî è õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé �óíêöèîíàë, à òàêæå äðóãèå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòå-ðèñòèêè. Ñàìûì ïðîñòûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå âèíåðîâñêèéñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ó÷èòûâàÿ îñîáóþ âàæíîñòü òàêèõ ïðîöåññîâ â �èçèêå (îíè, íà-ïðèìåð, îïèñûâàþò áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÷àñòèö).Âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññÂèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ

d

dt
w(t) = z(t), w(0) = 0,ãäå z(t) � ãàóññîâ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûé âî âðåìåíè ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðàìè

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t− t′).�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

w(t) =

t∫

0

dτ z(τ)
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〈w(t)〉 = 0,
〈
w(t)w(t′)

〉
= 2σ2τ0 min(t, t′).È, ñëåäîâàòåëüíî, åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé �óíêöèîíàë èìååò ñòðóêòóðó

Φ[t; v(τ)] =

〈
exp




i
t∫

0

dτ w(τ)v(τ)






〉
=

= exp



−σ2τ0

t∫

0

dτ1

t∫

0

dτ2 v(τ1)v(τ2)min(τ1, τ2)



 . (Â.80)Âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñíîñîìÎáñóäèì áîëåå îáùèé ïðîöåññ ñî ñíîñîì, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà α ïî �îðìóëå

w(t, α) = −αt+ w(t), α > 0.Ïðîöåññ w(t, α) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ è åãî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé

P (w, t, α) = 〈δ(w(t, α) − w)〉îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

(
∂

∂t
− α

∂

∂w

)
P (w, t, α) = D

∂2

∂w2
P (w, t, α), P (w, 0, α) = δ(w), (Â.81)ãäå ÷åðåç êîý��èöèåíò äè��óçèè îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà D = σ2τ0. Åãî ðåøåíèå èìååòâèä ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ:

P (w, t, α) =
1

2
√
πDt

exp

{
−(w + αt)2

4Dt

}
. (Â.82)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè òîãî,÷òî w(t, α) < w, ðàâíà

F (w, t, α) =

w∫

−∞
dw P (w, t, α) = Φ

(
w√
2Dt

+ α

√
t

2D

)
, (Â.83)ãäå

Φ(z) =
1√
2π

z∫

−∞
dy exp

{
−y

2

2

} (Â.84)� èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé. Ïðè ýòîì êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè âèíåðîâñêîãî ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà ñî ñíîñîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.61) íà ñ. 184, ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé �óíêöèåé âðåìåíè:
w∗(t, α) = −αt.Ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü è äðóãèåïðîöåññû, óäîáíûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Äëÿ ïîëîæè-òåëüíûõ âåëè÷èí òàêîé ïðîñòåéøåé àïïðîêñèìàöèåé ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè íîð-ìàëüíûé (ëîãíîðìàëüíûé) ïðîöåññ, êîòîðûé ìû è ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî.

Â.5. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ 191PSfrag replaements

τ = 1

τ = 0,1

0 0,2 0,4 0,6 0,8

0,5

1,0

1,0

1,5

2,0

P (y)

y�èñ. Â.3. Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (Â.86) äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-ðà α/D = 1 è áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ = 0,1 è 1Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíûé ïðîöåññÎïðåäåëèì ëîãíîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �îðìóëîé

y(t, α) = ew(t,α) = exp




−αt+

t∫

0

dτ z(τ)




 , (Â.85)ãäå z(t) � ãàóññîâ ïðîöåññ ¾áåëîãî øóìà¿ ñ ïàðàìåòðàìè

〈z(t)〉 = 0,
〈
z(t)z(t′)

〉
= 2σ2τ0δ(t− t′).Îí îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

d

dt
y(t, α) = {−α+ z(t)} y(t, α), y(0, α) = 1.Îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà

P (y, t, α) = 〈δ (y(t, α) − y)〉 =
〈
δ
(
ew(t,α) − y

)〉
=

=
1

y
〈δ (w(t, α) − ln y)〉 =

1

y
P (w, t, α)|w=ln y ,ãäå P (w, t, α) � îäíîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñî ñíî-ñîì, îïèñûâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (Â.82), è, ñëåäîâàòåëüíî,

P (y, t, α) =
1

2y
√
πDt

exp

{
−(ln y + αt)2

4Dt

}
=

1

2y
√
πDt

exp

{
− ln2 (yeαt

)

4Dt

}
, (Â.86)ãäå ïàðàìåòð D = σ2τ0. �ðà�èêè ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-ñòåé (Â.86) äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α/D = 1 è áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ = Dt = 0,1è 1 ïðèâåäåíû íà ðèñ. Â.3.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ãðà�èêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå äëèííîãî ïîëîãîãî¾õâîñòà¿ ïðè τ = 1, îçíà÷àþùåãî óñèëåíèå ðîëè áîëüøèõ âûáðîñîâ ïðîöåññà y(t, α)â �îðìèðîâàíèè îäíîâðåìåíí�îé ñòàòèñòèêè. Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ
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F (y, t, α) = P (y(t, α) < y) = P (w(t, α) < ln y) =

=

ln y∫

−∞
dw P (w, t, α) = Φ

(
ln y√
2Dt

+ α

√
t

2D

)
= Φ

(
1√
2Dt

ln
(
yeαt

))
. (Â.87)Çíàÿ òîëüêî îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà y(t, α), ìîæíîïîëó÷èòü âàæíóþ èí�îðìàöèþ î ïîâåäåíèè ðåàëèçàöèé ïðîöåññà y(t, α) íà âñåì èí-òåðâàëå âðåìåí (0,∞). Â ÷àñòíîñòè:1) Ëîãíîðìàëüíûé ïðîöåññ y(t, α) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì è åãî îäíîâðå-ìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (Â.86) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà�Ïëàíêà:

(
∂

∂t
− α

∂

∂y
y

)
P (y, t, α) = D

∂

∂y
y
∂

∂y
yP (y, t, α), P (y, 0, α) = δ(y − 1). (Â.88)Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (Â.88) ëåãêî íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèéïðîöåññà y(t, α), ðåøåíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

〈yn(t, α)〉 = en(n−α/D)Dt,

〈
1

yn(t, α)

〉
= en(n+α/D)Dt, n = 1, 2, . . . , (Â.89)è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò âî âðåìåíè.Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (Â.88) òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

〈ln y(t)〉 = −αtè, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð α ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

−α =
1

t
〈ln y(t)〉 . (Â.90)Çàìå÷àíèå Â.2. Ëÿïóíîâñêàÿ ýêñïîíåíòàÏîäõîäó, îñíîâàííîìó íà àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äåòåðìèíèðîâàííûõ ëèíåéíûõîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d

dt
x(t) = A(t)x(t)ïî Ëÿïóíîâó, óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Ïðè ýòîì àíàëèçèðó-åòñÿ âåðõíèé ïðåäåë ðåøåíèÿ çàäà÷è

λx(t) = lim
t→+∞

1

t
ln |x(t)|,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì. Â ïðèëîæåíèè ê ñòîõàñòè÷åñêèìäèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ïðè òàêîì ïîäõîäå, çà÷àñòóþ, äëÿ èíòåðïðåòàöèè è óïðîùåíèÿ ïî-ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ýòè èññëåäîâàòåëè íà ïîñëåäíåé ñòàäèè ïîäêëþ÷àþò ñòàòèñòè÷åñêèéàíàëèç è âû÷èñëÿþò èõ ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèå òàêèå, íàïðèìåð, êàê

〈
λx(t)

〉
= lim

t→+∞
1

t
〈ln |x(t)|〉 . (Â.91)

�

Â.5. Ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ 193Òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòð α ÿâëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòîé äëÿ ëîãíîðìàëü-íîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà y(t) (ñì., íàïðèìåð, [41, 42℄).2) Çíàÿ èíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü êðèâóþ òèïè÷-íîé ðåàëèçàöèè ëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà y(t, α), êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-íî ñïàäàþùåé êðèâîé:

y∗(t) = e〈ln y(t)〉 = e−αt, (Â.92)â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (Â.61) íà ñ. 184.Ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ìîìåíòîâ îáóñëîâëåí âûáðîñàìè ïðîöåññà y(t, α) îòíîñè-òåëüíî êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè y∗(t, α) êàê â ñòîðîíó áîëüøèõ, òàê è â ñòîðîíóìàëûõ çíà÷åíèé y.Äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α/D = 1 ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîöåññà y(t,D) íå çàâèñèòîò âðåìåíè è ðàâíî åäèíèöå. Ïðè ýòîì, îäíàêî, âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

y < 1 ïðè Dt≫ 1, ñîãëàñíî (Â.87), áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïî çàêîíó

P (y(t,D) < 1) = Φ



√
Dt

2


 = 1 − 1√

πDt
e−Dt/4,ò. å. ïîäàâëÿþùåå âðåìÿ ãðà�èêè ðåàëèçàöèé ïðîöåññà ëåæàò íèæå óðîâíÿ åãî ñðåä-íåãî çíà÷åíèÿ 〈y(t,D)〉 = 1, õîòÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû ïðîöåññà y(t,D) â îñíîâíîìè îïðåäåëÿþòñÿ åãî áîëüøèìè âûáðîñàìè.Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ÿâíîå ïðîòèâîðå÷èå â õàðàêòåðàõ ïîâåäåíèÿ ñòàòèñòè-÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà y(t, α) è åãî ðåàëèçàöèé.3) Ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèé ïðîöåññà y(t, α) íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæíî òàêæåîöåíèòü ñ ïîìîùüþ p-ìàæîðàíòíûõ êðèâûõ Mp(t, α), êîòîðûå îïðåäåëèì ñëåäóþùèìîáðàçîì. Íàçîâåì ìàæîðàíòíîé êðèâîé òàêóþ êðèâóþ Mp(t, α), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþ-áûõ âðåìåíàõ t ñ âåðîÿòíîñòüþ p âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî y(t, α) < Mp(t, α), ò. å.

P {y(t, α) < Mp(t, α) äëÿ âñåõ t ∈ (0,∞)} = p.Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùèõ ìàæî-ðàíòíûõ êðèâûõ
Mp(t, α, β) = (1 − p)−D/β e(β−α)t. (Â.93)Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò çàìå÷àòåëüíûé �àêò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïîñòîÿíñòâîñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî 〈y(t,D)〉 = 1 è ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âûñøèõ ìîìåíòîâïðîöåññà y(t,D), âñåãäà ìîæíî óêàçàòü ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùóþ ìàæîðàíòíóþêðèâóþ (Â.93), íèæå êîòîðîé áóäóò ëåæàòü ðåàëèçàöèè ïðîöåññà y(t,D) ñ ëþáîé íà-ïåðåä çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ p < 1. Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1/2âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

y(t,D) < M1/2(t,D,D/2) = 4e−Dt/2 (Â.94)äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t èç èíòåðâàëà (0,∞). Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåàëè-çàöèè ïðîöåññà y(t,D) è ìàæîðàíòíîé êðèâîé (Â.94) ïðèâåäåíî íà ðèñ. Â.4.Ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûé ðàíåå âûâîä î òîì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûéðîñò ìîìåíòîâ ïðîöåññà y(t,D) âî âðåìåíè � ý��åêò ÷èñòî ñòàòèñòè÷åñêèé, îáóñëîâ-ëåííûé óñðåäíåíèåì ïî âñåìó àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé.
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PSfrag replaements

y(τ)

τ1

1

2

2

3

3

4

M(τ)

�èñ. Â.4. Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà y(t,D) è ìàæîðàíòíîé êðèâîé

M(τ) (Â.94)Îòìåòèì, ÷òî ïëîùàäü ïîä ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèìè ìàæîðàíòíûìè êðèâû-ìè êîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøèå âûáðîñû ïðîöåññà y(t, α), âûçûâàÿ ýêñïîíåíöè-àëüíûé ðîñò âûñøèõ ìîìåíòîâ, íå âíîñÿò ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â ïëîùàäü ïîä ðåà-ëèçàöèÿìè, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ðåàëèçàöèé òàêæå êîíå÷íà, ò. å. âûáðîñûëîãíîðìàëüíîãî ïðîöåññà y(t, α) äîñòàòî÷íî óçêè.Â.6. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèåÓñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
f(x, t) (ò. å. óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ìàëîñòè τ0 � âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) � ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè âðåìåíí�ûìèìàñøòàáàìè, èìåþùèìèñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Ó÷åò êîíå÷íîñòè âðåìåíí�îãîðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ìîæíî ïðîâåñòè â ðàìêàõ äè��óçèîííî-ãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòî ïðèáëèæåíèå áîëåå íàãëÿäíî è �èçè÷íî, ÷åì �îðìàëüíîå ìàòå-ìàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ. Ýòî ïðèáëèæå-íèå ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ �ëóêòóàöèé ïàðàìåòðîâ ñòîõàñòè÷å-ñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òîëüêî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòèäåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ, íî è îïèñàòü íîâûå �èçè÷åñêèå ý��åêòû,ïîðîæäåííûå êîíå÷íîñòüþ âðåìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ.Â ðàìêàõ äè��óçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âëèÿíèå ñëó÷àéíûõâîçäåéñòâèé íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà τ0 íåñóùåñòâåííî, ò. å. ñèñòåìà íà ýòèõìàñøòàáàõ ýâîëþöèîíèðóåò êàê ñâîáîäíàÿ.Ïóñòü îïÿòü âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ(Â.63) íà ñ. 185:

d

dt
x(t) = v(x, t) + f(x, t), x(t0) = x0, (Â.95)ãäå v(x, t) � âåêòîðíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, à f(x, t) � ñëó÷àéíîå ñòàòèñòè-÷åñêè îäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíîå âî âðåìåíè ãàóññîâî âåêòîðíîå ïîëå

Â.6. Äè��óçèîííîå ïðèáëèæåíèå 195ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

〈f(x, t)〉 = 0, Bij(x, t,x
′, t′) = Bij(x− x′, t− t′) =

〈
fi(x, t)fj(x

′, t′)
〉
.Ââåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ

ϕ(x, t) = δ(x(t) − x), (Â.96)ãäå x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (Â.95), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (Â.68)íà ñ. 186: (
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
f(x, t)ϕ(x, t). (Â.97)Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Â.95)

P (x(t) = 〈ϕ(x, t)〉 = 〈δ(x(t) − x)〉ïîëó÷èì, êàê è ðàíåå, óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (Â.97) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ïîëÿ f(x, t):

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂x
〈f(x, t)ϕ(x, t)〉 , P (x, t0) = δ(x− x0). (Â.98)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ôóðóòöó�Íîâèêîâà (Â.72) íà ñ. 187

〈fk(x, t)R[t;f(y, τ)]〉 =

∫
dx′

∫
dt′Bkl(x, t,x

′, t′)
〈

δ

δ fl(x′, t′)
R[t;f(y, τ)]

〉
,ñïðàâåäëèâóþ äëÿ êîððåëÿöèè ãàóññîâà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) ñ ïðîèçâîëüíûì �óíê-öèîíàëîì R[t;f(y, τ)] îò íåãî, óðàâíåíèå (Â.98) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
∂

∂t
+

∂

∂x
v(x, t)

)
P (x, t) = − ∂

∂xi

∫
dx′

t∫

t0

dt′Bij(x, t,x
′, t′)

〈
δ

δ fj(x′, t′)
ϕ(x, t)

〉
.(Â.99)Â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (Â.99) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à âàðèàöèîí-íàÿ ïðîèçâîäíàÿ è èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðå-ìåíí�îãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ f(x, t) � τ0 îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äè-íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

∂

∂t

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)
= − ∂

∂x

{
v(x, t)

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

}
,

δϕ(x, t)

δfi(x′, t′)

∣∣∣∣
t=t′

= − ∂

∂xi

{
δ(x− x′)ϕ(x, t′)

}
, (Â.100)

∂

∂t
ϕ(x, t) = − ∂

∂x
{v(x, t)ϕ(x, t)} , ϕ(x, t)

∣∣∣
t=t′

= ϕ(x, t′).�åøåíèå çàäà÷è (Â.99), (Â.100) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âðåìåí t. Îäíàêî â ýòîì ñëó-÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (Â.95) x(t) íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-ñîì, òàê êàê åå ìíîãîâðåìåíí�àÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íå äîïóñêàåò �àêòîðèçàöèèñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà. Â àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå t≫ τ0 ðåøå-íèå èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Â.95) â äè��óçèîííîì ïðèáëèæåíèè óæå áóäåòìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, è óñëîâèÿìè ïðèìåíèìîñòè åãî ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòüâñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ý��åêòîâ íà âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà âðåìåíí�îãî ðàäèóñàêîððåëÿöèè τ0.
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